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*.  B.  Le  lecteur  doil  avoir  bien  soin  de  corriger  les  fautes  indiquées  ici. 

Pages.  Lignes. 

14       4    en  montant,  pas  lisez  par 

85      18    30  lisez  10 
123       7    en  montant.  6  lisez  5 
142      18    effacez  la  lettre  P 

158  T    en  montant.  aî=s=  lisez  x=zÇ±: 

2  2 

159  2  en  montant,  mettez  z^  devant  le  second  radical 
207  1  en  montant,  dans  les  formules  lisez  dans  des  formules . 
213  19  étant  carré  lisez  étant  le  carré                                                          ' 
224  8  membres  lisez  nombres 

266       4  et  12    en  montant,  a'"*  lisez  a^  | 

287      15    en  montant,  a'*  lisez  a'  ; 

282     15    c      "^  lisez  c      '" 

294      10    enmonUnt.  \/-    ,  Usez  i/i— 1 

^   a— 1  ▼    a 

318  14  en  montant.  5  lisez  4 

374  18  a?*  lisez  œ^ 

462  7  a?^=— JQ^  Par  suite  on  a  î/^iQ'+6Ra? 

lisez  a?*=7Q\  Par  suite  on  a  v=— jQ'+eRir 

457  8  en  montant,  -f  0  lisez  =0 

471  4  eti  montant  S{ajbjg)  lisez  S(a'b^j  • 

Jl!»id.  r  en  montant.  S'^  j^se^  S^ 

477  8  n*»^  529  lisez  n^  530 

478  6  n*»  528  «sc^r  no  529                               ;:  '                                           '. 
/6id.  10  11°  631  lisez  n«  532 

/&id.     5    en  montant,  n^  530  lisez  n»  531 

479  8    en  montant,  no  524  lisez  n«  525  f 
508      20    y-p=p(«-,).  lisez  y-p=p(«— 1),  etc.                                            I 
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D'ALGEBRE. 


»  I   p  -^ 


CHAPITRE  PREMIER- 


NOTIONS  PRELIMINAIRES. 


Objet  de  l'algèbre,  -^  Premières  difficallés  qui  se  présentent. 

.  1.  Dans  toute  question  qu'on  peut  proposer  sur  les  nombres  » 
il  doit  exister  entre  les  données  et  les  inconnues  certaines  condi- 
tions qui  sont  indiquées  par  renoncé  de  la  question  :  la  solution 
a  pour  but  de  déterminer  les  inconnues  de  manière  qu'elles  véri-* 
fient  ces  conditions.  Il  faut  donc  s'attacher  d'abord  à  bien  saisir 
les  diverses  relations  par  lesquelles  toutes  les  quantités  connues 
ou  inconnues  sont  liées  entre  elles,  et  trouver  ensuite,  au  moyen 
de  ces  relations ,  quelles  opérations  on  doit  effectuer  sur  les  quan- 
tités données  pour  obtenir  les  inconnues.  Tel  est  l'oblet  qu'on  se 
propose  plus  spécialement  dans  cette  partie  des  mathématiques  à 
laquelle  on  a  donné  le  nom  d'ALGÈBRE.    . 

2.  Pour  mieux  apprécier  les  premiers  moyens  qu^elle  met  en 
œuvre ,  je  prendrai  le  problème  suivant  :  Partager  62  en  trois 
parties  telles  que  la  moyenne  partie  surpasse  de  9  la  plus  pe-^ 
tite,  et  qu'elle  soit  surpassée  de  13  par  la  plus  grande. 

D'après  cet  énoncé ,  les  parties  inconnues  doivent  remplir  trois 
conditions  : 

l"*  Que  la  moyenne  sOit  égale  à  la  plus  petite  augmentée  de  9; 

Sf*  Que  la  plus  grande  soit  égale  à  la  moyenne  augmentée  de  13; 

3°  Que  la  somme  des  trois  parties  fasse  62. 

Maintenant,  voici  par  quelles  déductions  on  arrive  aux  valeurs 
des  inconnues  : 

Puisque  la  moyenne  partie  doit  être  égale  à  la  plus  petite  plus  9^ 
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au  lieu  de  dire  que  la  plas  grande  est  égale  à  la  moyenne  plus  13, 
on  peut  dire  qu'elle  est  égale  à  la  plus  petite  plus  9,  plus  13. 

Donc  la  somme  des  trois  parties  se  compose  de  3  fois  la  plus 
petite,  plus  2  fois  9,  plus  13;  et  comme  2  foiâ  9,  pli|s  13,  font  31, 
on  peut  dire  encore  qud  cette  somme  est  égale  à  3  fois  la  petite 
partie,  plus  31. 

Or,  l'énoncé  exige  que  cette  même  somme  fasse  52  :  donc  ^  si 
on  retranche  31  de  52,  le  reste  21  sera  égal  à  3  fois  la  petite  partie; 
et,  par  conséquent,  en  divisant  ce  reste  par  3,  le  quotient  7  sera 
la  petite  partie. 

Alors  il  est  évident  que  la  moyenne  partie  sera  7  plus  0,  ce  qui 
fait  16;  et  il  est  évident  aussi  que  la  plus  grande  sera  16  plus  13» 
ce  qui  fait  29.  Ainsi  les  trois  parties  inconnues  sont  7, 16,  29. 

3.  Si  dans  renoncé  de  la  question  on  changeait  les  nombres  don- 
nés, sans  faire  aucune  autre  altération,  on  arriverait  aux  valeurs 
des  inconnues  par  des  raisonnements  tout  à  fait  semblables.  Mais 
pn  peut  proposer  la  question  d'une  manière  générale ,  comme  il 
■soit  : 

Partager  une  quantité  donnée  en  trois  parties  telles  qitil  y 
ait  une  différence  donnée  entre  la  moyenne  et  la  plus  petite , 
et  aussi  une  différence  donnée  entre  la  plus  grande  et  la 
moyenne. 

En  ces  termes ,  les  quantités  données  peuvent  être  de  telles  gran- 
deurs qu'on  voudra ,  et  il  ne  s'agit  plus  de  trouver  que  les  incon- 
nues sont  égales  à  tels  ou  tels  nombres  particuliers,  mais  bien 
quelles  opérations  il  faut  effectuer  sur  les  quantités  données  pour 
obtenir  ces  inconnues.  On  y  parvient  encore  par  les  mêmes  rai- 
sonnements, et  alors  voici  comment  ils  se  présentent. 

La  moyenne  partie  est  égale  à  la  plus  petite ,  plus  Texcès  de  la 
moyenne  sur  la  plus  petite. 

La  plus  grande  est  égale  à  la  moyenne ,  plus  l'excès  de  la  plus 
grande  sur  la  moyenne.  Donc,  on  peut  dire  aussi  qu'elle  est  égale 
à  la  plus  petite,  plus  l'excès  de  la  moyenne  sur  la  phis  petite, 
plus  l'excès  de  la  plbs  grande  sur  la  moyenne. 

En  faisant  la  somme  des  trois  parties ,  on  voit  donc  qu'elle  (fon- 
tiendra  3  fois  la  petite  partie,  plus  2  fws  l'excès  de  la  moyenne 
sur  1|L  petite,  plus  une  fois  l'excès  de  la  grande  sur  la  moyenne. 

Or,  cette  somme  doit  être  égale  au  nombre  à  partager;  donc  , 
en  retranchant  du  nombre  k  partager  d  fois  l'excès  de  la  moyenne 


partie  sur  la  phis  pelite ,  et  une  fois  Texcès  de  la  grande  sur  la 
moyenne ,  le  reste  sera  égal  à  3  fois  la  petite  partie.  Par  consé- 
quent en  divisant  ce  reste  par  3  on  aura  la  petite  partie. 

Alors ,  en  ajoutant  à  cette  partie  Texcès  dont  elle  est  surpassée 
par  la  moyenne ,  on  aura  cette  moyenne  partie. 

Puis ,  en  ajoutant  à  la  moyenne  partie  l'excès  dont  elle  est  sur^ 
passée  par  la  grande ,  on  connaîtra  cette  dernière. 

4.  Dans  la  solution  qu'on  vient  d'exposer,  deux  causes  de  com- 
plication sont  à  remarquer.  L'une  vient  de  ce  que  chaque  quan- 
tité ,  connue  ou  inconnue ,  est  continuellement  désignée  par  l'en- 
semble de  plusieurs  mots ,  comme  le  noTnbre  à  partager,  la 
petite  partie ,  etc.  L'autre  résulte  de  ce  que,  pour  rappeler  les 
relations  des  quantités  entre  eltes ,  il  faut  fréquemment  répéter  les 
expressions  qui  indiquent  ces  relations,  comme  plus  y  moins, 
multiplié  par,  etc.  A  la  vérité,  ces  mois  sont  en  petit  nombre 
dans  le  problème  qui  nous  a  servi  d'exemple  ^  mais  on  comprend 
qge  s'il  y  avait  beaucoup  de  quantités  à  ajouter,  à  retrancher,  ^ 
multiplier,  etc. ,  le  tableau  écrk  des  diverses  relations  par  les- 
quelles les  quantités  sont  liées  entre  elles,  serait  trop  étendu  pour 
que  l'œil  pût  en  embrasser  l'ensemble.  Ces  difficultés  étant  bien 
reconnues,  je  vais  montrer  comment  on  y  remédie. 

Notation  algébrique.  —  Explication  de  qaetqaes  dénominations» 

5.  Pour  faire  disparaître  l'embarras  produit  par  les  périphrases 
au  moyen  desquelles  on  désigne  les  quantités  qui  entrent  dans  une 
question ,  on  représi^ite  ces  quantités  par  des  lettres.  Ordinaire^ 
ment  les  données  sont  représentées  par  les  premières  lettres 
de  l'alphabet,  a,  b,  c...;  et  les  inconnues  le  sont  par  les  der^ 
nières,  œ,  y,  z.... 

Souvent,  pour  désigner  des  grandeurs  différentes,  mais  qui  ont 
entre  elles  une  analogie  qu'il  importe  de  ne  point  oublier,  on  em* 
ploie  une  même  lettre  à  laquelle  on  donne  un  accent  ou  plusieurs* 
Par  exemple ,  on  écrira  a',  a",  <f ,  qu'on  énonce  ainsi  :  aprime^ 
a  seconde,  a  tierce.  Souvent  encore  on  a  recours  à  l'alphabet 
grec.  Le  lecteur  donnera  sans  difficulté  à  ces  premières  conven- 
tions toute  l'extension  dont  elles  sont  susceptibles. 

Si  quelques  quantités  données  sont  exprimées  en  chifflres ,  et 
surtout  si  ces  quantités  sont  d^  nombres  fort  simples,  on  gagnera 
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peu ,  sous  le  rapport  de  la  brièveté ,  à  les  remplacer  par  des  let- 
tres. Mais  comme  ces  nombres  s'altèrent  par  les  calculs  successifs, 
il  n'est  plus  passible  de  reconnaîtra ,  à  la  fin  des  opérations ,  de 
queUe  manière  ils  entrent  dans  les  résultats  -,  et  de  là  il  suit  qu'en 
changeant  ces  nombres  dans  la  question,  il  faut  recommencer 
tous  les  calculs  qui  ont  déjà  été  faits.  Quand  on  veut  obvier  à  cet 
inconvénient,  on  le  peut  encore  en  mettant  des  lettres  au  lieu  de 
ces  nombres  ;  et  c'est  là  un  des  grands  avantages  que  procure 
l'emploi  des  lettres  pour  représenter  les  grandeurs. 

6.  T^  seconde  difficulté ,  celle  qui  naît  de  la  répétition  des  mots 
plus  y  moins,  etc. ,  employés  pour  désigner  les  relations  des  quan- 
tités entre  elles ,  se  résout  naturellement  en  adoptant  des  signes 
particuliers  pour  indiquer  ces  diverses  relations.  Je  vais  faire  con« 
naître  ceux  qui  sont  en  usage. 

7.  +  signifie  plus,  et  —  signifie  moins.  Ainsi ,  pour  indiquer 
qu'on  ajoute  h  ka,  on  écrit  a^h^  et,  pour  indiquer  que  h  est 
retranché  de  a,  on  écrit  a  —  6. 

8.  On  emploie  le  signe  X ,  ou  un  simple  point,  pour  indiquer 
une  multiplication.  En  écrivant  âs  X  6  on  a. h,  on  fait  connaître 
que  la  quantité  a  est  multipliée  par  6.  De  même,  axbxc  eia.b.c 
signifient  que  a  est  multiplié  par  b,  et  que  le  produit  est  multi- 
plié par  c. 

Lorsque  les  multiplicateurs  successifs  sont  désignés  par  de  sim- 
ples lettres,  on  supprime  les  signes  de  multiplication,  afin  de 
rendre  récriture  plus  rapide.  Ainsi,  abc  à  là  même  signification 
quea.6.couaX6Xc. 

Quand  les  facteurs  sont  des  nombres ,  cette  simplification  n'est 
plus  permise  :  car  si  on  voulait ,  par  exemple,  indiquer  le  produit 
de  3  par  4 ,  et  qu'on  écrivît  34 ,  on  confondrait  ce  produit  avec  le 
nombre  trente-quatre. 

Lorsqu'on  multiplie  une  quantité  littérale  par  un  multiplicateur 
numérique,  on  le  place  au-devant  de  cette  quantité^  on  lui  donne 
alors  le  nom  de  coefficient.  Ainsi  Sa  etf  &  signifient  la  même  chose 
que  ût  X  3  et  fr  X  §  :  3  et  §  sont  des  coefficients. 

9.  Pour  indiquer  une  division ,  on  écrit  le  diviseur  au-dessous  du 
dividende ,  et  on  l'en  sépare  par  un  trait  horizontal  :  ainsi,  r  signi- 
fie a  dimépar  b.  Quelquefois  aussi  on  écrit  a  :  b. 

10.  On  nomme  puissances  d'une  quantité  les  produits  qu'on 
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forme  en  multipliant  cette  quantité  par  ellbsiQ^^g  ^^^  ^^-^  ^^   ^^^ 
sieurs.  Ainsi,  a  a  est  la  2«  puissance  ou  le  carn»  ^^ayuaa  en  e  t 
la  3«  puissance  ou  le  cube ,  aaûf  a  en  est  la  4*  puissa^^     .     ^ 
indique  ces  puissances  d'une  manière  abrégée  en  écrivant  .,* 
une  seule  fois,  et  en  plaçant  à  sa  droite,  un  peu  au-dessus ,  v 
nombre  qu'on  appelle  exposant  y  et  qui  marque  combien  de  fois 
elle  devrait  être* écrite.  Par  exemple,  a^  représentera  aaaa  ou 
la  4*  puissance  de  a,  et  on  lira  a  exposant  quatre  ^  ou  plus  sim- 
plement a  quatre.  Cette  notation ,  imaginée  par  Desgartës  ,  a 
eu  la  plus  heureuse  influence  sur  les  progrès  de  l'algèbre. 

Il  ne  faut  pas  confondre  le  coefficient  et  rexposant..Si  j'écris  3a^ 
le  nombre  3  est  un  coefficient ,  et  si  j'écris  a%  le  nombre  3  est  un 
exposant.  Or,  3a  et  «^  expriment  des  quantités  très-différentes  : 
car  ^a  est  la  même  chose  que  a  +  a  +  a^eta^  est  la  même  chose 
que  axaxa.  On  comprendra  mieux  encore  la  différence ,  si  on 
met  un  nombre  particulier  à-  la  place  de  la  lettre  a.  Par  exemple , 
si  on  met  4 , 3  â;  représente  3  fois  4  ou  12,  tandis  que  a^  représente 
4X4X4  ou  64. 

11.  La  quantité  qui,  étant  élevée  à  une  puissance ,  produit  une 
quantité  .donnée,  est  une  racine  de  cette  dernière.  Ce  sera  une 
racine  2%  3%  4%  etc. ,  selon  qu'il  faudra  en  faire  la  2*  puissance , 
la  3%  la  4%  etc.,  pour  reproduire  la  quantité  donnée.  Ainsi,  la 
racine  4*  de  16  est  2,  attendu  qu'on  reproduit  le  nombre  16  en 
élevant  2  à  la  4*  puissance.  La  racine  deuxième  prend  ordinaire- 
ment le  nom  de  racine  carrée,  et  la  racine  troisième  celui  de 
racine  cubique. 

Le  signe  V^qui  s'appelle  radical,  indique  une  racine  à  extraire. 
On  lui  joint  un  nombre  qu'on  nomme  exposant  ou  indice,  et  qui 
marque  de  quelle  racine  il  s'agit.  }/a  indique  la  racine  4'  de  a. 
Dans  la^4ipine  carrée ,  on  sous-entend  l'indice ,  et  on  écrit  sim- 
plement Va. 

12.  Le  signe  =  est  celui  de  l'égalité.  Ainsi ,  en  écrivant 
3a  +  2a=:6a,  on  indique  que  si  à  trois  fois  a  on  ajoute  le  double 
de  a,  la  somme  est  égale  au  quintuple  de  a.  L'ensemble  des  deux 
quantités ,  ainsi  séparées  par  le  signe  =  se  nomme  une  égalité. 
Chacune  des  deux  quantités  se  nomme  membre.  Celle  qui  est  à 
gauche  est  le  premier  membre  ^  celle  qui  est  à  droite  est  le  second. 

13.  Le  signe  >  veut  dire  plus  grand  que;  et  le  signe  <  veut 
dire  plus  petit  que.  Ainsi  ^a>b  signifie  a  plus  grand  que  b  ,• 
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eX  a<ib  Bîgniflv^"^ ^^^'^  ^"^  *•  L'ouyerture  du  signe  est 

toujours  loui'^^^^"  ^^'^  ^^  **  P'"^  grande  quantité. 

14.  j  ^^nominations  de  quantité  littérale ,  quantité  algé-- 

<iè,  expression  littérale,  expression  algébrique,  sont  em- 

ifloyées  indifféremment  pour  désigner  un  assemblage  quelconque 

de  quantités  représentées  par  des  lettres,  et  unies  entre  elles  par 

les  signes  de  différentes  opérations.  Telles  sont  2a^  et  a^-^x/W. 

Chacune  des  quantités  qui  sont  jointes  entre  elles  par  les  signes +■ 
et  —  s'appelle  terme,  et  assez  ordinairement  le  signe  fait  partie  du 
terme.  Dans  l'expression  9a—'ab^+yab^  il  y  a  trois  termes 
savoir  :  9a, — a6%  +  y/oK 

On  appelle  quantité  monôme  ou  simplement  monôme,  une 
expression  algébrique  qui  n'a  qu'un  seul  terme;  et  polynôme, 
celle  qui  en  a  plusieurs.  En  particulier,  on  appelle  binôme ,  tri- 
nome,  quadrinome,  quinome^  celles  qui  en  ont  deux,  trois, 
quatre  ou  cinq.  Quelquefois  encore  on  donne  aux  monômes  le 
nom  de  quantités  incomplexes,  et  aux  polynômes  celui  de  quan^ 
tités  complexes. 

On  appelle  termes  semblables  ceux  qui  sont  composés  des 
mêmes  lettres,  affectées  des  mêmes  exposants.  Ils  peuvent  d'ail- 
leurs différer  par  le  signe  et  par  le  coefficient.  t)ans  l'expression 
Aa^b^%ab^  —  1a^b,  le  premier  terme  4a» fr  est  semblable  au 
troisième  —  2a'&.  Toutes  les  fois  qu'un  polynôme  renferme  des 
termes  semblables ,  il  peut  recevoir  certaine  simplification  dont 
on  parlera  plus  loin  (29). 

En  algèbre ,  on  nomme  quantités  rationnelles  celles  qui  ne 

6 
renferment  point  de  radical.  Telles  sont  17,  f  a,  a  +  -• 

On  appelle  quantités  entières  celles  qui  sont  rationnelles  et  ne 
contiennent  aucun  dénominateur.  Telles  sont  47,  %a^b^a^ — 6c. 

IS.  Lorsqu'une  quantité  est  composée  avec  une  autre,  on  dit 
qu*eUe  est  Mxnà Jonction  de  celte  dernière.  Par  exemple ,  l'expres- 
sion 3a?»  —  Vx  est  une  fonction  de  x. 

Pour  désigner  d'une  manière  générale  une  fonction  de  x,  on 
écrit  F(a;) ,  et  alors  la  lettre  F  est  employée  comme  une  abré- 
viation du  mot  Fonction.  Lorsqu'on  veut  représenter  plusieurs 
fonctions  différentes  de  a;  ^  on  varie  la  forme  de  cette  initiale.  Par 
exemple,  on  écrira  F  (a?) ,  /(a?) ,  <p(a7),  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
loi  d'après  laquelle  chaque  fonction  est  composée. 
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Quand  on  se  sert  delà  même  lettre  F,  et  qii*on  écrit  F(â7) ,  F(y  ), 
on  désigne  par  là  deux  fractions  composées  sembiaMement,  Fane 
ayec  w  et  l'autre  avec  y,  de  telle  sorte  que  la  première  se  change 
en  la  seconde  quand  on  y  met  y  au  lieu  de  œ. 

Ce  qui  vient  d'Mre  dit  s'étend  naturellement  aux  expressions  où 
il  entre  plus  d'une  quantité.  Ainsi ,  Texpression  3ay — oo  +  yy 
sera  une  fonction  de  a?  et  y;  et  en  écrivant  F{x,  y)  on  désignera 
d'une  manière  générale  une  fonction  quelconque  de  a;  et  y. 

,    /Application  de  la  notation^lgébrique. 

16.  Afin  de  faire  ressortir  les  avantageffqui  peuvent  résulter 
de  la  notation  algébrique ,  je  vais  l'appliquer  à  la  solution  du  pro- 
blèrae  énoncé  n*»  3. 

Je  désignerai  par  a  le  nombre  à  partager,  par  b  l'excès  de  la 
moyenne  partie  sur  la  plus  petite,  et  par  c  l'excès  de  la  plus  grande 
sur  la  moyenne. 
De  plus ,  je  représenterai  la  petite  partie  par. .     x. 

Alors  la  moyenne  sera a?  +   6, 

La  plus  grande  sera x+   b+c. 

Et  la  somme  des  trois  parties  sera Sx-^-^b  +  c. 

Or  cette  somme  doit  être  égale  au  nombre  à  partager  a  ^  donc 
on  a  l'égalité 

Si  on  retranche  2  &  et  c  de  chaque  membre ,  il  vient 

et  si  on  divise  par  S  on  obtient ,  pour  l'inconnue  x, 

.      a — 26 — c 

La  plus  petite  partie  étant  une  fois  conniie ,  les  deux  autres 
s'en  déduisent  facilement. 

17.  Isa  manière  dont  l'inconnue  x  est  exprimée  mérite  de  fixer 
l'attention  :  ce  n'est  point  une  valeur  numérique ,  c'est  une  for^ 
mule  y  un  tableau  qui  montre  de  la  manière  la  plus  claire  quelles 
opérations  on  doit  effectuer  sur  les  données  pour  avoir  l'incon- 
nue. En  effet ,  on  peut  remplacer  les  lettres  et  les  chiffres  par  des 
énonciations  conformes  aux  conventions  établies  ;  et  alors  la  for- 
mule, ainsi  traduite  en  langage  ordinaire,  se  change  en  cette  règle  : 
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Du  nombre  à  panager  retranchez  le  double  de  Vexeés  de  la 
moyenne  partie  sur  la  plus  petite,  et  encore  V excès  de  la  plus 
grande  sur  la  moyenne ,  puis  divisez  le  reste  par  3  ;  le  quotieni 
sera  la  plus  petite  partie. 

Dès  qu'on  prendra  pour  les  données  des  nombres  particuliers  » 
les  opérations  pourront  s'effectuer  ;  c'est  ce  qui  s'app^e  mettre 
une  formule  en  nombre.  Par  exemple,  en  adoptant  les  nombres 
tels  qu'ils  sont  dans  l'énoncé  du  n^"  2,  on  devra  remplacer  a  par  52, 
&  par  9 ,  c  par  13  -,  et  alors  on  aura 


_  52— 9X2-V3  _  52~18— 13  _  21  _ 
^  3  ~  3  ""T"'^' 

18.  Les  formules  qu'il  faut  mettre  en  nombres  ne  sont  pas  tou- 
jours aussi  simples,  Supposons  qu'un  problème  ait  conduit  à  la 
suivante , 

_  3a*b—  1^0} 

~  9a&>+  ^a>' 

et  qu'on  veuille  calculer  la  valeur  de  l'inconnue  x  en  prenant  pour 
données  a==:  8  et  &  =  2.  On  remarquera  d'abord  que 

3a'&  =  a*  X  6 X3=:8»X  2X3=64X2X3  =  384, 
9ab^=a  x6*X9  =  8  X2*X9=  8X4x9  =  288, 
V?a'  =  V^8'=v^64  =  4. 

Par  ^conséquent ,  on  aura  pour  l'inconnue  x, 

m  _384  — 4_380_     88  _.22 
^■^288  +  4""  292""    292  "^    73' 

Les  commençants  doivent  s'exercer  à  traduire  les  formules  algé- 
briques en  langage  ordinaire  et  à  les  mettre  en  nombres. 

Dcft  quanUté»  négatives. 

19.  L'algèbre  admet  dans  ses  calculs  une  classe  de  qîîantités 
telles  que— 6, — 7,  etc. ,  qu'on  nomme  quantités  négatives,  et 
qu'il  importe  de  connaîlre  dès  à  présent.  La  question  suivante , 
quoique  fort  simple ,  m'aidera  à  me  faire  mieux  comprendre  :    , 

Un  marchand  a  fait  un  certain  bénéfice  dans  la  première 
armée  de  son  commerce,  et  une  perte  Vannée  suivante  :  on  de^ 
mande  le  changement  qui  en  résulte  dans  son  capital. 

On  désignera  par  a  le  bénéfice  de  la  première  année ,  et  par  b  la 
perle  essuyée  dans  la  seconde.  Si  a  surpasse  b,  il  est  clair  que 
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le  capital  du  marchand  aura  reçu  une  augmentation  exprimée 
par  a —  &• . 

Mais  lorsque  h  surpasse  a,  la  perte  étant  supéri^re  au  bénéfite , 
le  capital  doit  recevoir  une  diminution  qui  est  exprimée  par  b — a. 
Dans  ce  cas,  l'expression  a^^h^  qui  tout  à  Ttieure  représentait 
une  augmentation  de  capital,  n'offrirait  plus  à  l'esprit  que  l'idée 
d'-One  soustraction  impossible.  Cependant  les  algébristes  conser- 
vent toujours  l'expression  a — h  pour  indiquer  le  changement  du 
capital  )  mais ,  ne  pouvant  plus  retrancher  h  de  a,  ils  font  la  sous- 
traction dans  un  ordre  contraire,  c'est-à-dire  qu'ils  retranchent 
a  de  h  y  et  ils  placent  le  signe  —  devant  le  reste.  Par  ce  signe  ils 
avertissent  que  le  résultat  ne  doit  plus  être  regardé  comme  une 
augmentation  apportée  au  capital ,  mais  bien  comme  une  diminu* 
tion.  Par  exemple,  si  a  vaut  7000  fr. ,  et  si  6  vaut  4000  fr. ,  il  y  a 
réellement  augmentation  de  3000  fr.  \  mais  si,  au  contraire,  a  vaut 
4000  fr.,  et  si  h  vaut  7000  fr.,  au  lieu  de  dire  que  le  capital  souffre 
une  diminution  de  3000  fr.,  on  dira  en  termes  équivalents,  quoi- 
que fort  éloignés  du  langage  ordinaire ,  que  l'augmentation  est 
de— 3000  fr. 

Les  exemples  sont  nombreux  dans  lesquels  il  y  a  lieu  de  consi- 
dérer ainsi  les  grandeurs  sous  deux  acceptions  tout  a  fait  contrai- 
res, dont  l'une  les  présente  comme  devant  être  ajoutées,  tandis 
que  l'autre  les  présente  comme  devant  être  retranchées.  Tels  sont 
les  gains  et  les  pertes  d'un  joueur^  tels  l'avance  et  le  retard  d'une 
montre ,  telles  encore  les  distances  qu'un  mobile  parcourt  sur  une 
ligne ,  selon  qu'il  avance  vers  l'une  des  extrémités  de  cetle  ligne , 
ou  bien  vers  l'extrémité  opposée.  C'est  pour  embrasser  d'une  ma- 
nière générale  ces  deux  acceptions  contraires  que  les  algébristes 
ont  employé  les  quantités  négatives ^  et,  laissant  de  côté  toute 
question  iipticulière ,  c'est  de  la  soustraction  qu'ils  font  naître  ces 
quantités,  comme  on  vient  de  l'expliquer  plus  haut. 

Ainsi ,  en  résumé ,  lorsque  dans  une  soustraction  la  quantité 
à  retrancher  siirpasse  celle  dont  on  doit  la  retrancher,  on  est 
convenu  de  soustraire  la  plus  petite  de  la  plus  grande,  et  d'in- 
diquer ce  changement  d'ordre  en  plaçant  le  signe— devant  le 
reste. 

Les  .quantités  isolées ,  ainsi  précédées  du  signe—,  se  nomment 
négatives.  Par  opposition ,  celles  qui  ne  sont  point  affectées  de  ce 
signe ,  sont  censées  avoir  le  signe  + ,  et  on  les  nonun^  positives. 
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'  20.  HepreDons  Texpression  a^b,  et  supposant  que  a  consenre 
une  grandeur  fixe ,  faisons  croître  b  à  partir  de  zéro.  On  obtient 
d'iit)Ord  des  résultats  décroissants  ;  et  quant  b  est  égal  à  a^  la  dif- 
férence a — 6  est  zéro.  Si  on  continue  d'augmenter  b,  on  trouve 
des  quantités  négatives  ;  et  plus  b  sera  grand ,  plus  ces  quantités 
négatives ,  considérées  dans  leur  valeur  absolue ,  seront  grandes. 
Par  exemple,  prenons  a =3,  et  faisons  successivement  6  =0,"^!, 
2  9  3  ;  les  valeurs  de  a— fr  seront  3, 2 ,  l ,  o.  Mais  si  b  continue  de 
croître,  et  qu'on  fasse  6=4,  5,6....  on  aura-- *l,*-«2, — 3 

Or,  parce  que  ces  valeurs  négatives  viennent  à  la  suite  des  nom* 
bres  positifs  décroissants  3,2,  1 ,  0,  on  convient  de  lès  regarder 
comme  plus  petites  que  zéro  \  et  parce  que  les  quantités  négatives 
qui  ont  une  valeur  absolue  plus  considérable  viennent  après  celles 
qui  ont  une  valeur  moindre ,  on  les  regarde  aussi  comme  plus 
petites  que  ces  dernières. 

Ainsi ,  d'après  ces  conventions, — 2  est  moindre  que  zéro,  et-— 5 
est  moindre  que  — 2.  En  se  servant  des  signes  <et>,  dont  la  signi* 
fication  a  été  fixée  n""  13 ,  on  peut  écrire 

—  2  <0,  — 6  <— 2,  ou  bien  0>~2,— 2>— 5. 


%i'»»%V*<^%«%>»%-V%%/%/^>.%^m/V^%,%»V%i%i^%»V%%'%^%<%^%^-%%'*<**''^^V»^%»^%'^^>'%^^< 


CHAPITRE  II. 

nu  CALCUL  ALGEBRIQUE. 


Gomment  on  étend  aux  quantités  négatives  les  opérations  de  Tarithmétique. 


21.  Les  quantités  algébriques  peuvent,  comme  Ifi^nombres, 
être  soumises  à  diverses  opérations,  telles  que  l'addition,  la  sous- 
traction ,  etc.  Mais ,  pour  les  quantités  littérales ,  ces  opérations 
diffèrent  de  celles  qui  se  pratiquent  sur  les  nombres ,  en  ce  que 
leurs  résultats ,  ne  pouvant  être  que  des  indications  de  calculs  à 
effectuer,  ne  présentent  réellement  qu'une  transformation  des 
opérations ,  primitivement  indiquées ,  en  d'autres  qui  doivent  pro- 
duire les  mêmes  résultats.  Les  règles  qu'il  faut  suivre  pour  effec- 
tuer ces  transformations  constituent  le  calcul  algébrique. 

22.  Tant  qu'on  ne  considère  que  des  grandeurs  positives,  les 


LBÇOt9S  D'ALGÊBRB.  11 

définitions  de  rarithniétîque  font  connaître  avec  précision  l'objet 
de  chaque  opération  ;  mais  elles  âeviennenl  insuffisantes  quand  on 
les  applique  aux  quantités  négatives.  Par  exemple ,  quelle  signi- 
fication ces  définitions  peuvent-elles  donner  à  des  énonciatîons 
telles  que  celles-ci  :  ajouter— 6  et— 7,  multipHer+ô  par— 7,  etc.  î 
et  n'est-îl  pas  clair  que  de  pareilles  locutions  doivent  être  rejetées 
comme  étant  tout  à  fait  vides  de  sens ,  à  moins  qu'on  ne  fixe ,  par 
quelques  conventions  nouvelles,  celui  qu'on  veut  y  attacher?  c'est 
ce  que  je  vais  faire.  A  cet  effet ,  je  reprendrai  chacune  des  quatre 
opérations  ;  j'étendrai ,  autant  qu'il  sera  possible ,  la  définition  de 
chacune  d'elles  aux  cas  nouveaux  qui  se  présenteront;  et  quand 
cela  ne  se  pourra  point ,  j'établirai  les  conventions  nouvelles  aux- 
quelles ces  cas  donnent  lieu. 

25.  Addition.  Cette  opération ,  telle  qu'on  la  conçoit  en  arith- 
métique ,  a  pour  objet  de  trouver  une  quantité  qui  contienne  à  elle 
seule  toutes  les  unités  et  parties  d'unité  qui  sont  dans  plusieurs 
quantités  données.  Cette  définition  ne  peut  s'appliquer  qu'aux 
quantités  positives  ;  par  conséquent  de  nouvelles  conventions  sont 
nécessaires  pour  faire  connaître  ce  que  doit  être  l'addition  de  deux 
quantités  comme  4-3  et^^S,  ou  comme — 3  et-f-6,  ou  encore 
comme *7^ 3  et — 5.  Or,  on  peut  comprendre  tous  ces  cas,  aussi 
bien  que  celui  où  les  deux  quantités  seraient  positives ,  dans  les 
deux  conventions  ou  règles  suivantes  : 

1**  Pour  ajouter  deux  quantités  de  même  signe,  on  fait  la 
somme  de  ces  deux  quantités  sans  faire  attention  au  signe,  et 
on  place  ce  signe  devant  la  somme. 

2°  Pour  ajouter  deux  quantités  de  signes  contraires ,  on 
retranche  la  plus  petite  de  la  plus  grande,  sans  égard  pour  les 
signes  y  puis  on  donne  au  reste  le  signe  de  la  plus  grande. 

D'après^s  conventions ,  on  aura  sur-le-champ 

(+3)  +  (+5)  =  +  8,    (— 3)  +  (-5)  =  -8, 
(+3)-f-(— 6)  =  — 2,    (—3) +  (+5)= +  2. 

On  a  employé  les  parenthèses  afin  de  mieux  faire  ressortir  les  si- 
gnes qui  appartiennent  aux  nombres  et  ceux  qui  servent  à  indiquer 
Taddition. 

Il  est  bon  de  remarquer  que ,  d'après  les  conventions  mômes , 
on  peut  changer  Tordre  des  deux  quantités  qu'on  ajoute ,  sans  que 
le  résultat  change. 


A 
/ 

/ 


12  LEÇONS  d'algèbre. 

On  voit  qu'en  algèbre  l'addition  n*entraine  pas  toujours  avec  elle 
ridée  d'augmentation.  Cependant  la  dénomination  de  somme  est 
toigours  employée  pour  désigner  le  résultat.  Quelquefois  on  y 
joint  le  mot  algébrique,  par  opposition  à  la  somme  arithméti" 
que,  dans  laquelle  on  ne  considère  que  les  grandeurs  absolues 
des  quantités»  sans  aucun  égard  pour  les  signes  dont  elles  sont 
affectées. 

M.  Soustraction.  En  arithmétique,  cette  opération  peut  être 
considérée  comme  ayant  pour  but  de  trouver  une  quantité  telle 
qu'en  lui  ajoutant  une  quantité  donnée  on  reproduise  une  autre 
quantité  donnée.  Cette  définition  est  évidemment  applicable  à 
tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter.  lis  sont  au  nombre  de  qua- 
tre ,  et  on  va  les  parcourir  successivement. 

1^  Si  les  deux  quantités  sont  positives ,  et  qu'on  ait  à  soustraire 
la  plus  petite  de  la  plus  grande ,  ce  sera  le  cas  ordinaire  de  l'arith- 
métique ,  et  le  reste  devra  être  considéré  comme  ayant  le  signe  +• 
Si  l'on  a  à  soustraire  la  plus  grande  quantité  de  la  plus  petite , 
c'est  le  cas  qui  donne  naissance  aux  quantités  négatives  (19)^  et 
alors  on  ôtera  encore  la  plus  petite  de  la  plus  grande  j  mais  oa 
donnera  le  signe — au  reste.  Ainsi  on  a 

(+7)— (  +  3)=+4  et  (  +  3)— (  +  7)  =  -4. 

2*»  Supposons  que  d'une  quantité  positive  on  ait  à  soustraire 
une  quantité  négative  :  par  exemple ,  de  +  3  à  retrancher — 7. 

Il  faut  que  le  résultat  soit  tel,  qu'en  lui  ajoutant — 7,  on  re- 
trouve +  3.  De  là  il  suit  que  le  résultat  doit  être  positif  ^  car  s'il 
était  négatif,  en  lui  ajoutant — 7,  on  aurait  un  nombre  négatif.  De 
plus ,  comme  pour  ajouter  deux  quantités  de  signes  contraires  il 
faut  retrancher  la  plus  petite  de  la  plus  grande ,  et  donner  au 
reste  le  signe  de  la  plus  grande  (23),  on  voit  que  le  résultat  doit 
être  plus  grand  que  7,  et  précisément  égal  à  3+7  ou  M.  Donc 

(  +  3)-(-7)  =+10. 

3**  Supposons  que  d'une  quantité  négative  on  doive  retrancher 
une  quantité  positive  :  par  exemple ,  que  de  —  3  on  ait  à  sous- 
traire +  7. 

Le  résultat  doit  être  tel ,  qu'en  lui  ajoutant  +  7  on  retrouve —3. 
Or,  la  somme  de  deux  quantités  positives  serait  positive  ^  donc  le 
résultat  doit  être  négatif.  En  outre,  il  est  facile  de  voir  que,  si  on 
fait  abstraction  du  signe  de  ce  résultat ,  et  qu'on  en  retranche  7,  le 
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reste  doit  être  égal  à  3;  donc  ce  résultat,  en  grandeur  absolue, 
est  égal  à  3 + 7  ou  10.  En  lui  donnant  le  signe—,  on  aura  le  ré- 
sultat cherché — 10.  Donc 

(-3)-(+7)r^-10. 

4"  Enfin,  prenons  le  cas  où  les  deux  quantités  sont  négatives. 

Par  exemple,  si  de — 3  il  faut  retrancher — 7,  on  observera 
qu'en  ajoutant  — 7  au  résultat  cherché  on  doit  reproduire  — 3^ 
et  comme  7  surpasse  3,  il  est  clair  que  ce  résultat  doit  être  un 
nombre  positif  égal  à  l'excès  de  7  sur  3.  Donc, 

(~3)-(-7)=  +  4. 

Si ,  au  contraire ,  il  fallait  de —  7  soustraire  — 3,  on  verrait  que 
le  résultat  doit  être  négatif,  et  que  sa  grandeur  absolue  est  égale  à 
l'excès  de  7  sur  3  :  c'est-à-dire  qu'on  a 

(-7)-(-3)=-4. 

11  est  à  remarquer  que  dans  chacun  des  quatre  cas  qu'on  vient 
de  parcourir,  le  résultat  est  toujours  le  môme  que  si  l'on  eût  ajouté 
le  second  nombre  ,  après  avoir  changé  son  signe ,  avec  le  premier. 
Bien  entendu  que  dans  cette  addition  on  se  conforme  aux  conven- 
tions du  n^  25.  Ainsi,  on  a  cette  règle  simple  et  facile  à  retenir  : 

Za  soustraction  retient  à  une  addition  dans  laquelle  on 
ajoute  la  quantité  à  soustraire  ^  prise  avec  un  signe  contraire, 
avec  Vautre  quantité. 

Par  cette  règle  on  aurait 

(— 17)— (-29)  =  (-17)  +  (-t.29)  =  +  12. 
(  +  14)— (— 12)  =  (-H4)+(  +  12)=+26. 

25.  Multiplication.  Soient  «  et  6  deux  nombre  quelconques, 
il  y  a  quatre  cas  à  considérer,  savoir  : 

+  aX^+&,  — aX  +  6,  +ax  — 6,  — ûjx— 6. 

Le  premier  cas  est  celui  de  l'arithmétique ,  car  +eï  et  -f-  ô  sont 
la  même  chose  que  ûj  et  ft;  et  comme  le  produit  de  a  par  h  se  re- 
pr-ésente  par  «6,  et  que  ah  est  la  même  chose  que  +  a6,  on 
peut  écrire ,  en  mettant  le«  signes  en  évidence ,  +«X+6:^+a6. 

La  définition  ordinaire  de  la  multiplication  peut  s'appliquer  au 
second  cas  ;  mais  pour  le  montrer  clairement  il  faut  examiner  Tune 
après  l'autre  les  hypothèses  de  h  entier  et  de  h  fractionnaire.  Si 
ce  multiplicateur  est  un  entier,  3  par  exemple,  en  répétant,  sui- 
vant les  règles  de  l'addition  (25),  le  multiplicande  —  a  autant  de 
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fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  3 ,  on  aura  —  ûj-^û— a  ou  —  3ar 
c'est-à-dire  que,  pour  multiplier  une  quantité  négative  par  nu 
nombre  entier  positif,  on  fait  le  produit  sans  égard  aux  signes ,  et 
qu'on  lui  donne  le  signe  — .  De  là  on  conclut  qu'on  peut  diviser 
une  quantité  négative  par  un  nombre  entier  positif,  en  prenant  le 
quotient  sans  égard  aux  signes ,  et  en  lui  donnant  le  signe  — . 

Supposons  que,  dans  le  produit  — aX  +  6,  le  multiplicateur 
soit  un  nombre  fractionnaire  tel  que  |.  D'après  l'idée  attachée  à 
la  multiplication,  il  faut  prendre  les  l  du  multiplicande  ;  ou,  en 
d'autres  termes,  Hfaut  diviser  ce  multiplicande  par  5,  et  multi- 
plier le  résultat  par  7.  Or,  on  vient  de  démontrer  que  ces  opéra- 
tions doivent  s'exécuter  sans  avoir  égard  au  signe  — ,  et  qu'on 
doit  donner  ce  signe  au  résultat;  donc — a  x  -f-^=-^|a.  Donc, 
quel  que  soit  6,  on  rf  toujours —a  x  +  & = — ab. 

Dans  les  deux  autres  cas ,  -|-a  X  -—  &  et  — a  X — b,  le  multi- 
plicateur est  négatif.  Or,  la  définition  de  la  multiplication ,  en 
prescrivant  de  composer  le  produit  avec  le  multiplicande  comme 
le  multiplicateur  est  composé  avec  l'unité,  ne  mT)ntre  point  com- 
ment on  doit  avoir  égard  au  signe—- qui  est  devant  le  multiplica- 
teur ;  et  sous  ce  rapport  elle  est  insuffisante.  Pour  corriger  ce  dé-? 
faut ,  on  remarquera  que,  dans  les  cas  où  le  multiplicateur  est 
positif,  le  signe  du  multiplicande  se  conserve  dans  le  produit*,  et 
par  là  on  est  conduit  naturellement  à  ajouter,  comme  complément 
à  la  définition ,  cette  convention  nouvelle  que ,  dans  les  cas  où 
le  multiplicateur  est  négatif,  il  faut  faire  la  multiplication 
comme  s'il  était  positif ,  et  changer  ensuite  le  signe  du  produit. 
De  là  on  conclut  immédiatement  qu'on  doit  avoir  +ax— 6= 
— ab  et  — ax  —  b=:  +  ab. 

Les  différents  cas  qu'on  vient  d'examiner  peuvent  se  résumer 
dans  la  règle  suivante  : 

Pour  multiplier  deux  quantités  V  une  par  Vautre,  quels  que 
soient  leurs  signes,  on  fait  le  produit  de  ces  quantités,  sans 
avoir  d'abord  égard  aux  signes,  puis  on  affecte  le  produit  du 
signe  +  quand  les  deux  facteurs  ont  le  même  signe,  et  du 
signe  —  quand  ils  ont  des  signes  contraires. 

L'usage  permet  encore  d'énoncer  la  règle  des  signes  paif^es  lo- 
cutions abrégées  : 

+  par  +  donne  +>  --^par  +  donne — , 
+par  —  donne  —,  —  par  -»-  donne  +»    . 


•Remarquez  que,  si  on  change  le  signe  d'un  facteur,  le  produit 
doit  changer  de  signe,  et  que,  si  on  change  les  signes  des  deux 
facteurs,  le  produit  reste  le  même.  Remarquez  aussi  que  le  pro- 
duit ne  change  point  quand  on  interverlit  Tordre  des  deux 
facteurs. 

26.  Division.  La  définition  ordinaire  convient  parfaitement  à 
l'algèbre.  Son  objet  sera  toujours  de  découvrir  Tun  des  facteurs 
d'un  produit  donné ,  quand  on  connaît  Tautre  facteur  ;  et  par 
conséquent  il  faudra  toujours  qu'en  multipliant  le  quotient  et  le 
diviseur  l'un  par  l'autre ,  on  reproduise  le  dividende. 

D'abord ,  il  est  évident  qu'en  faisant  la  division ,  sans  aucune  at- 
tention aux  signes ,  on  trouvera  le  quotient,  abstraction  faite  du 
signe  qu'il  doit  avoir.  Il  reste  donc  à  déterminer  quel  doit  être  ce 
signe. 

Lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  ont  le  même  signe ,  lequo" 
tient  doit  avoir  le  signe  +  :  car  s'il  avait  le  signe — ,  le  produit 
du  diviseur  par  le  quotient  serait  de  signe  contraire  au  diviseur,  et 
par  conséquent  aussi  de  signe  contraire  au  dividende. 

Mais  quand  le  dividende  et  le  diviseur  ont  des  signes  opposés, 
le  quotient  aura  le  signe — :  car  s'il  avait  le  signe  + ,  le  produit 
du  diviseur  par  le  quotient  serait  de  même  signe  que  le  diviseur  ; 
donc  on  ne  reproduirait  pas  le  signe  du  dividende. 

De  là  on  conclut  que  si  a  et  fr  sont  deux  grandeurs  absolues  ^ 
dont  le  quotient  soit  désigné  par  c  y  on  devra  avoir 

+  6-  +  ^^  ZZlT^^^  zr6=~?^  +6=-^- 

Addition  et  soustraction  des  monômes». 

27.  Désignons  par  a^ih  deux  grandeurs  positives.  L'addition, 
eu  égard  aux  signes  dont  ces  quantités  peuvent  être  afiTectées, 
peut  donner  les  quatre  expressions  : 

[1]  (+a)+{+fc),  (+a)  +  (_6),  (-^)  +  (+è),  {-a)J^{-h). 

Tant  que  les  lettres  a  et  6  ne  recevront  point  de  valeurs  particu- 
lières ,  il  sera  impossible  de  réduire  ces  expressions  à  un  seul 
terme^j  mais  au  moins  peut-on  ies  simplifier  en  les  débarrassant 
des  parenthèses  et  de  plusieurs  signes  inutiles. 
.D*abord  les  pareûthèses  ne  servent  qil'à  mieux  représenter  aux 
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yeux  le  signe  qui  est  propre  à  chacune  des  quantités  qu'on  ajoute  : 
ainsi  elles  ne  sont  pas  strictement  nécessaires,  et  on  peut  les  sup- 
primer. De  plus^  comme  a  et  &  signifient  la  même  chose  que  +  ^ 
et  +  b,  on  pourra  ôter  le  signe  +  placé  dans  les  parenthèses.  Par 
là  les  quatre  expressions  deviennent 

a  +  6,   «H — &,    —a  +  b^    ^ci-j — b. 

Mais  il  y  a  encore  ici  des  doubles  signes  qu'on  peut  éviter.  En 
effet,  d'après  la  règle  de  la  soustraction  (24),  l'addition  de— 6 
avec  une  quantité  quelconque  revient  à  soustraire  6  de  cette  quan- 
tité 5  par  conséquent ,  au  lieu  de  H —  6 ,  on  peut  mettre— & ,  et 
alors  les  expressions  [1]  prendront  les  formes  suivantes ,  qui  sont 
les  plus  simples  qu'on  puisse  leur  donner, 

a  +  b^   a — by   — ^  +  6^   — «5 — 6. 

Donc ,  en  règle  générale ,  on  peut  dire  que  raddition  de  deux 
monômes  se  réduit  à  les  placer  Vun  à  la  suite  de  Vautre  safts 
changer  leurs  signes. 

Par  une  conséquence  nécessaire ,  attendu  que  la  soustraction  est 
une  addition  dans  laquelle  la  quantité  à  soustraire  est  prise  avec 
un  signe  contraire  (24),  on  conclut  que ,  dans  la  soustraction , 
la  quantité  à  retrancher  se  place ,  açec  un  signe  contraire,  à 
la  suite  de  la  quantité  dont  elle  doit  être  retranchée. 

28.  Les  deux  règles  qui  précèdent  s'appliquent  immédiatement 
à  l'addition  et  à  la  soustraction  de  tant  de  monômes  qu'on  voudra, 
quels  que  soient  leurs  signes.  Par  exemple,  si  de  —  2a ^  on  veut 
retrancher  — Za*bj  et  qu'au  reste  on  doive  ajouter  5a6*  et  — 6% 
on  écrira  ces  quantités  les  unes  à  la  suite  des  autres ,  en  ayant  soin 
de  conserver  les  signes  des  quantités  qui  sont  à  ajouter,  et  de  chan- 
ger les  signes  de  celles  qui  sont  à  soustraire.  De  cette  manière, 
on  a  pour  résultat  le  polynôme 

~ia^  +  Za^b+5ab^'-b\ 

29.  Il  peut  se  faire  que  parmi  les  monômes  il  y  en  ait  qui  soient 
semblables  (14).  Dans  ce  cas,  le  polynôme  résultant  aura  lui- 
même  des  termes  semblables ,  et  je  vais  montrer  qu'on  pourra 
toujours  les  remplacer  par  un  seul  terme:  c'est  ce  qu'on  nomme  la 
réduction. 

-     Point  de  dilTiculté  quand  tous  les  termes  sont  de  même  signe. 
Ainsi  on  a  évidemment 

2a*  +  4a»+3a»=9û^,     et    — 2  a*— 4a*— 3a*=-^9;a*. 
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Dans  chaque  exemple  ce  sont  des  quantités  de  même  signe  qu'on 
ajoute;  par  conséquent  la  première  règle  du  n"*  23  donne  immé^ 
diatement  ces  réductions. 

Pour  arriver  à  la  règle  qu'il  faut  suivre  quand  les  termes  sembla* 
bles  sont  disséminés  dans  un  polynôme ,  je  m'appuierai  sur  une 
remarque  qui  est  d'un  usage  presque  continuel  :  c'est  que  la  valeur' 
d'un  polynôme  demeure  la  même,  quel  que  soit  l'ordre  dans 
lequel  ses  termes  soient  rangés ,  pourvu  que  chacu))  d'eux  reste 
toujours  précédé  du  même  signe.  ^  .,  - 

En  effet ,  un  polynôme  quelconque  étant  donné ,  imaginons 
qu'on  ait  écrit,  comme  formant  deux  sommes  séparées,  d'une 
part  les  termes  positifs ,  et  de  l'autre  les  termes  négatifs.  Si  on  suit 
avec  attention  le  détail  des  additions  et  des  soustractions  indiquées 
dans  le  polynôme  donné,  on  comprendra  sans  peine  que  ces  opé* 
rations  successives  reviennent  tantôt  à  retranche^,  su^une  partie 
de  la  première  somme ,  une  partie  de  la  seconde  ;  tantôt  à  retran- 
cher, sur  une  partie  de  la  seconde ,  une  partie  de  la  première.  Par 
là  il  devient  clair  que  le  résultat  définitif  doit  être  égal  à  l'excès  de 
la  plus  grande  somme  sur  la  plus  petite ,  et  avoir  le  signe  de  la  plus 
grande;  et  comme  les  deux  sommes  demeurent  les  mêmes  dans 
quelque  ordre  que  les  termes  du  polynôme  soient  placés ,  on  con- 
clut que  l'ordre  de  ces  termes  peut  être  interverti  à  volonté ,  sansi^ 
que  la  valeur  du  polynôme  soit  altérée. 

Cela  posé,  supposons  que  le  polynôme  donné  ait  des  termes 
semblables.  Par  exemple ,  qu'il  soit 

—  86'  +  7a^  +  36^  —  9a'b  —  Si^  ^  ab*  +  4bK 

On  pourra  changer  de  place  les  quatre  termes  semblables  —  86*, 
+  36%  —56%  +46%  et  les  rapprocher  les  uns  des  autres 
comme  il  suit  : 

36^  +  465—863—563  +  7a^  —  9a'b  +  ab\ 

Alors  remarquez  que  les  termes  positifs  36  ^  +  46  ^  peuvent  être 
remplacés  par  un  seul  +  7b^'y  qu'ensuite  les  termes  n^^atifs  —86* 
—663  peuvent  aussi  être  remplacés  par  un  seul— 13 6 3.  Les  qua- 
tre termes  semblables  seront  déjà  réduits  à  deux  +763  — 13^3. 
Mais  ces  deux-ci  se  réduisent  eux-mêmes  à  un  seul  —663-  par 
conséquent,  en  reportant— 663  à  la  dernière  place,  le  polynôme 
simplifié  sera 

7^3— 9a*6  +  a6*— 663. 

2 
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En  général ,  plusieurs  termes  semblables  pourront  toujours 
se  réduire  à  un  seul;  son  coefficient  sera  la  différence  entre  la 
somme  des  coefficients  précédés  du  signe-  +  et  la  somme  des 
€Oeff[icients  précédés  du  signe — ;  et  son  signe  sera  le  même  que 
celui  des  coeffUcients  dont  la  somme  est  la  plus  grande. 

Dans  Tapplication  de  cette  règle ,  il  ne  faut  pas  oublier  que  le 
premier  terme ,  quand  il  n*a  pas  de  signe ,  est  censé  avoir  le  signe 
-f- ,  et  que  les  termes  devant  lesquels  on  n'écrit  pas  de  coelBcient 
sont  censés  avoir  le  coefficient  1. 

50.  Remarque.  Quoique  Tordre  des  termes  soit  îndiflférent , 
on  les  dispose  presque  toujours  de  manière  que  les  exposants  d'une 
même  lettre  aillent  en  croissant  ou  bien  en  décroissant  :  cela  s'ap- 
pelle ordonner.  Le  dernier  polynôme  est  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  a  ;  et  il  l'est  aussi  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  b. 

Addition  et  soustraction  des  polynômes* 

51.  Si  ka-^b  on  doit  ajouter  c  +  d-^e,  pour  indiquer  cette 
addition  oa  enveloppe  la  seconde  quantité  entre  des  parenthèses  ^ 
et  on  écrit 

a— i  +  (c  +  d  — e)} 

mais  je  vais  montrer  que  les  parenthèses  peuvent  se  supprimer» 

Concevons  pour  un  moment  qu'on  ait  effectué  les  opérations  in- 
diquées dans  le  second  polynôme  c  +  d— e,  et  que  le  résultat 
soit  une  quantité  positive  +  P,  En  ajoutant  +  P  avec  a—by  U 
Vienta—b+V.  On  peut  changer  la  place  des  termes ,  et  écrire 
+  V  +  a  -4>.  Mais  ici  l'addition  de  a  et  la  soustraction  de  b  ne 
doivent  venir  qu'après  les  opérations  qui  donnent +P  5  par  con- 
séquent on  peut  remettre ,  au  lieu  de  +  P,  le  polynôme  c+  dr-e, 
et  alors  onac  +  d  —  «  +  a*—*.  Enfin  on  transportera  aux  der^ 
nières  places  les  termes  qui  viennent  de  +  P,  et  on  aura 

d—b+c+d'-e. 

Si  le  second  polynôme  était  égal  à  une  quan^té  négative — P,  lé 
même  raisonnement  se  ferait  encore  en  méltant  partout— Pau 
lieu  de  +  P,  et  on  arriverait  encore  au  même  résultat.  Dans  ce 
résultat ,  les  termes  des  deux  polynômes  se  trouvent  écrits ,  avec 
leurs  signes ,  les  uns  à  la  suite  des  autres  -,  et  il  est  évident  que  la 
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mêmerchose  doit  ax^river,  quels  que  soient  les  polynômes  qu'on 
ci}oute.  Dé  là  on  conclut  cetta  règle  : 

Pour  ajouter  des  polynormsy  il  svffit  de  les  écrire  Us  uns 
é  la  suite  des  autres ,  en  conservant  les  signes  de  tous  leurs 
termes. 

Après  avoir  appliqué  cette  règle ,  il  ne  faut  pas  négliger  de  faire 
la  réduction  des  termes  semblables ,  s'il  y  en  a.  Pour  faciliter  cette 
réduction,  on  ordonne  assez  ordinairement  les  polynômes  par  rap^ 
port  à  une  lettre,  et  on  les  écrit  les  uns  sous  les  autres  ;  alors  on 
fait  immédiatement  la  réduction.  Voici  un  exemple  : 

i      8a»— fat—  2i'~| 

Somme 7a»— |/ï&+11c*  +  |. 

32#  Passons  à  la  soustraction.  Pour  indiquer  qu'on  doit  sous^ 
traire  c + d — e  de  a^^b,  on  écrit 

a— ft— (c+rf— e)5 

et ,  pour  arriver  à  une  expression  débarrassée  des  parenthèses,  on 
raisonnera  comme  il  suit  : 

.  D'après  ce  qui  a  été  dit  n°  24 ,  la  soustraction  revient  à  une  addi- 
tion dans  laquelle  la  quantité  à^soustraire  est  prise  avec  un  signe 
contraire.  Or,  la  valeur  d'un  polynôme  est  égale  à  la  différence  qui 
existe  entre  la*  somme  de  ses  termes  positifs  et  celle  de  ses  termes 
pégatifs  ;  et  le  signe  de  cette  valeur  est  celui  de  la  plus  grande  des 
lieux  sommes  :  donc  cette  valeur  ne  fera  que  changer  de  signe ,  si 
oh  change  dans  le  polynôme  tous  les  +  en  •— ,  et  tous  les — en+ . 
tlsuit  de  là  que,  pour  soustraire  un  polynôme  d'une  quantité 
quelconque ,  il  suffit  de  changer  les  signée  de  tous  ses  termes ,  et 
de  l'ajouter  ensuite  à  cette  quantité.  Mais,  dans  l'addition,  les 
polynômes  qu'on  ajoute  se  placent  à  la  suite  les  uns  des  autres ,  en 
jconservant  les  signes  de  leurs  termes-,  donc, 
.  Pour  soustraire  un  polynôme,  il  suffit  de  V  écrire^  après  açoir 
changé  le  signe  de  tous  ses  termes j  d  la  suite  de  la  quantité  dont 
il  doit  être  soustrait. 

On  peut  encore  démontrer  cette  règle  en  prouvant  que,  si  on 
ajoute  au  résultat  le  polynôme  qui  était  à  sousiraire ,  on  reproduit 
la  quantité  dont  il  devait  être  soustrait.  En  effet,  pour  taire  cette 
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addition ,  on  écrira  à  la  suite  du  résultat  les  termes  de  ce  poly- 
nôme avec  leurs  signes^  mais  ces  termes  se  trouvant  tous,  dans 
le  résultat,  avec  des  signes  contraires,  il  est  clair  qu'ils  seront 
détruits ,  et  qu'après  la  réduction  il  ne  restera  plus  que  ceux  qui 
composent  la  quantité  sur  laquelle  la  soustraction  devait  être  faite. 
Voici  un  exemple  de  soustraction  : 

Soustraire  de 9a' — Sab  +  ^b^+^bc 

le  polynôme 6a^+Aab—*Zb^ — {bc 

Reste  avant  la        |     9a'— 3a6  +  26'  +  |&c 
réduction,  l-^6a*— 4a6  +  36»+i6c, 

Après  laréduction,      4a'— 7a6+56*  +  f&c. 


Mi|ltipl1cation  des  monômes. 

35.  Pour  indiquer  des  multiplications  successives ,  on  est  con- 
venu (8)>d'écrireles  facteurs  à  la  suite  les  uns  des  autres,  en  les 
séparant  parle  signe  x,  ou  seulement  par  des  points,  ou  même 
sans  aucun  signe  quand  il  n'en  résulte  point  d'ambiguïté.  Par  exem- 
ple ,  si  on  doit  multiplier  a'ô  par  c,  et  le  produit  par  d',  on  écrira 
a'6Xc><d%  ou  a'&.c.d»,  ou  simplement  O'bcd*. 

S'il  fallait  multiplier  a'  par  un  nombre  déterininé ,  tel  que  3  ou  f , 
ce  nombre  deviendrait  le  coefficient  de  a%  et  on  écrirait  3a* 
ou  f  a». 

Si  on  avait  à  indiquer  la  multiplication  de  a'b  par  cd%  on  pour- 
rait écrire  indifféremment  a^bxcd^^  ou  O'b.cd^i  mais  on  ne 
de^rait'pas  supprimer  le  signe,  car  alors  on  aurait  l'expression 
O'bcd^,  dans  laquelle  on  devrait  voir  que  a'6  est  multiplié  par  c, 
et  que  le  produit  O'bc  çst  lui-même  multiplié  par  d'  :  or,  ce  n'est 
point  là  ce  qu'on  voulait  indiquer.  A  la  vérrté,  les  deux  expres- 
sions a'6  X  cd'  et  a^bcd^  sont  équivalentes ,  mais  il  faut  le  prou- 
ver, et  c'est  ce  qu'on  fait  en  rappelant,  que ,  d'après  un  principe 
démontré  en  arithmétique,  on  peut  multiplier  une  quantité  par 
tin  produit  de  plusieurs  facteurs  en  multipliant  cette  quantité  suc- 
cessivement par  chacun  des  facteurs  C). 


f  )  Soit  m  une  quantité  qu'on  doit  multiplier  par  le  produit  abc.  Puisqu'un 
produit  ne  change  pas,  quel  que  soit  l'ordre  des  facleaçs,  on  aura  myfl\yc^ahçiin 
^^mabc  :  o'esi  le  principe  dont  il  s'agit. 
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34*  Les  règles  des  signes  ayant  été  établies  n°  25,  on  laissera 
ici  les  signes  de  côté.  Soient  d'abord  deux  quantités  telles  que  a* 
et  a\  D'après  la  définition  de  l'exposant,  a»  et  a^  sont  la  même 
chose  que  aa  et  aau;  donc  a^xa'^aaxaaa.  Or,  par  le  prm- 
cipe  rappelé  plus  haut ,  on  doit  avoir  aa X  aaa^aaaaa-,  donc, 

a*xa^:=a^. 

Si  on  prenait  d'autres  exposants,  il  est  clair  qu'il  faudrait  encore 
les  ajouter  pour  avoir  l'exposant  du  produit.  Donc ,  en  général , 
quand  on  multiplie  entre  elles  des  puissances  d'une  même 
quantité,  on  doit  donner  à  cette  quantité  un  exposant  égal  à 
la  somme  de  ceux  des  facteurs.  \ 

Une  lettre  sans  exposant  doit  être  regardée  comme  ayant  l'ex- 
posant 1  :  car,  par  exemple ,  on  aurait  a^xa  —  aK 

55.  A  présent ,  considérons  des  monômes  quelconques.  Soit  à 
effectuer  le  produit 

Za^b^c  X  la^cd". 

Les  deux  monômes  peuvent  être  écrits  ainsi,  3Xû5*XMXc 
et  7  X  a^  X  c  X  d'^  et ,  par  le  principe  déjà  cité ,  le  produit  *«9t 

égala 

3X<rx6^XcX7X«^XcXd*. 

En  changeant  l'ordre  des  facteurs ,  il  devient 

ZX':fXa^Xa^Xb^XcXcXd\ 

Of,  au  lieu  de  3  X  7  on  peut  mettre  21  -,  au  lieu  des  deux  facteurs 
3uccessifs  a' et  «S  on  peut  mettre  leur  produit,  qui,  d'après  la 
règle  trouvée  plus  haut ,  est  a^  5  au  lieu  des  deux  facteurs  égaux 
à  c,  on  mettra  leur  produit  c*  -,  et  quant  aux  facteurs  b^  et  d%  on 
les  laissera  au  produit  sans  aucune  altération.  Alors  on  aura 

3a*&Vx7a^crf'=21a5&4c»rf». 

On  peut  faire  des  raisonnements  analogues  sur  tels  monômes 
qu'on  voudra  -,  donc ,  abstraction  faite  du  signe ,  le  produit  de 
deux  monômes  s'obtiendra  en  multipliant  les  coefficients  entre 
eux  y  en  donnant  à  chaque  lettre  commune  aux  deux  mono- 
mes  un  exposant  égal  à  la  somme  de  ceux  dont  elle  est  affec- 
tée dans  ces  monômes,  et  en  prenant  les  autres  lettres  sans 
changer  leurs  çxposants. 
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En  combinant  cette  règle  avec  celle' des  signes  qui  a  été  établie 
au  n^"  25,  on  trouve  8ur-le*champ 

Multiplication  des  polynômes. 

36.  Si  Ton  a  des  polynômes  tels  que  a*^ab+2Qt2a—b,  et 
qu'on  veuille  indiquer  leur  produit ,  on  devra  employer  des  paren- 
thèses ou  des  crochets ,  et  écrire 

(a*— a6+2)(2âî— 6),    ou    [a'— a5  +  2][2iï--6]. 

Quelquefois  aussi ,  mais  rarement ,  on  emploie  des  barres  comme 
ci-dessous  : 


a*—ab+ix  2a-— 57 

37.  Pour  effectuer  de  pareilles  multiplications ,  je  raisonnerai 
d'abord  comme  si  les  soustractions  qui  sont  indiquées  dans  les 
polynômes  ne  devaient  jamais  amener  de  quantités  négatives  ;  et 
je  prouverai  ensuite  que  la  règle ,  à  laquelle  on  arrive  dans  cette 
hypothèse ,  s*étend  à  tous  les  cas. 

Supposons ,  en  premier  lieu ,  qu'un  seul  facteur  soit  complexe , 
comme  dans  l'expression 

(âf  +  6— c)X7W. 

Si  on  avait  simplement  à  multiplier  aiparm^  le  produit  serait  am. 
Quand  c'est  a+ 6  qu'on  doit  multiplier  par  m,  il  est  évident  qu'on 
aura  le  produit  en  prenant  séparément  m  fois  la  quantité  a,  m  fois 
la  quantité  6,  et  en  ajoutant  les  deux  produits  :  or  ces  produit  par- 
tiels sont  exprimés  par  am et  bm;  donc  (a+  b)xm^=am+bm. 
Mais  quand  c'est  a+6— c  qui  est  le  multiplicande,  la  quantiié  a+b 
étant  diminuée  de  c,  il  s'ensuit  qu'en  multipliant  a  +  &  par  m,  on 
doit  avoir  un  produit  trop  grand  de  m  fois  c,-  donc,  de  ce  produit, 
qui  est  am+bm^  il  faut  retrancher  celui  de  c  par  m  qui  est  cm; 
donc  enQn , 

{a+b^c)Xm^am+bm'^cm* 

En  quelque  nombre  que  soient  les  termes  du  polynôme ,  on  voit 
que  dans  le  produit  chacun  d'eux  se  trouve  multiplié  par  m,  et 
conservera  le  signe  qu'il  avait  dans  le  polynôme. 
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Supposons  lemidtipUcabde  et  le  multiplicateur  tous  deta  com* 
plexes.  Par  exemple,  soit 

■  * 

Imaginons  qu'on  ait  effectué  les  opérations  indiquées  dans  le  polyr 
nome  a  +  b—c,et  qu'il  ait  pour  valeur  T.  Le  produit  à  effectuer 
deviendra  Tx  (m*— /*+/>)»  Alors,  l'un  des  facteurs  étant  mo- 
nôme ,  on  aura ,  par  ce  qui  vient  d'être  dit , 

(a+b—c)  X  {m-^n^p)  =  T  X  (m— /i+/>) 

=  Tm— Tn+T/i. 

Puisque  T  représente  la  valeur  du  polynôme  a +&—c^  Tm  est 
égal  au  produit  de  a+6— c  par  m;  et,  d'après  ce  qui  précède, 
ce  produit  est  am  +  bm-^cm. 

De  même  Tn  est  égal  au  produit  de  a+6»— c  par  rij  lequel  est 

£t  pareiUement ,  Tp  est  égal  au  produit  de  a+b^^c  par/^^  ou 
kap  +  bp^cp. 

Ot,  deT/n  on  doit  retrancher  Tn,  ensuite  on  doit  ajouter  T/>; 
ddnc  il  faudra ,  à  la  suite  des  termes  du  premier  produit;  écrire 
tous  ceux  du  second  avec  des  signes  contraires  (32) ,  et  tous  ceux 
du  troisième  avec  leurs  signes  (31).  En  conséquence ,  on  aura 

{a  +  b — c)x(m—n+p)  =  +  am  +  bm'-cm 

— an  — bn  +cn 
+  ap  -{-bp  — cp. 

Delà  on  tire  eette  règle  :  Pour  effectuer  la  multipUcaHon  des 
polynômes,  on  multiplie  successwement  tous  les  termes  du 
multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur,  en  ayûru 
soin  de  conserver  tous  les  signes  du  multiplicande  quand  le 
term^e  du  multiplicateur  a  le  signe  ^^  et  de  les  changer  tous 
quand  ce  terme  a  le  signe  *— . 

Si,  dans  les  deux  polynômes,  on  regarde  tous  les  termes,  pris 
avec  leurs  signes ,  comme  des  monômes  isolés,  si  alors  on  multi** 
plie  successivement  les  termes  du  multiplicande  par  chaque  terme 
du  multiplicateur,  et  si  ensuite  on  ajoute  tous  les  produits ,  il  ett 
évident  qu'on  aura  le  même  résultat  que  par  la  règle  précédente, 

38.  Maintenant  il  faut  démontrer  que  cette  règle  convient  à  touâ 
les  cas  5  mais  auparavant  je  ferai  deus  remarques  ; 
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La  première ,  c'est  que  de  quelque  manière  qu'on  intervertisse 
Tordre  des  termes  dans  deux  polynômes ,  le  résultat  qu'on  trouve 
en  leur  appliquant  cette  règle  ne  changera  pas  de  valeur.  En  effets 
d'après  cette  règle  même ,  il  est  évident  qu'il  contiendra  toujours 
les  mêmes  termes  :  seulement  ils  y  seront  dans  un  ordre  différent, 
ce  qui  n'altère  en  rien  sa  valeur. 

La  seconde  remarque ,  c'est  qu'en  changeant  tous  les  signeMe 
l'un  des  polynômes ,  les  termes  du  résultat  changeront  de  signes , 
et  par  suite  la  valeur  représentée  par  ce  résultat  en  changera  éga- 
lement. A  quoi  j'ajouterai  que,  si  on  changeait  aussi  les  signes  de 
l'autre  polynôme ,  les  termes  du  résultat  ne  seraient  point  altérés  ; 
car,  après  le  premier  changement ,  ils  devraient  en  subir  un  second 
qui  rétablirait  le  résultat  tel  qu'il  était  d'abord. 

Cela  posé,  je  nommerai  V  l'ensemble  des  termes  qu'on  obtient 
en  appliquant  la  règle  à  deux  polynômes  quelconques ,  et  je  vais 
prouver  que  le  produit  de  ces  polynômes  est  toujours  égal  à  V. 
D'abord,  supposons  que  ces  polynômes  aient  des  valeurs  positives, 
mais  qu'en  effectuant  les  additions  et  les  soustractions  qui  y  sont 
indiquées  on  doive  passer  par  des  quantités  négatives  avant  d'ar- 
river à  la  dernière  opération.  Comme  on  peut  changer  l'ordre  des 
termes  d'un  polynôme  sans  changer  sa  valeur,  j'écrirai  dans  cha- 
que facteur  tous  les  termes  positifs  aux  premiers  rangs ,  et  à  leur 
suite  tous  les  termes  négatifs  :  alors  la  difficulté  dont  il  s'agit  dis- 
paraîtra ,  et  la  règle  fera  trouver  le  produit  cherché.  Or,  d'après 
notre  première  remarque ,  ce  produit  est  égal  à  V. 

Quand  l'un  des  deux  polynômes  a  une  valeur  négative,  c'est 
que  la  somme  de  ses  termes  négatifs  l'emporte  sur  celle  de  ses 
termes  positifs.  En  changeant  les  signes  de  tous  sm  termes ,  la 
valeur  de  ce  polynôme  deviendra  positive,  sans  autre  altération*, 
alors  on  pourra  appliquer  la  règle,  et ,  d'après  la  seconde  remar- 
que ,  on  aura  un  produit  de  signe  contraire  à  V.  Mais ,  puisqu'on 
a  pris  positivement  un  facteur  qui  devait  être  négatif,  ce  produit 
doit  être  de  signe  contraire  au  produit  cherché  (25)  5  donc  V  est 
le  produit  cherché. 

Enfin ,  quand  les  deux  polynômes  ont  des  valeurs  négatives,  on 
changera  les  signes  de  tous  leurs  termes,  ce^qui  donnera  deux 
polynômes  dont  les  vsdeurs  seront  positives ,  tt  dont  on  pourra 
trouver  le  produit  par  la  règle  du  numéro  précédent.  D'après  la 
seconde  remarque  j  ce  produit  aura  les  mêmes  termes  que  Y  ^  mais 
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lès  valeurs  des  deux  facteurs  ayant  changé  de  signe ,  leur  produit 
n'a  pas  dû  en  changer  \  donc  le  produit  cherché  est  encore  égal 
àV. 

39.  Pour  plus  de  facilité,  on  ordonne  les  polynômes  qu'on 
doit  maltiplier.  Un  exemple  montrera  comment  on  dispose  Topé- 
ration. 

Multiplicande 3a'—  6a^b—lab* 

Multiplicateur —2a"—  3ab  +6' 


— 6a5+10a<6+     a^b^ 
Produits  partiels.  {  —  9a^b  +  Ua^b*  +  f  a*6' 


Produit — 6a5+     a'^b  +  lda^b^—la^b^—^abK 

La  première  ligne  des  produits  partiels  a  été  trouvée  en  multi- 
pliant tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier  terme— 2'a* 
du  multiplicateur.  Les  signes  du  multiplicande  ont  été  changés , 
parce  que  ce  terme  a  le  signe  — . 

La  seconde  ligne  des  produits  partiels  a  été  trouvée  en  mutti-» 
pliant  les  termes  du  multiplicande  par  le  second  terme  —  3aA  du 
multiplicateur^  et  on  a  dû  changer  encore  tous  les  sig.nesdu  mul* 
tiplicande. 

La  troisième  ligne  des  produits  partiels  renferme  les  produits 
de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  troisième  ternie  +  &■ 
du  multiplicateur;  et  comme  ce  terme  a  le  signe  -f ,  on  a  conservé 
les  signes  du  multiplicande. 

Enfin ,  en  opérant  les  réductions  entre  tous  ces  produits ,  on 
remplace  +  lOa^^ô— Oa^ôpar  +  ^'^fr,  +  a3  6»  +  i5a*6'  +  3a^6» 
par  +  I9a^  6%  + 1  a'  6^— 5  a'  b^  par — |  a*  6^  Alors  on  a  le  pro- 
duit cherché ,  tel  qu'il  est  écrit  plus  haut. 

40.  Quand  on  veut  ordonner  des  polynômes  par  rapport  à  une 
lettre ,  il  peut  arriver  qu'il  y  ait  plusieurs  termes  où  cette  lettre 
soit  affectée  du  même  exposant.  Dans  ce  cas  on  ordonnera  ces 
termes  entre  eux  par  rapport  à  une  autre  lettre ,  comme  on  le  volt 
dans  le  polynôme  ax^—x^  +  a^x—ax — a.  Il  contient  deux 
termes  en  x*  qu'on  a  ordonnés  entre  eux  par  rapport  à  a,  et  aussi 
deux  termes  en  x  qu'on  a  ordonnés  de  la  môme  manièi^*     ... 


•V 
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Mais  (e  plus  souvent  on  réunira  les  termes  qui  ôontiennent  une 
môme  puissance  de  x  en  un  produit  dont  eette  puissance  sera  un 
facteur.  Ainsi,  on  remarquera  que  le  produit  [a — l)a?»=aa?*— «?*, 
que  {a^''-^)a;zssa'x^<ixi  et  en  conséquence  le  polynôme  ci- 
dessus  s'écrira  sous  cette  forme  ;  (a— 'l)a?'+(^*— ^)^ï>— ^. 

Pour  offrir  l'exemple  d'une  multiplication  dans  laquelle  on  em- 
ploie cette  seconde  manière  d'ordonner,  je  prendrai  le  suivant  ; 

(a  — 1)  a?*+ (a»— a)  07 — a , 


(a'— 1)0?^+  (a*— a)  a:3~(a*+ a)  x* 

^a^-— a*)  j:?^— (a* — a^)x* +a^x 

(a*—l)x^+  (a^-^a)  x^'—(a^—a^+  a» +a)x*+  à>  x. 

On  considère  dans  chaque  polynôme  tous  les  termes  qui  contien- 
nent une  même  puissance  de  x  comme  n'en  formant  qu'un  seul,  et 
on  suit  la  règle  générale  du  n**  37.  Mais  alors,  parmi  les  opérations 
partielles ,  il  y  a  des  multiplications  de  polynômes.  Ainsi ,  pour 
multiplier  le  multiplicande  par  («+l)a?%  qui  est  la  première  par- 
tie  du  multiplicateur,  on  aura  à  multiplier  a— 1 ,  <z'--a  et— a  pat 
«+1  •  On  trouve  que  ces  produits  sont  «'—1 ,  o? — a^ — (a*+^)  \  et 
ce  sont  eux  qui,  dans  la  première  ligne  des  produits  partiels,  sont 
placés  devant  les  puissances  a^^  â?S  a?'.  On  forme  de  même  la 
seconde  ligne.  Les  commençants  doivent  surtout  avoir  grand 
soin  de  ne  point  commettre  d'erreurs  dans  les  signes. 

41.  Au  moyen  de  la  multiplication  j  on  démontre  plusieurs  prcH 
positions  d'un  usage  fréquent.  Effectuons  les  multiplications  d** 
après  : 

a  +  6  a  —  6  o  +  6 

a  +  6  a'^h  a^^h 

W^mmmmmm^^  mmmtimmr-mÊfmm  mi^^'^mmmmmm»^ 

a*+ab  a* — ab  a^-^ab 

+  a6+*»  —ab+b^  '—ab'-^b* 

**W*>*«**iWMiM*BMM«pwww.  mm^m^ifimm^mmm^mmmt^ff^mm  *tmmm'»*''^'*mÊmmmimtfÊmimmmf 

a»+2a&+6»,  a*^2ab+b*^  a'^b\ 

Le  premier  produit  est  le  carré  de  a^b  ;  et  comme  les  lettres  a 
et  b  peuvent  représenter  telles  quantités  qu'on  voudra,  on  conclut 
que  le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  contient  le  carré 
de  la  première  j  plus  deux  fois  le  produit  de  la  première  par 
la  seconde,  plus  le  carré  de  la  seconde. 


c« 
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Sembidilmient ,  la  deasièuîe  multiplication  prouve  que  le  carré 
de  la  différence  de  deux  quantUés  est  égal  au  carré  de  lapre-- 
mière  moins  deux  fois  le  produit  des  deux  quantités,  plus  le 
carré  de  la  seconde. 

Enfla ,  la  troisiëme  multiplication  démontre  que  le  produit  de 
la  somme  de  deux  quaiuités  par  leur  différence  est  égal  à  la 
différence  des  carrés  de  ces  deux  quantités. 

Si  on  multipliait  par  a  +  6  le  carré  de  a  +  6,  on  trouverait  com- 
ment le  cube  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose  avec  ces 
deux  quantités.  En  multipliant  le  cube  par  a  +  ^>  on  reconnaîtrait 
de  quelles  parties  se  compose  la  quatrième  puissance ,  et  ainsi  do 
suite. 

42*  Ces  propositions  peuvent  souvent  abréger  les  calculs.  Sup- 
posons qu'on  ait  à  effectuer  le  produit 

iSa^b  +  2a*6* + ab^ — 6<)  {Sa^b  +  2a»5» — ab^ + b^). 

Le  premier  facteur  est  la  somme  des  deux  quantités 

3a'6 + 2a»6»  et  ab^ — 6^ 

tandis  que  le  second  facteur  en  est  la  différence  ;  donc ,  en  vertu 
de  \di  troisième  règle  du  numéro  pr^édent,  le  produit  demandé 
est  égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces  deux  quantités.  Or,  Tun 
de  ces  carrés  étant  celui  d'une  somme ,  et  Tautre  celui  d'une  dif- 
férence ,  on  peut  les  former  par  les  deux  premières  règles.  De 

cette  manière,  on  trouve  sur-le-champ  le  produit  cherché 

• 

9û5«&»  +  na^V^  +  ia^b^ — a^b^ + 2a67 — 6^ 

Division  des  monômes. 

45.  Les  règles  des  signes  étant  connues  (26) ,  Je  supposerai  que 
les  monômes  soient  positifs,  et  Je  proposerai,  par  exemple,  d'ef* 
fectuer  la  division  indiquée  dans  l'expression 

« 

Le  quotient  doit  être  tel  qu'en  le  multipliant  par  le  diviseur 
6a^6^  on  reproduise  le  dividende  48a76'c».  Or;  un  polynôme  mul- 


\. 
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tiplié  par  un  monôme  ne  pourrait  pas  donner  un  ononome  :  c'est 
pourquoi  Ton  doit  considérer  le  quotient  comme  monomei  et  pour 
le  découvrir,  on  fera  le  raisonnement  qui  suit. 

D'après  les  règles  de  la  multiplication  (35) ,  le  coefficient  48  du 
dividende  doit  être  le  produit  des  coefficients  du  diviseur  et  du 
quotient-,  donc  eh  divisant  4S  par  6  on  aura  le  coefficient  du  quo* 
tient  :  ce  coefficient  est  8. 

D'après  les  mêmes  règles,  l'exposant  7,  dans  le  dividende,  doit 
être  la  somme  des  exposants  de  la  lettre  a  dans  le  diviseur  et  dans 
le  quotient  ^  donc  la  différence  7 — 4  ou  3  est  l'exposant  que  la 
lettre  a  doit  avoir  dans  le  quotient. 

Enfîn ,  ces  règles  prouvent  aussi  que  les  lettres  qui  ne  sont  pas 
communes  au  diviseur  et  au  quotient  doivent  se  trouver  dans  le 
dividende!  sans  aucun  changement  dans  leurs  exposants  :  donc  la 
lettre  b,  qui  a  le  même  exposant  dans  le  dividende  que  dans  le 
diviseur,  ne  doit  point  appartenir  au  quotient;  et  au  contraire  la 
lettre  c,  qui  n'est  point  dans  le  diviseur,  doit  se  trouver  dans  le 
quotient  avec  le  môme  exposant  que  dans  le  dividende. 

Maintenant  le  quotient  est  connu ,  et  Ton  a 

48a7&3c» 


ea^b^ 


==  Sa^c\ 


Des  raisonnements  précédents  on  conclut  cette  règle  :  Pour 
effectuer  la  division  des  monômes,  on  divise  le  coefficient  du 
dividende  par  celui  du  diviseur,  et  Von  a  le  coefficient  du  quo- 
tient;  lorsqu'une  lettre  est  commune  aux  deux  monômes,  et 
qu'elle  a  un  exposant  plus  élevé  dans  le  dividende  que  dans 
le  diviseur,  on  V écrit  au  quotient  avec  un  exposant  égal  à  la 
différence  de  ces  deux  exposants-^  lorsqu'une  lettre  a  le  même 
exposant  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur^  on  ne  l'écrit 
pas  au  quotient'^  et  enfin,  lorsqu'une  lettre  du  dividende  n'est 
pas  dans  le  diviseur^  on  V écrit  au  quotient  sans  changer  son 
exposant. 

En  joignant  à  cette  règle  celle  des  signes  (26) ,  on  trouve 

8^7       ^  ,     35a7a?5  ^Sab^x^      ^,.   . 

4a*  '  —7a^x*  '  —l2abQ^      ^ 
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Division  des  polynômes. 

44.  Si  Ton  a  un  polynôme  à  diviser  par  un  monôme ,  on  re- 
marque d'abord  que  le  quotient  doit  être  polynôme^  et  comme  on 
multiplie  un  polynôme  par  un  monôme,  en  multipliant  tous  ses 
termes,  pris  avec  leurs  signes,  par  ce  monôme,  on  conclut  réci- 
proquement qu'OTi  divise  un  polynôme  par  un  monôme  en  din- 
sani  séparément  par  ce  monôme  tous  les  termes  du  dividende. 

C'est  ainsi  qu'on  trouve 

45.  Je  passe  au  cas  où  le  dividende  et  le  diviseur  sont  deux 
polynômes.  La  question  est  celle-ci  :  Un  polynôme  donné,  que  je 
nommerai  A,  est  le  produit  d'un  autre  polynôme  donné  B,  par 
un  polynôme  inconnu  C ,  et  il  s'agit  de  trouver  C.  Ici  le  polynôme 
A  est  le  dividende ,  B  est  le  diviseur,  et  C  est  le  quotient. 

D'après  les  règles  de  la  multiplication ,  si  on  connaissait  le  quo- 
tient C ,  il  faudrait,  pour  reproduire  A ,  multiplier  les  termes  de  B 
successivement  par  chaque  terme  de  C  (en  observant  la  règle  des 
signes),  et  ajouter  entre  eux  tous  ces  produits  partiels.  Cela  étant, 
si,  dans  le  dividende  A,  on  pouvait  retrouver,  tels  qu'ils  étaient 
avant  les  réductions ,  les  produits  parùels  d'un  certain  terme  de  B 
par  les  différents  termes  de  C  »  il  est  évident  qu'en  divisant  ces  pro- 
duits partiels  par  le  terme  de  15  avec  lèqô,éj  ils  sont  formés,  on 
connaîtrait  facilement  tous  les  termes  de*^.  Au  premier  coup 
d'œil ,  cette  remarque  ne  semble  pas  devoir  être  d'une  grlUj^  uti- 
lité ,  à  causeries  réductions  qui  ont  pu  être  opérées  entre  les  termes 
semblables. 

Cependant ,  en  y  réfléchissant  davantage ,  et  surtout  en  faisant 
attention  que  l'exposant  d'une  lettre ,  dans  chaque  p-oduit  partiel, 
est  la  somme  des  exposants  qu'elle  a  dans  les  deux  termes  dont 
ce  produit  partiel  est  composé  (54),  on  aperçoit  que,  si  on  consi- 
dère en  particulier  le  terme  de  B  dans  lequel  une  lettre  a  l'expo- 
sant le  plus  élevé,  et  le  terme  de  G  dans  lequel  cette  lettre  a  aussi 
l'exposant  le  plus  élevé,  le  produit  partiel  formé  par  la  multipli- 
cation de<;es  deux  termes  doit  lui-môme  contenir  cette  lettre  avec 
un  plus  haut  exposant  que  tous  les  autres  produits  partiels  :  donc 
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ce  produit  partiel  doit  se  retrouver  dans  les  termes  de  Â  sans  au- 
cune altération.  Ainsi ,  en  prenant  le  terme  du  dividende  où  une 
lettre  a  le  plus  haut  exposant,  et  en  le  divisant  par  le  terme  du 
diviseur  où  cette  lettre  a  le  plus  haut  exposant ,  on  sera  sûr  d'avoir 
un  terme  du  quotient.  On  peut  remarquer  que  ce  terme  est  aussi 
celui  qui ,  dans  le  quotient ,  doit  renfermer  cette  même  lettre  au 
plus  haut  exposant. 

Comme  le  dividende  A  provient  de  Taddition  des  termes  qu'on 
obtient  en  multipliant  tous  les  termes  de  B  par  chaque  terme  de  C, 
il  s'ensuit  qu'en  multipliant  le  diviseur  par  le  terme  qui  vient  d'être 
trouvé  au  quotient,  et  en  retranchant  ce  produit  du  dividende,  le 
reste  sera  égal  au  produit  du  diviseur  par  les  autres  termes  du 
quotient,  qui  sont  encore  inconnus. 

On  peut  raisonner  sur  ce  reste,  après  y  avoir  fait  les  réductions 
qu'amène  la  soustraction ,  comme  sur  le  dividende  A,  Par  consé^ 
quent ,  on  conclura  que  si  on  divise  le  terme  qui ,  dans  ce  nouveau 
dividende,  contient  une  lettre  au  plus  haut  exposant  par  le  terme 
qui ,  au  diviseur,  contient  aussi  cette  lettre  au  plus  haut  exposant, 
on  connaîtra  un  second  terme  du  quotient. 

On  fera  le  produit  du  diviseur  par  ce  terme ,  et  on  le  retran- 
chera du  dernier  dividende.  On  obtiendra  ainsi  un  second  reste , 
qui  lui-même  devra  être  considéré  comme  un  nouveau  dividende 
partiel ,  et  sur  lequel  on  pourra  encore  répéter  les  mêmes  raison-    x 
nements ,  ce  qui  fera  connaître  un  troisième  terme  du  quotient. 

En  continuant  de  la  même  manière,  il  est  clair  qu'on  doit  trouver 
tous  les  termes  du  quotient,  et  on  sera  averti  qu'il  n'y  en  a  plus  à 
conna^m,  quand  on  sera  parvenu  à  un  reste  zéro. 

IF'm  important  de  remarquer  que  les  raisonnements  pré- 
cédents subsisteraient  encore  si,  au  lieu  des  termes  où  une 
lettre  a  les  plus  hauts  exposants,  on  considérait  ceux  où  elle  est 
afTectée  des  moindres  exposants.  Par  conséquent,  dans  les  divi-  \ 
sions  partielWI  on  peut  se  servir  de  ces  derniers  aussi  bien  que 
des  premiers. 

On  facilitera  beaucoup  les  calculs  en  ordonnant  les  polynômes 
de  manière  que  les  exposants  d'une  même  lettre  aillertt  en  crois- 
sant ou  en  décroissant.  De  cette  manière,  les  termes  du  dividende 
et  du  diviseur,  qui  doivent  être  divisés  l'un  par  l'autre,  se  trou- 
veront les  premiers  sur  la  gauche  ;  et  la  même  chose  arrive  encore 
dans  les  autres  divisions  partielles  >  si  on  a  soin  de  laisser  toujourà 


Quotient, 
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les  restes  ou  dividendes  partiels  ordonnés  comme  le  dividende 
primitif.  La  disposition  des  calculs  est  d'ailleurs  la  même  qa*en 
arithmétique. 

S'il  restait  quelques  nuages  dans  l'esprit  du  lecteur,  l'exemple 
suivant  achèvera  de  les  dissiper. 

Dividende.  Diviseur. 

— 14a^+21a<&— I4a'&' 
l«î  reste —  Ga*b+  7a'ft'— 3a*6'— îa6* 

2«  reste —  2a'6*+3a'6'— 2a6* 

+  2a3^^>-»3a'6'+2a6* 

3*  reste 0  0  0 

Après  avoir  ordonné  les  polynômes  par  rapport  aux  exposants  ^w 
décroissants  de  la  lettre  a,  et  en  supposant  que  le  quotient  soit  ^,  ^ 
iiussiordonnédelamômemanièrç,  on  est  certain  que  le  1'' terme      ^ 
14a^  du  dividende'^t  le  produit  du  l*"  terme  2a*  du  diviseur  par 
le  V  terme  du  quotient;  de  sorte  qu'en  divisant  Ha^  par  3a'  on 
connaîtra  h  V^  terme  du  quotient.  Ce  terme  doit  être  positif , 
comme  résultant  de  la  division  de  deux  termes  positifs  (26)  :  il  est 
égal  à  7a'. 

Alors  on  multiplie  le  diviseur  par  7a^^  et  on  soustrait  le  produit 
du  dividende.  A  cet  effet,  on  écrit  les  termes  de  ce  produit,  en 
chaiigeant  leurs  signes ,  au-Klessous  du  dividende ,  puis  on  fait  les 
réductions.  On  obtient  ainsi  le  1*"'  reste. 
.  Dans  ce  reste ,  le  1*'  terme  e8t--6a^6^  et  en  le  divisant  par  2a* 
on  obtient — 3a*&  pour  le  2*  terme  du  quotient.  On  multiplie  en-» 
core  le  diviseur  par  ce  larme ,  on  pose  encore  les  produits  partiels, 
en  changeant  leurs  signes,  au-dessous  du  1"  reste,  et  après  la 
réduction  on  a  le  2*  reste. 

Enfin,  le  l'^ierme  de  ce  reste  est— 2a'6%  et  en  le  divisant  par 
2a%  on  trouve  que  le  3«  terme  dû  quotient  est— at'.  On  forme  le 
4*  reste  de  la  même  manière  que  les  précédents  ;  mais  ici  ce  reste 
étant  zéro ,  on  en  conclut  que  Topération  est  terminée ,  et  que  le 
quotient  cherché  est  7a^— '3a*&— â*%  .  . 

4 

Continuation.  —  BWision  dans  les  cas  les  plus  compliqués. 

46.  Quand  oh  ordonne ,  par  rapport  à  une  lettre,  les  polynômes 
qu'on  veut  divi^v  iJL  peut  arriver  que  plusieurs  termes  contiôn-     ^ 
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nent  cette  lettre  au  même  degré.  Alors  on  doit  avoir  soin  d'or- 
donner ces  termes  entre  eux  par  rapport  à  une  autre  lettre.  Par 
exemple ,  s'il  s'agit  des  termes  a6a?*+a»;r*— 6"^*  qui  contiennent 
tous  trois  07%  on  les  ordonnera  par  rapport  à  a,  et  on  les  dispo- 
sera horizontalement  de  l'une  de  ces  deux  manières , 

ou  bien  verticalement  de  Tune  de  ces  deux-ci , 

a*x*  a*  X' 

+  abx^  +  ab 

—b^x*  —b* 

Quelle  que  soit  celle  qu'on  adopte ,  on  y  reconnaît  avec  la  même 
facilité  que  a^x*  est  le  1"  terme ,  que  +  abx^  est  le  2%  et  que 
—  b^x*  est  le  3«. 

Alors  on  pourra  suivre  tout  à  fait ,  pour  la  division ,  la  marché 
qui  a  été  tracée  dans  l'article  précédent  ;  car  il  est  bien  clair  4ue 
dans  chaque  division  partielle  le  1«'  terme  du  dividende  devra  tou- 
jours être  le  produit  du  V*  terme  du  diviseur  par  le  !•'  de  ceux 
qui  sont  à  trouver  au  quotient.  On  obtiendra  ainsi  tous  les  termes 
du  quotient,  ordonnés  entre  eux  de  la  même  manière  que  le  divi- 
dende et  le  diviseur. 

47.  On  peut  encore  se  représenter  dans  la  pensée  tous  les  termes 
de  chaque  polynôme,  qui  contiennent  une  même  puissance  de  la 
lettre  par  laquelle  on  a  ordonné  d'abord,  comme  ne  formant  qu'un 
seul  terme  ;  et  alors  les  divisions  partielles  pourront  être  elles- 
mêmes  des  divisions  complexes  qu'il  faudra  effectuer  à  part. 

Pour  nous  convaincre  de  l'exactitude  de  ce  procédé ,  prenons 
deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à  x^  tels  que 

Ax^  +  Bx'  +  Cx  +  B,    Mx^+Nx+V. 

Et  supposons  que  les  lettres  A,  B,...  P,  représentent  des  quan- 
tités complexes  qui  ne  contiennent  point  x.  II  est  clair  que,  dans 
le  produit  des  deux  polynômes ,  la  partie  qui  contient  x  au  plus 
haut  degré  est  égale  â  Ao^^xM^r'-,  donc,  réciproquement,  en 
divisant  cette  partie  par  A^^  on  retrouvera  la  partie  Mo?*,  qui  con- 
tient les  termes  de  l'autre  facteur  dans  lesquels  a?  a  le  plus  haut 
exposant.  On  voit  que  le  raisonnement  est  exactement  le  môme 
que  si  les  diverses  puissances  de  x  n'étaient  multipliées  que  par 
des  monômes.  L'exemple  suivant  lèvera  toutes  les  difficultés. 
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JY*  B,  lies  iermei  affiec^i  ëe  la  même  poiisaoce  de  â?  «mt  oidoDiiés  en  co- 
lonne; et,  pour  abréger,  on  n'écrit  pas  les  termes  qai  doWent  détruire  la  pre- 

9 

miére  colonne  de  chaque  dividende  partiel.  Par  la  même  raison,  on  sous^ntend 
dans  chaque  reste  les  colonnes  da  dividende  qui  devraient  s*y  placer  sans  alté- 
ration. 


a*   W+a 


— a6' 


+2a' 


— a6| 


— a*6  la?»—  a^b 
+  a'b 


0?'+, 


—  a6' 

a<6M    — o^6M 


+  a'6»iaî*+a'ft*ap, 


l'«  dividon  partielle.. 


0     r: 

— a*+a2 

+a'6'— a6^ 

0       0 


a'-*o6 


a'+6» 


2«  division  partielle.. 


3«  division  partielle. . 


-*a*6  +a*6'  |    rt«— a6 
+g^6  -g^d-  Lnib^iri 

— a'6'+a'6' 

4.a'6*— .a'6' . 

>■ ■— — i» 

0        0 
+a*6«— a6»   |    a^—ab 

0       0 


m 

48.  Gomme  dernier  cas  de  la  division  ,  je  mentionnerai  celai  où 
le  diviseur  ne  contient  point  une  lettre  a^,  par  rapport  à  laquelle 
on  a  ordonné  le  dividende.  Soient  A  a?*  +  Bit?  +  C  ce  dividende , 
et  M  le  diviseur  qui  ne  contient  point  a?.  Pour  que  le  quotient 
multiplié  par  M  reproduise  lé  dividende ,  il  faudra  que  ce  quotient 
contienne  les  mêmes  puissances  de  x  que  le  dividende ,  et  qu'en 
multipliant  par  M  les  parties  de  ce  quotient  qui  renferment  ces 
puissances ,  on  retrouve  Aa?*  +  Bx  +  C.  Donc ,  pour  faire  la  divi- 
sion proposée,  on  doit  diviser  séparément  par  le  diviseur  les  par- 
ties du  dividende  affectées  des  diverses  puissances  de  x. 

i9.  Quelquefois  on  peut  décomposer  le  dividende  en  facteurs  de 

B 
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tnanière  que  le  divisear  y  soit  en  évidence  ]  il  suffit  alors  de  le  sup- 
primer pour  avoir  le  quotient.  Par  exemple,  soit  à  diviser 

x^ — 4aa^  +  4a*ap*  -^  46*a?»    par    ûû*  -^îaa? + Sbw* 

On  observera  que  les  trois  premiers  termes  du  dividende  sont  le 
carré  de  a?»  —  2aa?  (41),  et  que  de  ce  carré  on  retranche  4b*œ* 
qui  est  le  carré  de  ^ba:.  Le  dividende  est  donc  la  différence  des 
carrés  des  deux  quantités  x* — ^ax  et  2bx  :  par  conséquent  il  est 
égal  au  produit  de  la  somme  de  ces  deux  quantités,  multipliée  par 
leur  différence  (41)*,  et,  en  se  bornant  à  indiquer  la  multiplica- 
tion ,  il  peut  s'écrire  ainsi  : 

{x*—2ax  +  2bx)  (07' — 2ax—2bx). 

Le  premier  facteur  est  le  diviseur  proposé  ;  donc  l'autre  facteur 
est  le  quotient.  Il  n'y  a  qu'une  très-grande  habitude  du  calcul  qui 
puisse  suggérer  de  pareilles  décompositions. 

Gootînuatioo.  A  queU  symptiftmes  on  reconnaU  la  possibilité  ou  l'impossibilitéj 

de  U  divifion. 

50.  Dans  le  n"  4S ,  pour  découvrir  le  procédé  de  la  division , 
on  a  supposé  que  le  dividende  était  un  produit  du  diviseur  par 
un  polynôme  inconnu.  Je  vais  montrer  qu'on  peut  reconnaître , 
par  ce  procédé  même ,  si  cette  condition  a  lieu  ou  non  :  c'est-à- 
dire  ,  en  d'autres  termes ,  qu'on  apprendra  si  la  division  est  pos- 
sible ou  si  elle  ne  l'est  pas, 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  qu'on  ait  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  descendantes  de  la  lettre  x.  11  est  clair  ^m  dans 
le  1""'  terme  de  chacun  des  restes  successifs,  l'exposant  de  x  est 
oioiodre  que  dans  le  l*""  terme  du  reste  précédent)  par  conséquent 
on  doit  nécessairement  arriver  à  un  reste  nul>  ou  à  un  reste  don( 
le  l*"'  terme  contienne  x  kuu  exposant  moindre  que  le  1^'  terme 
du  diviseur. 

Dans  le  premier  cas,  la  division  est  possible.  En  effet»  c'est  en 
retranchant  du  dividende  les  produits  du  diviseur  par  les  diffé- 
rents termes  de  la  quantité  placée  au  quotient  qu'on  est  arrivé  au 
reste  zéro  :  or,  c'est  la  somme  de  ces  produits  partiels  qui  conw 
pose  le  produit  du  diviseur  par  la  quantité  écrite  au  quotient '^  donc 
le  dividende  est  égal  à  ce  produit. 

Dans  le  secoijd  cas ,  il  est  évident  que  le  V  terme  du  reste  ne 


( 
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pourra  pas  m  diviser  par  le  l'^  terme  du  diviseur.  Or,  quand  on 
suppose  que  le  dividende  est  un  produit  du  diviseur,  on  a  vu  dans 
les  raisonnements  du  n"  45  que  celte  division  doit  donner  un 
terme  du  quotient  *,  donc ,  puisque  celte  division  est  impossible , 
celle  des  polynômes  proposés  l'est  également.  Ainsi ,  la  divimon 
ci-dessous  est  impossible ,  et  la  raison  en  est  que  le  1*"'  terme  du 
reste  S^-—  l  ne  peut  plus  se  diviser  par  te  1"^  terme  iv*  du  di^ 
viseur. 


+  3a?' +  6a?— 9 


+  30?  — 1 

Quelquefois  Timpossibilité  de  la  division  se  mfinifestera  sans 
pousser  l'opération  aussi  loin,  attendu  qu'il  peut  y  avoir  dans  le 
l'^'  terme  du  diviseur  différentes  lettres  qui  empêchent  les  divi- 
sions partielles.  Il  convient  même ,  avant  de  commencer  l'opéra- 
tion ,  de  porter  son  attention  sur  cbacune  des  lettres  communes 
aux  deux  polynômes  proposés^  et  si ,  pour  l'une  d'elles,  il  arrive 
que  les  termes  qui,  dans  le  dividende  et  le  diviseur,  la  contiennent 
t  .  respectivement  au  plus  haut  exposant  ou  bien  au  plus  faible,  ne 
soient  pas  divisibles  l'un  par  l'autre  «  on  sera  oerUin  que  te  divi- 
sion proposée  est  impossible.  Cette  observation  doit  s'appliquer 
aussi  aux  divisions  partielles  auxquelles  le  eaicul  peut  conduire. 

Dans  le  dernier  exemple,  on  peut,  si  on  veut,  compléter  le 
quotient  en  lui  ajoutaoït  une  expression  f factionnaire  dana  laquelle 
sera  indiquée  la  division  du  dernier  reste  par  le  diviseur,  ei  alors 
on  aura 

ar'  +  a^— 907  +  8      ^        ^  ,       3a?— 1 

=  2a?'— 3  + 


a?"  +  2a[j— 3  a7*  +  2a?— 3" 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  souvent  employé  à  la  place 
du  premiet  -,  et  ce  qui  rend  cette  transformation  remarquable , 
c'est  que,  dans  la  partie  fractionnaire,  le  numérateur  ne  contient 
plus  0?  à  un  aussi  haut  degré  que  le  dénominateur.  En  cela ,  elle 
a  quelque  analogie  avec  l'extraction  des  entiers  en  arilhmélique. 

SI.  Il  y  a,  pour  reconnaître  Timpossibilité  de  la  division  ,  un 
autre  symptôme,  qui  se  fonde  sur  ce  que  le  terme  du  dividende 
dans  lequel  une  lettre  a  le  moindre  exposant  doit  provenir,  sans 
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réduction,  de  la  multiplication  des  termes  du  diviseur  et  du  quo* 
tient  dans  lesquels  cette  lettre  a  le  moindre  exposant.  De  là  il  suit 
qu'après  avoir  ordonné  par  rapport  aux  exposants  décroissants 
d'une  lettre,  si  on  divise  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  der* 
nier  terme  du  diviseur,  on  doit  obtenir  le  dernier  du  quotient, 
c'est-à-dire  celui  où  cette  lettre  a  le  plus  faible  exposant.  Par  con- 
séquent, lorsque  les  opérations  successives  conduisent  à  placer  au 
quotient  cette  lettre  avec  un  exposant  plus  faible,  on  sera  certain 
que  la  division  est  impossible  :  car  les  opérations  subséquentes  ne 
donneront  que  des  exposants  moindres. 

Dans  l'exemple  suivant,  si  la  division  était  possible,  le  dernier 
terme  du  quotient  devrait  être  +ûo^  :  or  le  calcul  conduit  à  mettre 
au  quotient  le  terme  — j?^,  sans  que  la  division  se  termine;  on  est 
donc  assuré  qu'elle  ne  doit  pas  se  terminer,  et  dès  lors  il  est  inutile 
de  la  continuer,  à  moins  qu'on  ne  veuille  effectuer  la  transforma- 
tion dont  j*ai  parlé  à  la  On  du  numéro  précédent. 

—  x^ —  x^  —  ax^  x^ — x^ 

—  x*+  x'^  —^ax^+ax^ 
+  x^+  x*^  +  ac(^ 

^3.  Quand  on  ordonne  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
d'une  lettre,  l'impossibilité  de  la  division  se  manifeste  d'une  ma- 
nière analogue.  Alors  le  dernier  terme  du  dividende  divisé  par  le 
dernier  terme  du  diviseur  doit  donner  le  terme  du  quotient  où 
cette  lettre  a  le  plus  haut  exposant  ;  donc ,  si  le  calcul  amène  au 
quotient  cette  lettre  avec  un  exposant  plus  fort,  la  division  sera 
impossible. 

55.  Je  citerai  ici  deux  exemples  de  division  qui  conduisent  à  des 
résultats  remarquables ,  dont  nous  ferons  usage  plus  tard. 

Le  premier  exemple  sera  la  division  de  x"^ — aJ^  par  a? — a.  Si  on 
divise  les  binômes  a?»— a%  x^—a?^  x^—a^^  par  x—a,  on  trouve 


=07  + a. 


x^ — à^ 


X — a 


leçons;  d'algèbrb.  S7 

On  aperçoit  une  loi  fort  simple  dans  ces  quotients  :  l""  tous  les 
termes  sont  additifs  *,  S^"  le  premier  terme  et  le  dernier  sont  formés 
en  ôtant  une  unité  aux  exposants  de  j:  et  de  a  dans  le  dividende  ; 
3""  dans  Tinteryalle,  les  exposants  de  x  vont  en  diminuant  d'une 
unité ,  et  ceux  de  a  en  augmentant  d'une  unité ,  de  telle  sorte  que 
la  somme  des  exposants  de  a:  et  de  a,  dans  chaque  terme,  est 
constamment  la  même. 

En  suivant  cette  loi ,  si  on  désigne  par  m  un  nombre  entier  po- 
sitif quelconque ,  on  devrait  conclure 


x^ — a 
X — a 


m 


Les  points  indiquent  ici  une  lacune  qui  doit  être  remplie  par  des 
termes  qu'on  sous-entend ,  et  qui  sont  soumis  à  la  même  loi  que 
les  précédents.  Ce  quotient  n'est  établi  que  sur  une  simple  analo- 
gie :  à  la  vérité ,  on  pourrait  y  parvenir  en  divisant  immédiatement 
ar"*— a"'  par  x — a,  et  en  faisant  attention  à  la  manière  dont  chaque 
terme  du  quotient  se  trouve  formé  ;  mais  il  sera  plus  simple  de  le 
vérifier  en  le  multipliant  par  le  diviseur  x-^a.  Il  vient  alors 

^ax^'"' — a^x*^"* — a"*~'x— a*". 

Or,  il  est  évident  que  dahs  la  première  ligne  chaque  terme,  à  partir 
du  second ,  doit  avoir  au-dessous  de  lui  un  terme  égal  et  de  signe 
contraire  par  lequel  il  est  détruit,  de  sorte  qu'après  la  réduction 
on  retrouve  le  dividende  .x"»---a'". 

Le  deuxième  exemple  sera  la  division  du  polynôme  x'^+px'^"* 
'i-qx^'''. .  ,+tx+u  par  x^a 


X 


m- 


•'+ 


X 


+pa 


X 


m— 


*+ 


m- 


■'  +  «X"»"'"4-Û» 


+P 


+pa 
+7 


X 


m 


=î 


«••-••• 


+^ 


En  divisant  x""  par  x,  on  a  ai^'^'  pour  le  1"  terme  du  quotient. 
Dans  le  premier  reste,  la  partie  en  x^"'  est  (a+p)x'^-'  :  on  la 
divise  par  x,  et  on  obtient  (a+/>)a:"-»  au  quotient.  Dans  le  reste 
suivant,  la  partie  en  x^"^  est  (a"+/ia+g):c"'"'  :  onl^ divise  par  ;r, 
et  on  trouve  {rC'^pa+q)x'^^^. 


.  I 
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En  continuant  de  la  même  manière ,  et  en  considérant  toujours 
comme  un  seul  terme  tous  ceux  qui  renferment  la  môme  puissance 
de  X,  on  aperçoit  clairement  que  chaque  terme  du  quotient  se 
forme  du  précédent  en  le  multipliant  par  a,  en  ajoutant  au  produit 
le  tenne  qui  a  la  même  puissance  de  or  dans  le  dividende,  et  en 
divisant  ensuite  par  x. 

Il  suit  de  là  que ,  dans  le  quotient ,  la  partie  indépendante  de  œ 
sera  it"-* +/>«'«->  + çâf'""^  .-f-^-  Si  on  multiplie  le  diviseur 
par  cette  quantité,  la  partie  en  œ  détruira  celle  qui  doit  se 
trouver  dans  le  dernier  dividende  partiel,  et  il  viendra,  pour 
reste , 

La  division  s'arrête  ici ,  et  Ton  doit  remarquer  que  ce  reste  n^est 
autre  que  le  dividende  dans  lequel  on  remplacerait  x  par  a. 

Lorsque  ce  reste  est  nul ,  la  division  se  fait  exactement.  Ainsi, 
on  peut  déjà  regarder  comme  démontrée  la  proposition  suivante, 
dont  Fimportance  sera  reconnue  plus  tard  :  Si  a  est  une  quantité 
qui,  mise  à  la  place  de  x ,  rende  le  polynôme 'ir+fx'^''^^QUi. 
égal  à  zéro,  ce  polynôme  sera  divisible  par  x— a. 

Fractions  algébriques* 

54.  On  donne  le  nom  de  fractions  algébriques  à  des  expres- 

sions  telles  que  —.,    -        ,  qui  indiquent  le  quotient  d'une  divi- 

sion  ,  soit  qu'on  puisse  PefiFectuer  ou  qu'on  ne  le  puisse  pas. 

Si  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  étaient  des  nombres 
entiers, 'il  est  évident  que  ces  fractions  devraient  entrer  dans  le 
calcul  par  les  mômes  règles  que  les  fractions  de  l'arithmétique. 
Mais  comme  ils  peuvent  représenter  des  quantités  quelconques , 
quelques  explications  nouvelles  sont  nécessaires. 

55.  Désignons  par  a  et  &  deux  quantités  quelconques,  et  par  q 
leur  quotient ,  on  aura 

jr=g,      d'où    a  =  bq. 
Si  on  multiplie  a  et  bq  par  une  quantité  quelconque  m,  il  vient 
am^=:bqm  ou«m==:9Xôm,- donc-r— =  ?• 


Mais  q  représMte  le  quotient  ^e a per  6,*  donc 

bmT'b' 

De  là  on  conclut ,  comme  en  arithmétique ,  qu'une  fraction  ne 
obange  pas  de  valeur  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  ses 
dduit  fermes  par  une  même  i|ui&tilé« 

De  ce  principe  résultent  aussi ,  comme  en  aritlmiétique,»  la 
simplifieation  des  fractions  et  leur  réduction  au  mène  dénomi- 
nateur» 

La  sîroplilQakion  d'une  fraction  s'opère  ensopprimnt  las  fac<> 
teurs  communs  à  ses  deux  termes.  Ainsi 

La  réduction  des  fractions  au  même  dénominateur  peut  se  faire 
en  multipliant  les  deux  termes  de  chacune  par  le  produit  des  dé- 
nominateurs de  toutes  les  autres.  Mais  il  convient  de  rappeler 
que  s'il  y  a  des  facteurs  qui  appartiennent  à  plusieurs  dénomina- 
teurs, on  obtiendra  un  dénominateur  commun  plus  simple  en 
prenant  chacun  des  facteors  qui  entrent  dans  les  dénominateurs 
des  fractions  proposées,  et  do&nant  à  chacun  Ul  plus  haute  puis- 
asnoe  dont  il  soit  affecté  dans  ees  dénominateurs.  Par  exemple , 
soient  les  fractions 

3fl*       Ib^        lie» 
Aùb^ù  '  I8a»c*'  4Ba»A»* 

Les  trois  dénominateurs  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

2'X6X*V,    S«X2X«*<?N    3'X5xa»*'. 

'  Alors ,  on  prendra  chacun  des  facteurs  avec  doi)  phis  haut  expo^ 
sant,  et  le  dénominateur  commun  sera  2'Xà'X6Xrt*6*c'^ 
ou  360a*6'c^  (*).  Pour  réduire  les  fractions  à  ce  dénominateur,  on 
le  divise  d'abord  par  chaque  dénominateur  successivement ,  ce 
qui  donne  les  trois  quotients  ^rt'^,  2oA%  8c^;  ensuite  on  multi- 
plie les  trois  nuihérateurs  respectivement  par  ces  trois  quotients  *, 

^^ * — '-^ r  I  I  -        _     __         ^^ ^ ^-^— .  ■  ^-^ ^ ^^ — ^ 

(*)  En  arithméUque ,  pour  trooyer  le  plas  petit  nombre  divisible  par  6m  notn* 
bres  donnés,  sans  les  décomposer  en  facteurs,  on  s'élève  successivement  aux 
multiples  de  Tun  d'eux ,  Jusqu'à  ce  qu'on  en  trouvé  un  qui  soft  divisible  par  cha- 
cun des  autl«  nombres.  Pour  abréger^  ce  senties  multiples  du  plus  gritad  nombre 
qti*!l  convient  d'ttsaycr. 
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enfin  on  place  sous  les  produits  le  dénominateur  commun 
360a^b^c^^  et  les  trois  fractions  deviennent 

360a^b*c^'  WÔôFFF^     360a*6'c3  * 

Si  avec  des  fractions  on  a  des  quantités  de  forme  entière ,  on 
pourra  donner  à  ces  quantités  le  dénominateur  commun,  apràs  les 
avoir  multipliées  préalablement  par  ce  dénominateur. 

56.  Quand  on  veut  réduire  en  une  seule  fraction  plusieurs 
termes  qui  ont  des  dénominateurs  différents ,  on  commence  par 
les  réduire  au  mtoie  dénominateur,  et  alors  on  aura  des  expres- 
sions comme  celle-ci 

^  ,  6^ c 

m      m       771  ' 
dans  laquelle  les  lettres  désignent  telles  quantités  qu'on  voudra. 
Si  on  multiplie  chaque  fraction  par  m,  l'expression  entière  sera 
multipliée  par  m,  et  on  aura  a+b — c.  Or,  en  divisant  ce  pro- 
duit par  772^  on  doit  revenir  à  la  première  quantité;  donc 

^     ô^     c a  +  &— c 

mm    m~      m 

Ainsi ,  après  avoir  réduit  les  fractions  au  même  dénominateur , 

on  fait ,  sur  les  numérateurs,  les  additions  et  les  soustractions 

qu'on  devait  faire  sur  les  fractions ,  puis  on  donne  au  résultat  le 

dénominateur  commun. 

Considérons  les  multiplications  et  les  divisions  de  fractions. 

Soient 

a  c 

On  devra  avoir />é=«,  gd=:c,-  donc  pbxqd:;=axc,  ou 
pqX,bd^=^ac.  De  là  on  tire 

doncon  multiplie  des  fractions  entre  elles  en  multipliant  les  nu- 
mérateurs entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux. 
De  cette  règle  on  conclut  celle  de  la  division.  En  effets  elle 

donne 

ad     c adc a 

bc      d'^  bcd~b^ 

ad     . ,  .    .  ,    éï        c  .  .,.,  ad    . 

donc  -T-  est  le  quotient  de  7  par  -^  :  or ,  la  quantité  -r-  est  aussi 
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égale  au  produit  T  X  ~  ,•  donc'  on  divise  une  fraction  par  une 

%}     c 

fraction  en  multipliant  la  fraction  dividende  par  la  fraction  divi- 

«eur  renversée. 

Les  quantités  entités  s^ont  comprises  dans  les  fractions  en 
leur  donnant  l'unité  pour  dénominateur. 

57.  Pour  donner  un  exemple  de  calcul  algébrique ,  je  propo- 
serai de  simplifier  cette  expression 


»        ■       Il       ■   • 


a 

1  — 


a+b 

En  réddtsànt  chaque  terme  entier  en  fraction  de  même  dénomi- 
nateur que  celle  dont  il  est  suivi,  puis  renversant  la  quantité  frac- 
tionnaire qui  sera  en  diviseur ,  pour  la  mettre  en  multiplicateur , 
cette  expression  devient 

2fl*— ^>'      ab—b^      a  +  b 
2a      ^   a+b  ^     b  ' 

Après  qu'on  aura  multiplié  les  numérateurs  entre  eux  et  lea  dé- 
nominateurs entre  eux ,  il  est  facile  d'apercevoir  que  b  et  a+b 
seront  des  facteurs  communs  aux  deux  termes  de  la  fraetion  ré- 
sultante. On  peut  donc  les  supprimer ,  et  on  aura 

(2a»— 6»)  {a—b) 

—— ^— ■  ■  ■    - 

ta 
Si  on  juge  à  propos  d^effectoer  la  multiplication ,  il  viendra 

^a^—ta*b—ab*  +  b^ 

et  même ,  s'il  y  avait  quelque  utilité  à  diviser  par  2a  tous  les 
termes  du  numérateur,  on  pourrait  écrire 

2.      b\  .  b^ 

2'^  2a 

Comme  exercice ,  je  proposerai  encore  au  lecteur  d'effectuer 
la  transformation  suivante  : 

i\^t  ju  *V^+&  .  a^b\ 

\       b'^a}\  %a^   tb  )  (a'-^^ab-^b^a+b) 

(a-U+^)(^  +  ^)~  2a6-(a-6)        • 
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De  l'exposant  zéro  et  des  exposant!  négatift. 

58.  Quand  on  divise  Tune  par  l'autre  deux  paiiBtnoes  <te  It 
même  quantité,  t^Ues  que  a*"  et  a"^  ia  règle  des  exposants  (43) 
donne 

a" 

a" 

Les  raisonnements  qui  ont  conduit  à  cette  règle  supposent  Tex* 
posant  du  dividende  plus  grand  que  celui  du  diviseur  ;  mais  je 
vais  montrer  comment,  au  moyen  de  conventions  nouvelles,  la 
même  règle  peut  s'étendre  aux  autres  cas. 

Supposons  d'abord  qu'on  applique  cette  règle  aux  cas  où  les 
deux  exposants  sont  égaux  :  on  trouvera  a""  pour  résultat.  Or» 
l'exposant  d'une  lettre  indiquant  le  nombre  de  fois  que  cette 
lettre  est  "prise  comme  facteur  (10),  et  l'expression  (£"  ne  pouvant 
recevoir  de  cette  définition  aucune  interprétation,  on  reste 
maître  de  lui  donner  tel  sens  qu'on  veut.  Mais  comme  elle  vient 
d'une  division  dans  laquelle  le  diviseur  est  égal  au  dividende ,  et 
qu'alors  le  quotient  est  toujours  l'unité ,  on  est  contenu  de  regar- 
der l'expression  a^  comme  équivalente  à  l'unité.  Ainsi  désormais, 
toute  quantité  qui  aura  Veocposant  sséro  sera  égale  à  1 . 

Supposons ,  en  se<^nd  lieu ,  que  l'exposant  de  a  dans  le  divi- 
seur surpasse  celui  du  dividende  et  qu'on  ait  n=^m+p.  En  ap- 
pliquant encore  la  règle  des  exposants ,  on  aurait  pour  quo- 
tient a^^j  et  cette  expression,  dans  laquelle  l'exposant  est 
négatif,  ne  peut  elle-même  avoir  aucune  signification  si  ce  n'est 
en  vertu  de  quelque  convention  nouvelle.  Toutefois,. on  aura  soin 
que  cette  convention  permette  de  considérer  la  puissance  néga- 
tive a^^  comme  le  quotient  de  a"*  par  a^"^^.  Or,  si  je  remarque 

a^ 

que  ce  quotient  peut  se  représenter  par  la  fraction  -—r-',  qu'on 

peut  le  simplifier  en  divisant  les  deux  termes  de  cette  fraction 

par  AT,  et  qu'alors  11  devient  --  ,on  est  naturellement  conduit  à 

regarder  l'expression  a""''  comme  équivalant  à  —  -,  c'est-à-dire  que 

toute  quantité  affectée  d'un  eoaposant  négatif  équîçauti  au 
quotient  de  V  unité  divisée  par  cette  même  quantité,  après  qu'on 
a  changé  le  signe  de  son  exposant^ 
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Âa  moyen  des  nonreltes  oanveutions  qu'on  vient  de  faire  coih 

naître ,  on  aura  toujours ,  m  et  n  étant  des  nombres  entiers  po* 

si  tifs  quelconques  ) 

a*" 

a" 

Par  suite  ^  on  aura  aussi 

S9.  On  emploie  quelquefois  Texpossnt  zéro  pour  eoiiserrer  la 
trace  d'une  letttre  que  le  calcul  fait  disparaître ,  et  Tesposant  né- 
gatif pour  présenter  une  quantité  fractionnaire  sous  forme  entière. 
C'est  ainsi  qu'on  écrira 

2a^A»a:'       «      «*      i*      ^*      «    , 

ioHf*  X  -  X  -r»  3a^i*c-*d-*. 


iM*M 


60.  Puisque  les  exposants  négatifs  sont  admis  dans  les  ex- 
pressions algébriques,  il  faut  chercher  les  règles  suivant  lesquelles 
ils  doivent  se  combiner  dans  les  calculs.  Or,  il  est  digne  de 
remarque  que  ces  règles  sont  toutes  comprises  dans  les  mêmes 
énoncés  que  celles  qui  ont  été  trouvées  pour  les  exposants  posi- 
tifs. Rien  de  plus  simple  à  démontrer.  Par  la  nature  des  exposants 

négatifs ,  on  a 

1       tf*» 
a"»  X  «-"rrra*  X  —  =  -r  =  a*"-», 

111 
a-«xa-"  =  -l.  X  — „  =  -=;  =  «"'""". 

Dans  chacun  de  ees  produits ,  l'exposant  de  a  est  la  somme  des 
exposants  des  facteurs.  Ainsi ,  dans  la  multiplication  des  puis- 
sances d'une  quantité,  l'exposant  de  cette  quantité  est  toujours 
la  somme  des  exposants  •  des  facteurs.  Par  une  conséquence 
nécessaire,  on  conclut  que ,  dans  la  division ,  l'exposant  du  quo- 
tient s'obtiendra  toiqours  en  retranchant  celui  du  diviseur  de  celui 
du  dividende. 

61.  Tout  ce  qui  a  été  dit  dans  la  division  des  polynômes  repose 
principalement  sur  cette  proposition ,  que ,  si  deux  polynômes  et 
leur  produit  sont  ordonnés  par  rapport  à  une  même  lettre,  le 
premier  terme  du  produit  est  le  produit  des  premiers  termes  des 
deux  facteurs  y  et  le  dernier  terme  est  le  produit  des  derniers 
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lermes  de  ces  facteurs.  Or,  cette  proposition  subsiste  également 
quand  il  y  a  des  exposants  négatifs-,  par  conséquent  la  théorie  de 
la  division  n'aura  aucune  modification  à  souffrir. 

Quand  on  ordonne  des  polynômes  par  rapport  aux  exposants 
décroissants  d'une  lettre  quelconque  x,  il  faut  bien  faire  atten- 
tion à  Tordre  qu'on  est  convenu  d'établir  entre  les  grandeurs 
selon  leurs  signes.  D'après  le  n^  20,  les  exposants  négatifs  devront 
venir  après  x""^  c'est-à-dire  après  les  termes  qui  ne  contiennent 
point  x\  et  parmi jces  exposants,  ceux  qui  sont  les  plus  forts  en 
valeur  absolue  devront  être  rangés  les  derniers.  Exemple  : 

2iaf^* — ahx  -f  aô* — a»6'a?*"'  —  c^l^xr^. 

Cela  posé ,  si  la  proposition  dont  il  s'agit  ne  semble  point  assez 
évidente ,  on  pourra  la  démontrer  comme  il  suit  Soient  A  et  B 
deux  polynômes  quelconques  ordonnés  comme  ci-dessus ,  et  dé- 
signons par  k  un  nombre  positif  supérieur  au  plus  grand  expo- 
sant négatif  qui  se  trouve  dans  A  et  B.  Si  on  multiplie  A  et  B 
par  a^  sans  troubler  l'ordre  des  termes ,  on  aura  deux  nouveaux 
polynômes  A'  et  B'  qui  ne  renfermeront  plus  que  des  exposants 
positifs ,  et  qui  seront  encore  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances descendantes  de  x.  De  plus ,  il  est  clair  que  si  les  premiers 
termes  de  A  et  B  sont  aa?"*  et  hx^  {m  et  n  pouvant  être  des  nom- 
bres négatifs),  ceux  de  A'  et  B'  seront  a^*""*"*  et  Jo;""*"*,-  donc,  en 
multipliant  les  nouveaux  polynômes  l'un  par  l'autre ,  le  premier 
terme  du  produit  sera 

Semblablement ,  si  les  derniers  termes  de  A  et  B  sont  fa^  et  gocf^j 
ceux  des  nouveaux  polynômes  seront  fivf^etgx^*"^  et  par 
suite  le  dernier  terme  de  leur  produit  sera 

Le  produit  des  nouveaux  polynômes  est  égal  à  A^r*  X  Bo?*  ou 
ABo?"*,  et  il  est  évident  qu'en  le  divisant  par  a?»*  on  reviendra  au 
produit  AB  des  polynômes  primitifs.  Mais  par  là  le  produit  ne 
cesse  pas  d'être  ordonné ,  et  ses  deux  termes  extrêmes  se  ré- 
duisent à  abaf*^"  et  fgx^'^  :  or,  c'est  précisément  ce  qui  était 
à  démontrer. 
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-CHAPITRE  m/* 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


Quelques  définilioDfl. 

62.  Revenons  aux  questions  dont  la  solution  exige  les  res- 
sources de  râlgèbre.  Si  on  se  reporte  à  celle  qui  a  été  traitée  dans 
le  n*"  16,  on  remarquera  qu'après  avoir  désigné  par  x  \a  plus 
petite  partie  du  nombre  à  partager  ^  par  b  Texcès  de  la  moyenne 
sur  la  plus  petite,  et  par  c  l'excès  de  la  plus  grande  sur  la 
moyenne ,  on  a  reconnu  que  la  somme  Zœ  +  2b  +  c  devait  être 
égale  à  ce  nombre  ;  et ,  comme  ce  nombre  était  représeaté  par  a, 
on  a  posé  l'égalité 

De  là ,  ensuite ,  on  est  parvenu  facilement  à  la  valeur  de  a?. 

Proposons-nous  encore  ce  problème  :  Trouver  un  nombre 
dont  le  quintuple  diminué  de  IZ  soit  égal  à  son  triple  aug- 
menté de  U. 

£n  représentant  par  œ  le  nombre  inconnu ,  son  quintuple  di- 
minué de  13  sera  exprimé  par  5a?— 13 ,  et  son  triple  augmenté 
de  11  sera  exprimé  par  3a7  +  1 1 .  Or,  d'après  l'énoncé ,  il  faut  que 
ces  deux  quantités  soient  égales  :  donc  on  doit  avoir 

5a?  — 13  =  Sa? +11. 

Ajoutons  13  à  chaque  membre  de  cette  égalité,  puis  retranchons- 
en  3a?  ^  on  aura 

5a?— 13  +  13— 3a?=3a?+ 11+13  — 3a?, 
ou  bien  ,  en  effectuant  les  réductions , 

2a?=  24. 
Alors  en  divisant  par  2  on  obtient 

24 

c'est-à-dire  que  le  nombre  cherché  est  12.  En  effet,  si  on  ôte  13 
du  quintuple  de  12,  il  reste  47  -,  et  si  on  ajoute  11  au  triple  de  12, 
on  trouve  encore  le  môme  nombre  47. 
La  question  précédente  ne  renfermait  qu'une  seule  inconnue , 
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et  elle  n'a  conduit  qu'à  une  seule  égalité.  D'autres  questions  pour- 
raient contenir  plus  d'une  inconnue  et  donner  plus  d'une  égalité. 
Mais  quel  que  soit  le  nombre  des  inconnues,  la  solution  de  la 
question  devra  toujours  offrir  deux  parties  bien  distinctes.  Dans 
la  première ,  on  exprimera ,  au  moyen  des  signes  algébriques,  les 
relations  entre  les  quantités  connues  et  les  quantités  inconnues , 
ce  qui  mènera  à  égaler  entre  elles  certaines  expressions  ^  et ,  dans 
la  seconde ,  on  déduira  de  ces  égalités  les  valeurs  des  inconnues. 
La  première  partie  ne  peut  être  soumise  à  aucune  règle  précise  ; 
mais  la  deuxième  est  assujettie  à  des  règles  générales  qui  font  l'ob* 
Jet  principal  de  Talgèbre ,  et  dont  je  vais  commencer  Pexposition 
après  avoir  expliqué  quelques  nouvelles  dénominations  dont 
Tusage  est  continuel. 

65.  Lorsque  deux  expressions  algébriques  ne  sont  pas  actuelle- 
ment égales ,  mais  qu'elles  renferment  une  ou  plusieurs  quantités 
inconnues  qu*il  faut  déterminer  de  manière  qu'elles  deviennent 
égales,  on  les  joint  par  le  signe  =,  comme  si  elles  étaient  actuel-* 
lement  égales,  et  Ton  donne  à  l'ensemble  des  deux  expressions, 
amsi  réunies,  le  nom  Adéquation.  Par  exemple,  désignez  par  x 
une  quantité  inconnue,  et  posez 

ce  sera  là  une  équation.  La  quantité  2a; +3  étant  la  même  chose 
que  a?  +  7  +  a7  — 4,  on  reconnaît  sur-le-champ  qu'elle  ne  peut 
devenir  égale  à  a;  +  7  qu'en  donnant  à  a?  la  valeur  4. 

Lorsqu'on  peut  démontrer  que  deux  expressions  ont  des  va- 
leurs égales  et  qu'on  joint  ces  deux  expressions  par  le  signe  == , 
elles  constituent  une  égalité.  Ainsi ,  en  posant 

(a?  +  l)(a?— 2)=a?»— a?— 2, 

on  aurait  une  égalité  :  car  en  effectuant  le  produit  (a?+l)(ir— 2) 
on  trouve  a?» — x — 2. 

Si  on  désigne  par  a,  b,  c,  d,  quatre  quantités  connues  en  pro- 
portion géométrique,  et  qu'on  écrive  axd^=:bxc,  ce  sera  encore 
là  une  égalité  :  car  il  est  démontré  que  dans  toute  proportion  géo- 
métrique le  produit  des  extrêmes  est  égal  à  celui  des  moyens. 

Si  les  deux  quantités  séparées  par  le  signe  =  sont  égales  et  ex- 
primées tout  à  fait  de  la  même  manière,  elles  forment  une  iden-- 
tité.  Par  exemple,  on  a  des  idenlités  quand  on  écrit 

i-4y  x^  +  i'==x^  +  2. 


Qu'U  s'agisse  d'une  équation ,  d'une  égalité,  ou  d'une  identité, 
il  est  inutile  d'avertir  que  les  noms  de  premier  membre  et  de  se-- 
cond  membre  désignent  toujours  les  deux  quantités  séparées  par 
le  signe  ■=. 

64.  D'après  les  définitions  précédentes ,  quand  on  parle  X équa- 
tions, on  doit  toujours  entendre  qu'il  y  a  des  inconnues  à  trouver, 
et  que  les  valeurs  de  ces  inconnues  doivent  être  telles ,  qu'en  les 
substituant  à  la  place  des  lettres  qui  les  représentent,  les  équa- 
tions doivent  se  changer  en  de  véritables  égalités.  Le  mot  égalité 
rappelle  des  quantités  qui  sont  actuellement  égales,  mais  dont 
régalité  doit  être  démontrée ,  si  elle  ne  Ta  déjà  été.  Enfin  Viden- 
îité  est  une  égalité  évid^ente  d'elle-même. 

Dans  Tusage ,  on  s'écarte  souvent  de  l'acception  rigoureuse  des 
termes ,  et  on  confond  Péquation  avec  régalité.  Cela  tient  à  ce 
que,  dans  les  raisonnements ,  on  a  besoin  presque  toujours  de 
supposer  que  les  incq^^nues  soient  remplacées  par  leurs  valeurs  ; 
et ,  comme  ces  valeyi^é  doivent  rendre  effectivement  les  deux 
membres  de  chaque  équation  égaux  entre  eux,  on  conçoit  que,  ' 
sous  ce  point  de  vue  ^  les  équations  devienoent  des  é^^lités. 

Souvent  aussi,  lorsqu'on  veut  désigner  une  égalité  telle  que 
3  X  4 = 2  X  6,  ou  (a+i)  (a— 1)  =  a*— 1 ,  on  se  sert  du  mot  iden- 
tité :  c'est  que,  parla  pensée,  on  regarde  les  opérations  indiquées 
comme  déjà  effectuées,  et  qu'alors  en  effet  on  aurait  de  vraies 
identités,  12=12,  ou  a*  — i^a*— 1, 

65.  Déterminer  les  valeurs  des  inconnues  qui  sont  engagées 
dans  des  équations ,  c'est  chercher  toutes  les  valeurs  qui ,  étant 
mises  dans  ces  équations  à  la  place  des  inconnue^  »  peuvent  rendre 
les  deux  membres  égaux  eutre  eux*  Cela  s'appelle  résoudre  les 
équations. 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  vérifier  les  valeurs  des  inconnues ,  en 
les  substituant  dansj^les  équations;,  et  en  effectuant  tous  les  calculs 
indiqués  dans  les  deux  membres  de  chacune  d'elles  :  les  équations 
devront  devenir  identiques,  e'est-à-dire  se  réduire  à  des  Identités. 
On  dit  alors  que  les  équations  sont  vérifiées,  ou  bien  encore 
qu'elles  sont  satisfaites. 

66.  Les  équations  qu'on  peut  avoir  à  résoudre  ne  sont  pas  toutes 
également  simples*  Dans  un  trèâ^rand  nombre  de  cas ,  on  les 
ramène  à  ne  contenir  que  des  termes  joints  entre  eux  par  les  si- 
gnes +  et — )  daoft  lesquels  les  incQOQue«  toai  élevées  A  des  pois» 
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sances  positives ,  et  multipliées  soit  entre  elles ,  soit  par  des  quan- 
tités données.  Alors ,  ce  qu'on  nomme  le  degré  d'une  équatbn, 
c'est  la  somme  des  exposants  des  inconnues ,  prise  dans  le  terme 
où  cette  somme *est  la  plus  forte. 
Ainsi ,  par  exemple ,  considérons  les  équations 

[1]      2a?  — «=  &— X,         [2]      ax  —by  —cx^d, 
[3]      2a;»+a=:4a7+2,  [4]      jr^^—^x^— y^  —1, 

danslesquelleslesînconnues  sont  j:  et  y.  Les  équations  [l]et[2]  sont 
du  premier  degré ,  l'équation  [3]  est  du  second ,  et  l'équation  [4]  est 
du  cinquième. 

Quelques  principes  généraux  relatifs  aui  équations.  —  Transposition  des  termes. 

Évanouissement  des  dénominateurs. 

67.  On  peut  ajouter  ou  retrancher  une  même  quantité  aux 
deux  men^res  d'une  équation ,  sans  quelles  valeurs  des  incon- 
nues soient  altérées.  Il  est  évident  en  effet  que  les  mêmes  va- 
leurs, qui  satisfont  à  l'équation  dans  son  état  primitif,  doivent  y^ 
satisfaire  également  dans  le  second  état,  et  çice  çersâ. 

68.  De  là  il  suit  qu'on  peut  effacer  dans  Vun  des  membres 
d!une  équation ,  une  quantité  qui  est  ajoutée  ou  retranchée  à 
ce  membre,  pourçu  qu'on  V écrive  dans  Vautre  membre  avec 
un  signe  contraire.  Cela  revient  évidemment  à  ajouter  à  chaque 
membre  cette  quantité ,  prise  avec  un  signe  contraire  à  celui  dont 
elle  est  précédée  dans  le  membre  où  elle  se  trouve. 

Au  moyen  de  cette  règle,  on  pourra  faire  passer  d'un  membre 
dans  Faulre  tels  termes  qu'on  voudra ,  en  ayant  soin  de  changer 
leurs  signes.  C'est  ce  qu*on  appelle  la  transposition  des  termes. 
Ainsi ,  qu'on  ait  l'équation 

17a?— 3=45+110:. 

Si  on  veut  mettre  dans  le  premier  membre  les  termes  qui  eonlien-^ 
nent  x,  et  les  autres  dans  le  second ,  on  effacera  + 1 1  j?  dans  le 
second  membre ,  et  on  écrira  —  lia:  dans  le  premier  ;  et  pareille^ 
ment  on  effacera  —  3  dans  le  premier,  puis  on  écrira  4-  3  dans  le   j 
second.  Alors  Féquation  devient 

17a:— Ua:=45+3. 


S 


69»  On  peut  aussi ,  sans  que  les  valeurs  des  inconnues  soient    i 
altérées^  multiplier  ou  diviser  les  deux  membres  d'une  équatio  n    x 
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pat  une  même  quantité  y  pourvu  que  cette  quantité  ne  renferme* 
aucune  inconnue.  En  effet ,  les  mômes  valeurs  des  inconnues  doi- 
vent évidemment  satisfaire  à  l'équation  dans  les  deux  états  {% 

Toutefois  la  proposition  pourrait  cesser  d'être  vraie ,  si  la  quan- 
tité par  laquelle  on  multiplie  ou  on  divise  les  deux  membres  con- 
tenait des  inconnues  :  car,  si  cela  était,  certaines  valeurs  des 
inconnues ,  qui  satisfont  à  Téquation  dans  Tun  des  deux  états , 
pourraient  n'y  pas  satisfaire  dans  Tautre.  Par  exemple ,  qu'on  ait 
réquation  2x=4>  ©t  qu'on  multiplie  chaque  membre  para: — 1, 
il  viendra  %t{x — l)=:4(a: — 1)  :  cette  dernière  équation  admettra 
évidemment  la  valeur  a:=l,  qui  ne  satisfait  pas  à  la  première. 

70.  De  la  proposition  précédente  il  résulte  que,  si  une  quantité 
donnée  est  facteur  dans  les  deux  membres ,  on  pourra  simpliGer 
l'équation  en  divisant  les  deux  membres  par  cette  quantité.  Par 
exemple ,  si  on  a 

27a»6j?+18a56=39a*6*— 45a'a:, 

on  pourra  diviser  tous  les  termes  par  9a%  et  l'équation  deviendra 

Zbx+'iab:=:b^—^ax. 

71.  Une  autre  remarque,  qui  découle  immédiatement  de  la 
même  proposition ,  c'est  qu'on  peut  changer  les  signes  de  tous 
les  termes  d'une  équation  :  car  cela  revient  à  multiplier  les  deux 
membres  par — 1.  U  est  d'ailleurs  évident  (32)  que,  par  ce  chan- 
gement de  signes ,  les  valeurs  des  deux  membres  ne  font  que  chan- 
ger de  signe^  et  que  par  conséquent,  si  elles  sont  égales  avant, 
elles  le  sont  encore  après ,  et  vice  versa. 

72.  Cette  proposition  est  surtout  utile  pour  ramener  une  équa- 
tion qui  renferme  des  dénominateurs,  à  n'avoir  plus  que  des  termes 
entiers.  On  obtient  sur-le-champ  cette  transformation  en  multir 
pliant  les  deux  membres  par  une  quantité  qui  soit  divisible  par 
chaque  dénominateur  de  l'équation.  Alors,  en  effet,  chaque  terme 
fractionnaire  contiendra  dans  son  numérateur  tous  les  facteurs  de 
son  dénominateur,  de  sorte  qu'en  les  supprimant ,  la  division  in- 
diquée par  ce  dénominateur  se  trouvera  effectuée ,  et  il  p'y  aura 
plus  que  des  termes  entiers.  Quant  à  la  quantité  par  laquelle  on 
multiplie  l'équation ,  il  convient  de  choisir  toujours  la  plus  simple 


C)  l\  est  entendu,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  le  dire,  que  la  quantité  par  la- 
quelle ou  multiplie  ou  dltisc  l'équation ,  lyest  ni  nulle  ni  in8nie« 
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possible,  comme  on  le  fait  dans  la  rédaction  des  fi*action8  au  même 
dénominateur.  De  là  résulte  la  règle  suivante  : 

Pour  chasser  les  dénominateurs  dune  équatùm ,  on  forme 
une  quantité  dwisïble  par  chaque  dénomimueur ,  et  ordinai- 
rement on  la  prend  la  plus  simple  possible;  on  multiplie  en-* 
suite  chaque  terme  entier  par  cette  quantité  ^  et  le  numérateur 
de  chaque  terme  fractionnaire  par  le  quotient  que  donne  cette 
quantité  diméepar  le  dénominateur  ;  puis  on  supprime  tous 
les  dénominateurs. 

Comme  exemple  j  prenons  d'abord  l'équation 

ax      ,      a  ,  6x 

Ici  la  quantité  la  plus  simple  qui  soit  divisible  par  les  différents 
dénominateurs  n'est  autre  que  leur  produit.  Alors  la  règle  revient 
à  multiplier  le  numérateur  de  chaque  fraction  par  le  produit  des 
dénominateurs  des  antres ,  et  chaque  terme  entier  par  le  produit 
de  tou^  ces  dénominateurs.  De  cette  manière  il  vient 

ou  y  en  effectuant  les  multiplications , 

»  • 

Qax — 66* = 2a6  +  1  bbx. 
En  second  lieu  y  soit  Téquation 

a*x 8#      bx 

La  quantité  la  plus  simple  qui  soit  divisible  par  les  dénominateurs 
est  36a6%  et  les  quotients  sont  2a  ^  9ab,  4b\  Il  faudra  donc  mul- 
tiplier les  numérateurs  dçs  fractions  par  ces  quotients^  et  le  terme 
entier  5a  par  36a6*.  On  a  ainsi 

5ax36a6»+a*a:X2a=3a'X9aé— toX4fr  -, 

et,  eh  effectuant  les  produits, 

1  S0a^b^+^a^x='i7a^b—ib^x. 

Soit  encore  réquaUon 


&b      ab+b^      2a^^2b^' 
En  décomposant  les  dénominateurs  en  facteurs ,  ils  deviennent 

2.Z>b,    (a+b)/),    2(a+è)(a— 4)5 
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et  on  voit  qae  la  quantité  la  plus  simple  ^^i  puisse  se  diviser 
par  chacun  d*eux  est  2.3.b{a+b)  {a—b)  ou  6a*6-66^.  Les  quo- 
tients sont 

par  conséquent ,  pour  chasser  les  dénominateurs  de  l'équation , 
je  multiplierai  les  numérateurs  de&  fractions  piir  ces  quQtientS^et 
le  terme  entier  26  par  la  quantité  6a'6— 66^  Alors  il  vient 

1 2a*6'— 1  W—a?x + ab^x^^a}x-—%a^bx^^a'b'' . 

73.  Ce  qui  a  été  dit  dans  ce  paragraphe  est  applicable  à  toute 
espèce  d'équation,  et  suiBt  pour  résoudre  celles  du  l""'  degré. 

Résolution  d'une  équation  du  1**  degré  à  une  seule  inconnue. 

74.  La  difficulté  de  résoudre  les  équations  dépend  de  l^r  degré 
et  du  nombre  des  inconnues.  Je  vais  parcourir  ici ,  dans  différenta 
exemples,  tous  les  cas  que  peut  présenUj^^une  équation  du 
!•'  degré  à  une  seule  inconnue. 

Exemple  I.  Soit  Téquation 

[11  18;r:— 61=13^:— 31. 

En  transposant  13cc  dans  le  premier  membre,  et  —61  .d^ps  le 
second ,  on  aura 

iaa:-*^3êir=:61— 31 , 

et ,  en  effectuant  les  réductions , 

5a:=430. 

£nfm ,  en  divisant  les  deux  membres  par  5 ,  on  obtient 

De  là  on  conclut  que  l'inconnue  x  est  égale  à  6.  En  effet,  remar- 
quez que,  d'après  les  principes  des  n**'  68  et  69,  les  équations  suc- 
cessives par  lesquelles  on  est  passé  doivent  admettre  les  menées 
valeurs  de  a:  que  réquation  [1].  Or,  il  est  évident  que  la  der- 
nière ,  a:=6 ,  est  satisfaite  en  mettant  6  à  la  place  de  x,  et  qu'elle 
ne  peut  pas  l'être  autrement  ;  donc  H  en  doit  être  de  même  de 
l'équation  [1].  Ce  raisonnement  s'applique  à  tous  les  exemples 
qui  vont  suivre. 

Pour  vérifier  si  les  Calculs  ont  été  faits  avec  exactitude,  on  sub- 
stituera la  valeur  de  x  dans  Téquation ,  et  on  examinera  si  elle  la 
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rend  identique.  C'est  effèctivemeDt  ce  qui  arrive ,  car  on  trouve 
successivement 

18x6—61=13x6—31 , 
108—61=78—31 , 

47=47. 

75.  Exemple  n.  Soit  réquation 

Je  ferai  encore  passer  dans  le  premier  membre  les  termes  qui  con- 
tiennent :r  ^  et  dans  le  second  tous  les  autres.  Il  vient 

2aa:— ia:+3aa:=4a'— ai— 2^6,- 

et  j  en  réduisant ,  on  a 

Sax — 6ar=4a* — 3ab. 

Les  deu!K  membres  ne  peuvent  plus  ici  se  réduire  à  des  monômes  ; 
mais  en  remarquant  que  le  premier  est  la  m  Ame  chose  que  le 
produit  {5a--b)x,  l%iualion^ut  s'écrire  ainsi  : 

(6a— i)  a:=4a* — Sab. 

Alors  il  n'y  a  plus  qu'à  diviser  les  deux  membres  par  le  multi- 
plicateur de  x  >  et  l'on  obtiendra  la  valeur  de  cette  inconnue , 
savoir  : . 

__  AO'—^ab 
5a — b  * 

Vérification.  On  substitue  cette  expression  à  la  place  de  ac 
da«s  l'équation  [2],  on  effectue  |es  calculs,  et  l'on  parvient  à  une 
identité,  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

2a(4a^— 3a^>)      b{4a*—3ab)  ,  g  >  _ .  ,       ,     3a(Ja*— 3a6) 
5a— 6  5a— 6  ""  5a — b       * 

Sa^'^6a*b—4a'b+3ab^+10a*b—'lab^  _ 

ba-^b  ~ 

iOa^—4a:'b—5a^b+ab^—na^+Oa''b 

ba—b  ' 

Sa^+ab^  _  Sa^+ab^ 
6a — b  5a--b 

75.  EXEMPLE  III.  Soit  réquation 
t^J  4       ^~"  3       6" 
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On  peut  encore  suivre  la  même  marche  que  dans  les  exemples 
précédents  :  mais  il  est  plus  commode  de  chasser  les  dénomina- 
teurs par  la  règle  connue  (72).  Le  calcul  se  réduit  à  convertir  tous 
les  termes  en  douzièmes  et  à  supprimer  le  dénominateur  commun. 

Il  viendra 

3jr— 48    =20a:— 14, 

dx—iOxz=z4i  —14, 

— 17x  =34 , 

Pour  passer  de  Téquation  -^17ar=34  k  la  valeur  de  x,  c'est 
par  -—17  qu'on  doit  diviser  34,  et  c'est  ce  qui  amène  le  quotient 
négatif — 2. 

Férification.  On  substitue  la  valeur  0:=  — 2  dans  l'équa- 
tion [3] ,  et  il  vient 

>-2  ->2x5       7 

4  3  6' 

_  6^_48__40_14 

12       12  ■"      12       12' 
_^54 54 

12  ~      12* 

77.  Exemple  IV.  Soit  l'équation 

^  ^  2a»       a+b  ~  a^—¥       4a 

On  chasse  d^abord  les  dénominateurs  au  moyen  de  la  règle  du 
n"*  (72),  ce  qui  revient  à  multiplier  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion par  la  quantité  4a*(a»— i>)  :  on  a  ainsi 

ebxia^—b^'.—ia^a—b)  {3c—b)-4a\bx—(ty-ax{a^'-b% 

Ensuite ,  pour  mettre  en  évidence  les  termes  affectés  de  x ,  on 
effectue  les  multiplications ,  et  il  vient 

6a*6a:— ôô^j: -4a*j:+ 4a*ia:+4a'6— 4a«i' 
=4a*6j: — 4a^ — à?x-\-  ab^x. 

En  transposant ,  réduisant  et  ordonnant ,  on  trouve 

^^a}x+&a:'bx^ab*X'-Qb^x=.—Aa'^—4a^b'i-4a'b\ 

D'après  la  remarque  du  n'»  71,  on  aurait  pu  donner  le  signe+au 
premier  terme  Za^x  ^  en  ayant  soin  de  changer  tous  les  signes  de 
l'équation.  De  cette  manière ,  la  dernière  équation  eût  été 

^a^x--^^bx+ab^x+%b^x=4a^ + Aa^b^Wb^. 
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On  peut  récrire  ainsi  : 

et  par  suite  on  a 

^  —  3a?— 6a*6+«6«+6ft3' 
78.  Exemple  V.  Soit  Téquation 

[5]  7^  +  1=    ^ 


Comme  l'inconnue  x  est  engagée  dans  les  dénominateurs  ^  on  ne 
Toit  pas  comment  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  a:  ^  si  on  ne 

les  fait  pas  disparaître.  Mais  en  les  chassant ,  il  vient 

puis,  en  transposant  et  réduisant , 

a:=— 3. 

Remarque.  Les  règles  pour  chasser  les  dénominateurs  sont 
fondées  sur  le  principe  du  n°  69,  lequel  peut  cesser  d'être  vrai 
quand  rinconnue  se  trouve  dans  la  quantité  par  laquelle  on  mul- 
tiplie ou  on  divise  l'équation.  Or  l'évanouissement  des  dénomina- 
teurs revient  à  multiplier  toute  l'équation  par  un  produit  divisible 
par  chaque  dénominateur  5  par  conséquent ,  lorsque  l'inconnue 
entre  dans  les  dénominateurs ,  et  c'est  ce  qui  arrive  à  l'équa- 
tion [ô] ,  il  y  a  lieu  d'examiner  si  toute  valeur  de  x  qui  s^isfait 
à  l'équation,  avant  la  disparition  de  ces  dénominateurs,  y  satisfait 
encore  après ,  et  çice  ^ersâ. 

Afin  de  n'effectuer  que  des  changements  qui  n'altèrent  point 
l'inconnue,  transportons  le  2«  membre  dans  le  1",  et  réduisons 
tout  au  même  dénominateur  :  il  vient 

\—X^ 

Si  on  égale  1©  numérateur  à  zéro,  on  a  0:=.— 3  5  c'est  la  valçujf 
trouvée  plus  haut ,  et  elle  convient  véritablement  à  l'équation  ci- 
dessus  ,  car  en  la  substituant  à  la  place  de  x  le  !•»  membre  devient 
égal  à  zéro.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'aucune  autre  valeur  ne  le 
rendrait  égal  à  zéro  ;  ainsi ,  dans  ce  cas ,  on  peut  ne  tenir  aucun 
compte  du  dénominateur. 
Il  n'en  est  pas  toujours  de  même  :  car,  dans  certains  cas ,  une 
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valeur  qui  rend  nul  le  numérateur  d'une  fraction  peut  aussi  rendre 
nul  son  dénominateur ,  et  alors  la  fraction  peut  n'être  pas  nulle* 
Je  reviendrai  plus  tard  »  avec  quelques  développements ,  sur  cette 
observation^  et  en  même  temps  je  parlerai  des  valeurs  infinies 
dont  j'ai  fait  abstraction  jusqu'ici.  Foyez  le  Chapitre  V. 

79.  Laissant  pour  le  moment  ces  difficultés  de  côté ,  je  résu- 
merai dans  la  règle  suivante  toufes  les  explications  qui  viennent 
d'être  données  au  sujet  des  équations  du  1*'  degré. 

l<»  Chassez  les  dénominateurs,  s'il  y  en  a,  et  effectuez  les 
opérations  nécessaires  pour  que  V équation  ne  contienne  plus 
que  des  termes  multipliés  par  Vinconnue,  et  des  termes  tout 
connus  ; 

2*  Transposez  dans  le  !•'  membre  les  termes  affectés  de 
V  inconnue  y  et  dans  le  2*  les  termes  tout  connus; 

3^  Donnez  au  1*'  membre  la  forme  d'un  produit  dont  T in- 
connue soit  Vun  des  facteurs  y  et  alors  divisez  les  d^giiv.  mem- 
bres par  le  multiplicateur  de  cette  inconnue.       - 

Le  lecteur  qui  voudrait  dès  à  présent  s'exercer  à  la  résolution 
des  problèmes  peut  se  transporter  à  la  page  65,  et  suivre  ensuite 
Jusqu'aux  problèmes  de  la  page  73. 

.    RiMlaUoii  de  deux  équaUoDs  du  1*'  degré  à  deux  incoonues» 

80»  Quand  on  a  à  résoudre  des  équations  du  1''  degré  qui 
contiennent  deux  inconnues ,  le  moyen  qu'on  emploie  consiste 
principalement  à  ^/i77z//2er  Tune  de  ces  deux  inconnues»  c'est-à^ 
dire  à  déduire  des  deux  équations  données  une  nouvelle  équation 
qui  ne  renferme  plus  cette  inconnue ,  et  de  laquelle  on  puisse  tirer 
la  valeur  de  l'inconnue  restante.  Plusieurs  méthodes  peuvent  être 
employées  pour  effectuer  cette  élimination  :  je  vais  les  exposer 
successivement. 

81.  PREMiàafi  MÉTHODB,  dans  laquelle  V élimination  est 
faite  par  comparaison.  L'explication  sera  plus  focile  en  prenant 
an  exemple.  Soient  les  deux  équations 

[1]  3y-7:c=i4, 

[2]  2y+5x=22. 

Supposons  pour  un  moment  qu'on  soit  assuré  qu'il  existe  deux 
nombres  qui ,  mis  à  la  pjace  de  x  et  de  y^  satisfassent  en  mêr«^»— 
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temps  à  ces  deux  équations  -,  et  considérons  xety  comme  repré- 
sentant ces  nombres  eux-mêmes  :  alors  on  pourra  raisonner  sur 
ces  équations  comme  si  elles  étaient  des  égalités  actuelles.  Or  ces 
équations  donnent 


[3]  y= 

[4]  y= 


3      ' 
22— 6x 


2      ' 
et  comme  ces  valeurs  doivent  être  égales ,  on  a 

[5]  __=.__. 

Voilà  donc  uae  équation  du  1"  degré  à  laquelle  l'inconnue  x  doit 
satisfaire,  et  par  conséquent  on  en  pourra  tirer  la  valeur  de  cette 
inconnue.  Par  les  procédés  établis  dans  le  paragraphe  précédent , 
on  aura 

l4a:+8  =  66— I5ar, 
29x=bSi 
x=2. 

En  mettant  cette  valeur  de  x  dans  une  des  deux  expressions  dey, 
qui  sont  écrites  plus  haut,  on  connaîtra  la  valeur  de  cette  inconnue. 
Il  est  d'ailleurs  évident  qu'en  faisant  cette  substitution  dans  Tune 
ou  dans  l'autre ,  on  doit  trouver  le  même  résultat  :  car  la  valeur 
de  Xy  ayant  été  déduite  de  l'équation  [5] ,  doit  rendre  identiques 
les  deux  membres  de  cette  équation ,  lesquels  sont  précisément  les 
deux  expressions  de  y  dont  il  s'agit.  La  substitution  étant  faite 
dans  la  première ,  il  vient 

_7X2+4_18 
•^"^       3       ~  3 

Ainsi  les  valeurs  des  deux  inconnues  sont 

Par  la  manière  dont  cçs  valeurs  ont  été  trouvées,  on  est  certain 
qu'elles  conviennent  aux  deux  équations  données.  En  effet,  elles 
conviennent  évidemment  aux  équations  [3]  et  [4]-,  et  comme 
celles-ci,  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  transposant  dans 
le  premier  membre  les  termes  en  x,  ramènent  aux  proposées  [l] 
et  [2],  il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  a:  et  de  y  doivent  aussi  satis- 
faire à  ces  équations. 
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Cette  remarque  était  nécessaire  :  car,  pour  arriver  aux  valeurs 
a?=2,  y==6,  on  a  supposé  qu'il  y  avait  des  valeurs  de  a?  et  dey 
qui  vérifiaient  les  deip  équationsMonnées ,  et  rien  ne  prouvait  que 
cette  supposition  fût  vraie.  II  restait  donc  encore  à  examiner  si 
{es  valeurs  trouvées  pour  ;r  et  y  satisfont  réellement  aux  deux 
équations. 

Dans  cette  vue ,  on  aurait  pu  substituer  ces  valeurs  immédiate-- 
inent  dans  les  équations ,  afin  de  voir  si  elles  les  rendent  identi- 
gues.  Cest  en  effet  ce  qui  a  lieu  :  car,  par  cette  substitution ,  la 
première  devient 

3X6—7X2=4,  ou  18— 14=:4,  ou  4=4-, 

et  la  seconde 

2X6+6X2=^22,  ou  12+10=22,  ou  22=22. 

Toutefois,  on  doit  comprendre  qu'une  pareille  vérification  ne 
prouve  rien  pour  le  cas  où  Ton  aurait  d'autres  équations  à  résou- 
dre ;  par  conséquent ,  une  démonstration  fondée  sur  le  procédé 
même  qui  sert  à  trouver  les  valeurs  des  inconnues  était  indispen- 
sable pour  prouver  que  ces  valeurs  doivent  toujours  satisfaire  aux 
équations. 

82.  Deuxième  méthode,  dans  laquelle  V élimination  est 
faite  par  substitution.  Reprenons  les  deux  équations 

[6]  .3y— 7a?=4, 

[7]  2y+6x=222; 

et  considérons  toujours  x  et  y  comme  représentant  deux  nombres 
qui  satisfont  à  ces  équations.  De  la  première,  on  tire 

[8]  y='^. 

On  peut  donc,  dans  la  seconde  équation,  remplacer  y  par  cette 
valeur-,  et  cette  équation,  ne  renfermant  plus  alors  que  la  seule 
inconnue  a:  sans  cesser  d'être  du  1*'  degré,  servira  à  déterminer 
cette  inconnue.  La  substitution  donne 

m  2X^^  +  6a:=22-, 

■ 

et  de  cette  équation  on  déduit  successivement 

l4x+8+X6a:=:66, 
29a:=68 , 
a:=2. 
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Cette  vafenr  étant  mise  dans  celle  dey,  qui  a  été  Urée  de  la  pre- 
mière équation ,  on  trouve  encore 

On  a  donc ,  pour  x  et  y,  les  mômes  valeurs  que  tout  à  Tbeure. 
Mais  il  faut  s'assurer  que  ce  nouveau  procédé  doit  toujours  don-« 
ner  des  valeurs  qui  conviennent  aux  équations  proposées. 

H^narquons  d'abord  que  la  valeur  ^=6  ayant  été  trouvée  en 
faisant  x^2  dans  Téquation  [8],  il  s'ensuit  que  les  valeurs  a;=2 , 
y—6j  doivent  satisfaire  à  cette  équation.  Or,  en  multipliant  par  3 
et  remettant  7x  dans  le  premier  membre ,  cette  équation  devient 
•  l'équation  [6]  -,  donc  déjà  les  valeurs  x=2 ,  .y=6 ,  satisfont  à 
l'équation  [6]. 

Ensuite,  la  valeur  x=^2  doit  vérifier  l'équation  [9]  d'où  elle  est 
déduite.  Mais,  dans  cette  équation ,  la  fraction  qui  est  multipliée 
par  2,  n'étant  autre  chose  que  le  deuxième  membre  de  l'équa- 
tion [8] ,  doit  devenir  égale  à  6  quand  on  remplace  x  par  2  ;  donc 
il  revient  tout  à  fait  au  même  de  faire  :r~  2  dans  l'équation  [Ô] ,  ou 
bien  de  faire  a:=2  et  7=6  dans  l'équation  [7];  par  conséquent, 
cette  dernière  se  trouve  aussi  vérifiée  par  les  valeurs  x=^2\  y— 6. 

83.  Troisième  méthode,  rfa/i^  laquelle  V élimination  est  faite 
par  RÉDUCTION.  Il  faut  d'abqrd ,  par  des  préparations  convenables, 
amener  chacune  des  deux  équations  à  la  forme 

ax+hy:=^c. 
Alors  oa  voit  que  si ,  dans  les  deux  équations,  Tune  des  iticonnueft 
avait  le  môme  coefiicient,  on  ferait  disparaître  cette  inconnue  en 
retranchant ,  membre  à  membre ,  les  équations  l'une  de  l'autre , 
ou  bien  en  les  ajoutant ,  selon  que  les  termes  qui  contiennent  cette 
inconnue  seraiept  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  De  cette 
manière ,  on  formerait  une  nouvelle  équation  qui  ne  renfermerait 
plus  que  l'autre  inconnue ,  et  on  en  pourrait  tirer  la  valeur  de  cette 
inconnue»  Or,  il  est  évident  qu'on  amènera  toujours  une  inconnue 
à  avoir  le  môme  coefficient  dans  les  deux  équations,  en  multipliant 
les  deux  membres  de  chaque  équation  par  le  coefficient  dont  cette 
inconnue  est  affectée  dans  Tautre  équation  :  ainsi ,  voilà  un  nou- 
veau moyen  de  résoudre  les  deux  équations. . 

Pour  exemple ,  reprenons  encore  les  équations 

iy—1x=A , 
2y+5a:=22. 


\ 
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Si  on  veut  d'abord  connattre  x,  on  multipliera  les  deux  membres 
de  la  première  équation  par  % ,  coefficient  dey  dans  la  seconde ,  et 
les  deux  membres  de  la  seconde  par  3,  coefficient  dey  dans  la  pre^ 
mière.  Par  ces  multiplications ,  les  équations  deviennent 

6y+15:r=66; 
et  en  les  retranchant  l'une  de  Taulre ,  membre  à  membre ,  on  a 

29a:==68,    d'où    x  =  % 

Pour  avoir  y,  on  pourrait  substituer  cette  valeur  dans  Tune  des 
deux  équations  proposées.  Mais  si  on  veut  trouvery  parle  même 
procédé  que  x,  on  multipliera  la  première  de  ces  équations  par  5, 
coefficient  de  x  dans  la  deuxième  *,  et  la  deuxième  par  7,  coefficient 
de  X  dans  la  première.  Par  là  elles  deviennent 

15y— 35a:=20, 
Uy+35x^l^i', 

puis  en  ajoutant  celles-ci ,  membre  à  membre ,  on  a 

29y=174,     d'où    y =6. 

On  retrouve  donc  encore  les  mômes  valeurs,  x=2  et  y =6,  que 
par  les  deux  autres  procédés. 

Cette  troisième  méthode  est,  comme  on  voit,  assez  simple-,  mais 
il  importe ,  comme  dans  les  deux  précédentes,  de  faire  voir  que 
les  valeurs  de  x  et  de  y,  auxquelles  elle  conduit ,  ne  peuvent  pas 
itianquer  de  satisfaire  aux  deux  équalions.  Comme  ceci  exige  des 
explications  qu'il  serait  difficile  de  suivre  sur  des  équations  parti- 
culières ,  je  repréisenteraî  les  deux  équations  d'une  manière  géné- 
rale par 

^^^  î  A-B'. 

Cela  posé ,  si  on  les  multiplie  respectivement  par  des  nombres 
quelconques  m  et  n,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute,  on  a  mk+nAf 
=r7wB+wB'i  et  je  vais  montrer  qu'on  peut  remplacer  par  cette 
équation  Tune  des  deux  proposées,  la  deuxième ,  par  exemple  : 
cY\^t-à-dire  que  les  deux  équations  [a]  ont  absolument  les  mêmes 
solutions  que  celleshcl 

^  ^  \  »îA+nA'=mB+/iB'. 
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En  effet,  si  de  la  dernière  on  retranche  le  produit  de  la  précé* 
dente  par  /w,  il  vient  nA!=nB';  ou,  en  divisant  par  n,  A'=B'. 
Donc ,  de  môme  que  le  système  des  équations  [b]  est  une  consé- 
quence du  système  [à],  réciproquement  le  système  [à]  est  une 
conséquence  du  système  [ô].  Donc  les  valeurs  de  a:  et  de  ^  qui 
conviennent  au  dernier  ne  peuvent  pas  manquer  de  convenir  aussi 
au  premier.  Or,  si  les  multiplicateurs  metn  sont  choisis ,  comme 
on  le  fait  dans  la  S^  méthode,  de  manière  que  l'équation 
mA+7iA'=mB+7iB'  ne  contienne  plus  y,  si  de  cette  équation  on 
tire  la  valeur  de  x^  et  si  on  la  substitue  dans  l'équation  A=B  pour 
en  tirer  la  valeur  de  y,  il  est  évident  qu'on  aura  ainsi  des  valeurs 
de  x  et  dey  qui  conviendront  aux  équations  [b]  :  donc  elles  con- 
viendront aussi  aux  proposées  [a]. 

Maintenant  il  faut  encore  justiGer  le  procédé  dans  lequel  on 
calcule  la  seconde  inconnue  de  la  même  manière  que  la  première. 
Supposons,  à  cet  effet,  qu'après  avoir  déduit  des  équations  [a], 
l'équation  wA+/îA'=mB+7iB',  on  les  multiplie  de  nouveau  par 
d'autres  nombres  m' et  n'^  et  qu'on  les  ajoute  encore ,  on  aura 
une  nouvelle  équation  /n'A+n'A'=m'B+/i'B'  :  et  je  dis  qu'on 
peut  aussi  considérer  les  équations  [à]  comme  des  conséquences 
de  celles-ci  : 

l  wA+7iA'=mB-l-nB', 

'■^■'  I  m'A+7i'A'=m'B+n'B'. 

Pour  le  montrer,  multiplions  ces  dernières  respectivement  par  nf 
et  7^,  puis  retranchons-les  l'une  de  l'autre  :  A'  et  B'  disparaissent, 
et  il  vient 

[pin'—nm')  A=  {mn'—nm!  )  B ,  ou  A=B, 
Pareillement,  en  multipliant  les  équations  [c]  par  m' et  m,  et  en 
retranchant  la  première  de  la  seconde,  il  vient 

(mn!—nm)  A'=  {mri—nm')  B' ,  ou  A'=B'. 

Ainsi,  les  deux  systèmes  [a]  et  [c]  sont  réciproquement  une  con- 
séquence l'un  de  l'autre.  Or,  on  peut  choisir  les  multiplicateurs 
m^riy  Tri  y  ri,  de  telle  sorte  que  la  première  équation  [c\  ne  ren- 
ferme plus  y  y  et  que  la  deuxième  ne  renferme  plus  x.  Il  est  donc 
évident  que  les  valeurs  qu'on  en  tire  immédiatement,  pour  xet  j^> 
doivent  convenir  aux  proposées.  C'est  ce  qui  restait  à  démontrer. 
84.  Remarques.  J'ai  supposé  qu'on  obtenait  les  équatioiis  [c] 
par  voie  d'additioi\.  Cette  manière  d'opérer  comprend  celle  où 
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l'on  emploierait  la  soustraction  :  car  sL  par  exemple ,  après  avoir 
multiplié  les  équations  [à]  par  m  et  rif  on  voulait  retrancher  la  2« 
de  la  1'%  cela  reviendrait  évidemment  à  les  ajouter  après  les  avoir 
multipliées  par  met—n. 

J'ai  aussi  supposé  tacitement  que  mnl-^rmi  n'était  pas  zéro.  Si 
cela  était,  les  équations  dans  lesquelles  la  quantité /nn' — mri  était 
facteur  des  deux  membres,  se  réduiraient  identiquement  à^=0, 
et  Ton  n'en  pourrait  plus  conclure  A=^B ,  A'— B'.  11  suit  delà  que , 
pour  remplacer  les  équations  [a]  par  les  équations  [c],  il  faut  choi- 
sir m,  riy  m',  n',  de  manière  qu'on  n'ait  pas  miï-^nni^=Q^  ou,  ce 

qui  est  la  mèmà  chose,  — =— r  :  c'est-à-dire  que  les  nombres 

m  et  72  ne  doivent  pas  être  proportionnels  à  wl  et  rtl.  Or,  quand 
on  fait  rélimination  par  réduction  (85),  on  prend  pour  m  et  /i 
les  coeiBcients  de  y  dans  les  équations  proposées ,  et  pour  w!  et  rt! 
ceux  de  x  :  si  donc  les  coefficients  de  x  sont  proportionnels  à  ceux 
de  y,  la  méthode  semblera  en  défaut.  Cette  difficulté  sera  éclaircie 
plus  tard  (131). 

L'opération  par  laquelle  on  rend  égaux  les  coefficients  de  Tin- 
connue  qu'on  fait  disparaître  est  parfaitement  analogue  à  la  ré- 
duction des  fractions  au  même  dénominateur,  et  elle  présente  les 
mômes  simplifications.  Par  exemple,  si  les  équations  étaient 

21y+20x=l^S , 
77y— 30x^295 , 

comme  les  coefficients  dey  se  décomposent  en  74:3  et  7x11 ,  6n 
les  rendrait  égaux  en  multipliant  les  équations  respectivement  par 
1 1  et  par  3.  Semblablement ,  ceux  de  x  deviendraient  égaux  en 
^multipliant  les  équations  par  3  et  par  2. 

Les  deux  premières  méthodes  amènent  le  plus  souvent  des  dé- 
nominateurs qu'il  faut  faire  disparaître.  Cet  inconvénient  n'a  pas 
lieu  dans  la  troisième;  et  ménle  il  est  à  observer  qu*avec  un  peu 
d'habitude  on  pourra ,  quand  les  coefficients  seront  peu  compli- 
qués ,  effectuer  d'un  seul  coup ,  comme  si  c'était  une  opération 
unique ,  et  les  multiplications  qui  réduisent  à  l'égalité  les  eo^fi- 
cients  d'une  inconnue,  et  l'addition  ou  la  soustraction  qui  fait 
disparaître  cette  inconnue. 

Quelque  méthode  qu'on  emploie ,  il  est  clair  qu'après  l'élimina- 
tion d'une  inconnue ,  l'équation  résultante  doit  toujours  donner 
la  même  valeur  pour  rioconnue  restante.  Il  suit  de  là  que  si ,  en 
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bisant  usage  d'uo  procéda  d'élimination ,  on  ramène  réqaation 
résultante  à  la  forme  ax^,  aetb  étant  des  quantités  connues^ 
on  sera  sûr  que  tout  autre  procédé  donn^a  ou  la  môme  équation, 
ou  une  équation  qui  ne  différera  de  celle-là  que  par  un  facteur 
commun  à  ses  deux  membres  :  autrement ,  on  n'aurait  pas  la 
même  valeur  pour  x. 

t. 

Résolution  d'uD  nombre  quelconque  d'équations  du  1"  degré,  contenant  on 

pareil  nombre  dlnconnues. 

8K.  Soient  les  équations 

[1]  4x— 3y+2z=40, 

[2]  Ôx+9y^7z=^i7, 

[3]  9x+Sy^3z=97. 

Par  Tune  des  trois  méthodes  connues ,  on  pourra  éliminer  l'in^ 
connue  z  entre  la  première  équation  et  chacune  des  deux  autres. 
Si  on  emploie  rélimination  par  réduction ,  il  vient  sur^le-chAmp 

[4]  38x— 3y=374 , 

{5J  30x+7y=:8l4. 

tes  valeurs  de  x  et  dey  devront  satisfaire  à  ces  deux  équations,  et 
par  conséquent  on  saura  les  déterminer. 

Si  entre  ces  deux  équations  on  élimine  y,  toujours  par  réduction, 
on  trouve  356x=3560,  d'où  a:=10. 

En  mettant  cette  valeur  dans  l'équation  [4],  on  a  380—3^^=374, 
d'où  y=2. 

Enfin ,  en  portant  les  valeurs  de  or  et  y  dans  l'équation  [1]  on 
trouve  40—6 + 2^=240,  d'où  z^S. 

Donc  les  valeurs  des  trois  inconnues  seront  :r=10,y=2,  ^=3r 

U  est  bien  évident  que  ces  valeurs  sont  les  seules  qui  puissent 
satisfaire  aux  trois  équations  proposées  ;  mais  est^il  certain  qu'elles 
y  satisfassent  ?  Pour  s*en  assurer,  il  faut  observer  que ,  par  la  itia** 
oière  dont  ces  valeurs  ont  été  trouvées ,  on  est  sûr  qu'elles  doivent 
satisfaire  aux  équations  [1],  [4],  [5].  Mais,  d'après  ce  qui  a  été 
exposé  n*  83,  Téquation  [2]  est  une  conséquence  des  équations  [1] 
et  [4]  ;  et  l'équation  [3]  est  une  conséquence  de  [1]  et  [5]  :  donc 
les  valeurs  de  ce,  y,  z,  qui  vérifient  les  équations  [1],  [4],  [5],  ne 
peuvent  pas  mstnquer  de  vérifier  aussi  les  équations  [1],  [2],  [3]. 
.  86.  Eok  généralisant  le  procédé  qui  vient  d'être  employé  pour 
trois  équations  f  m  peut  établir  ia  règle  suivante  : 
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Pour  résoudre  plusieurs  équaiiorMUi  1**  degré  en  nofnbre 
égal  aupo  inconnues,  éliminez  un^mconnue  enire  Vune  de 
ces  équations  et  chacune  des  autres  :  vous  aurez  aùtsi  de  ncu* 
i^eUes  équations,  qui  renfermeront  une  inconnue  de  nwins^ 
qui  seront  en  nombre  égal  à  celui  des  inconnues  res\flntes,  et 
qui  seront  encore  du  1*'  degré.  Opérez  sur  ces  équations  câmme 
sur  les  proposées,  c'est-à-dire  éliminez  encore  une  in€^^i0e 
entre  Vune  de  ces  nouvelles  équations  et  chacune  des  autres. 
En  continuant  toujours  dt  même,  vous  parviendrez  à  une 
équation  du  1*'  degré  qui  ne  renfermera  plus  qu'une  seule 
inconnue.  Alors,  de  cette  dernière  équation  vous  tirerez  la 
valeur  de  cette  inconnue-^  puis,  remontant  aux  équations pré^ 
cédentes,  vous  déterminerez  successivement  les  valeurs  des 
autres  inconnues. 

87.  Quand  on  apercevra  des  facteurs  communs  à  tous  les  termes 
d'une  équation ,  il  ne  faut  pas  oublier  de  les  supprimer  :  par  là  on 
rendra  les  calculs  plus  simples.  Soient,  par  exemple ,  les  équations 

lOx— 20y4-30jz=:;60, 
8x+12y— 16jz=80, 
27j>— 18y+4S2=234. 

On  voit  que  la  !»•  peut  se  diviser  par  10,  la  2*  par  4,  ette3«par9. 
En  conséquence ,  au  lieu  des  équations  ci^lessus ,  on  aura  à  ré- 
soudre les  suivantes  : 

2:r+3y— 4^=20, 
3a>^2y+5z=26. 

L'élimination  de  ce,  entre  la  1'®  de  ces  équations  et  les  deux  au* 
très ,  donne  ces  deux-ci 

7y— 102=8, 
4y—  4^=8  : 
ou  bien ,  si  on  simplifie  la  dernière  en  la  divisant  par  4, 

■ 

y —    z=2. 

L'élimination  de  y  entre  celles-ci  donne  3^=6 ,  d^où  z=2. 

On  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  y— «=2,  et  il  vient 
y— 2r=2,d'oùy:=4. 

Enfin  I  on  met  les  valeurs  de  y  et  de  js  dans  l'équation 
iT-S^y'+S^tee^  et  Von  9k  a?— 8+6=^6,  d'où  a?s?8w 
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88.  Un  cas  doU  être  vÊ^  ici  parce  qu'il  embarrasse  quelque- 
fois les  commençants  :  c^^elui  où  toutes  les  inconnues  n'entrent 
pas  dans  chacune  des  équations.  La  méthode  ne  change  pas  pour 
ûe\à  ;  seulement  il  y  aura  quelques  éliminations  de  moins  à  effec- 
tuer. Coàime  exemple ,  prenons  les  quatre  équations 

A-  ^  7m— 13z=97, 

10y_  3a:=ll,  ' 

II  est  visible  qu'eq  éliminant  l'inconnue  u  entre  les  deux  pre- 
mières, réquatlon  Résultante  ne  contiendra  que  les  deux  incon- 
nues xeiz^  par  conséquent ,  en  la  joignant  à  la  dernière ,  on  aui^a 
deux  équations  qui  feront  connaître  ces  deux  inconnues.  Ces  deux 
équations  sont 

98x+39i=:138, 

2x—llz=50. 

Pour  éliminer  x,  multiplions  la  dernière  équation  par  49,  et 
retranchons-la  de  la  précédente,  il  vient 

5782=-- 2312,    d'où    «=-4. 

Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  2a: — 1U=:50,  on  trouve 

2a:+44=50,    d'où    x-S. 

Enfin ,  remontons  aux  équations  proposées ,  et  mettons  la  va- 
leur x=S  dans  la  deuxième  et  la  troisième  :  elles  deviennent 

3M+42=r57,|  (^=5, 

Ainsi  les  valeurs  cherchées  sont  m=5  ^y=2jX=S ,  js= — 4. 

89.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  encore  à  résoudre  les  trois 
équations 

ay+bx=c, 

cx+az=b, 

bz-{'€y:=a. 
Il  devra  trouver 

"^•^      2bc      '^~      ^ac       '^''~^      • 

90.  Quand  on  propose  de  résoudre  des  équations  du  l«'  degré 

en  nombre  égal  aux  inconnues ,  il  suit  de  la  règle  établie  n"»  80      j 
qu'il  existe ,  pour  les  inconnues ,  un  système  de  valeurs  propres     , 
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à  vériSer  les  équations,  et  qu'il  n'en  existe  qu'un  seul.  Toutefois 
.  il  ne  faut  pas  donner  une  troj[>  grande  généralité  à  cette  conclu- 
sion :  car.  dte  est  su^éttei  des  exceptions  dont  je  parlerai  bientôt 
(ri~  109^1  lî). 

-  Supposons  que  le  nombre  des  équations  surpasse  celui  des  in« 
connues ,  et  que ,  par  exem[rfe ,  on  ait  cinq  équations  entre  trois 
iiaeonnues  x^  y  y  z.  On  pourra  considérer  à  part  trois  de  ces  équa- 
tions, lesquelles  détermineront,  sauf  exception,  un  système 
unique  de  valeurs  pour  j?,  y,  z;  et  après  avoir  trouvé  ces  valeurs 
il  laudra  ('!(aminer  si  elles  vérifient  aussi  les  deux  autres  équationsy 
Or.  à  nioi^s|««Que  ces  équations  n'aient  été  choisies  d'une  manière 
pertif4ilière^M:xHte  vérification  ne  doit  pas  avoir  lieu ,  et  par  con- 
séquent il  n'existera  pas  de  valeurs,  poUr  les  inconnues,  ciui 
puisscint  comenir  ;iux  cinq  équations  à  la  fois. 

Supposons  au  conti  aire  qu'il  y  ait  plus  d'inconnues  que  d'équa-* 
tiens  :  par  exemple,  trois  équations  et  cinq  inconnues  x^  y,  z,  u^  ç. 
On  pourra  donner  ^es  valeurs  arbitraires  à  deux  inconnues ,  U 
eti^y  puis  déterminer,  au  moyen  des  trois  équations,  des  valeurs 
correspondantes  pour  x,  y,  z.  En  changeant  les  valeurs  de  u  et  i^, 
on  aurait  un  autre  système  de  valeurs  -,  et  on  en  trouverait  ainsi 
une  infinité.  Mais  il  sera  mieux  de  n'attribuer  aucune  valeur  par*r 
ticulière  kunikç,  et  de  résoudre  les  (rois  équations  comme  si 
u  et  V  étaient  des  quantités  données.  De  cette  manière  on  obtien- 
dra ,  pour  Xyy,z,des  formules  dans  lesquelles  entreront  u  et ç, 
et  qui  feront  connaître  les  valeurs  de  x,y,  z,  correspondant  à 
tdles  valeurs  qu'on  voudra  de  u  et  de  (^. 


CHAPITRE  IV. 

PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


Règle  pour  mettre  les  problème»  en  équation. 

M .  L'énoncé  d'un  problème  fait  connaître  les  conditions  que 
les  inconnues  doivent  remplir ,  de  telle  sorte  qu'en  prenant  à 
volonté  des  valeurs  pour  les  inconnues ,  il  est  toujours  facile  da 
vérifies*  9i  elles  remplissent  ces  conditions.  Dans  la  plupart  des 
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quesUona  qui  sont  du  ressort  de  l'algèbre,  ces  vérifications  con- 
siatoat  en  ce  que ,  «près  avoir  effectué  certaines  opérations  aur  les 
valeutra  de  ces  inoonnues  et  sur  les  quantité»  données  y  on  doit 
arriver  à  des  égalités.  Cela  étant  bien  compris ,  si  on  représente 
1^  quantités  inconnues  par  des  lettres ,  on  pourra  former  des  ex- 
pressions algébriques  dans  lesquelles  soient  indiqués ,  au  moyen 
des  signes,  tous  les  calculs  qu'il  faut  faire,  tant  sur  les  Infsoomues 
que  sur  les  qwintités  données ,  pour  trouver  les  quantités  quj, 
doiv€»t  être  égales.  Par  conséquent ,  en  joignant  ces  expressions 
par  le  signe  d'^alité,  on  aura  une  ou  plusieurs  équatipns  qui 
denont  être  satisfaites  quand  on  y  substituera  les  vrai^  valews 
des  inconnues  à  la  place  des  lettres.  Eéciproqueispt ,  Iq^sqm 
toutes  les  conditions  du  problème  auront  été  exprimées  dans  lés 
équations ,  on  sera  certain  que  les  valeurs  des  inconnues ,  qui  sa-r 
tiafarontè  ces  équations,  devront  aussi  satiséS^  à  renoncé  du 
problème.  j 

On  voit  par  là  que  les  conventions  de  Palgebre  constituent  und 
véritable  langne,  dans  laquelle  on  peut  traduire  renoncé  d'un 
problème  et  représenter  avec  la  plus  exacte  fidélité  tonles  les  relii^ 
ttons  de  grandeur  qu'ont  entre  elles  les  quantités  connues  et  les 
quantités  kicoiîniies.  Établir  ces  relations  par  des  équations ,  oda 
s'appdie  mettre  le  problème  en  équation,  ou  le  traduire  en 
langue  algébrique.  Les  réflexions  précédente^  serviront  de  guide 
pour  y  parvenir. 

On  peut  auissl  les  réduire  à  cette  règle  générale  :  jéprés  a^tr 
choisi  la  quantité  ou  les  quantités  qu'on  pren4  pour  incon^ 
nues  y  on  les  représente  par  des  lettres^  puis  on  indique ,  à 
Vaide  des  signes  algébriques ,  les  opérations  quHt  faudrait 
effectuer  pour  vérifier  les  valeurs  des  inconnues,  si  elles  étaient 
données. 

Mais,  pour  bien  comprendre  toute  rulilité  de  cette  règle ,  les 
commençants  doivent  l'appliquer  à  un  grand  nomtre  d'exemples  \ 
et  bientôt,  par  cet  exercice ,  ils  acquerront  une  sagacité  mi  leur 
tiendra  lieu  de  |»réçept^s,  ' 

Souvent  une  question ,  qui  au  premier  aspect  présente  plusieurs 
inconnues ,  se  résout  cependant  avec  un  nombre  moindre  dln- 
•connues ,  et  quelquefois  même  avec  unie  seule.  Ce  dernier  cas^ 
par  exemple ,  arrive  quand  on  reconnaît  tout  d'abord  que  l'àne 
des  inconnues  étant  trouvée ,  les  antres  pourraient  s*en  déduire 


* 

y 


LEÇONS  D*ALGèmE*  67 

f  immédiatement  par  des  opérations  très-»mples ,  par  une  addition , 
par  une  soustractioa»  etc.  C'est  ce  qu'on  verra  dans  quelques-uns 
des  problèmes  dont  je  vais  développer  les  solutions. 

Exemples  de  problèmes  à  aoe  seule  inconnue. 

!  ■ 

92;  Problème  L  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme 
soit  égale  à  36 ,  et  la  différence  égale  a  10. 

Je  prendis  pour  inconnue  le  plus  grand  des  deux  nombres  cher- 
chés, et  je  le  désigne  ps^r  x.  Puisque  la  différence  des  deux  nom- 
\        bres  doit  être  10 ,  le  plus  petit  sera  désigné  par  j:-*10  ^  et  comme 
;         la  somme  de  ces  deux  nombres  doit  être  36 ,  on  posera 

X'\'X — 103336. 

Cette  équation  revieqt  à 

'  2ar=:46, 

\  d'où  X=::23. 

f       Donc  le  plus  grand  des  deux  nombres  est  23 ,  et  par  suite  le  plus 

\       petit  est  23—10  ou  13.  En  effet ,  on  a  23+13=36. 

Solution  généra.le.  Le  problème  peut  s'énoncer  générale- 

■        ment  en  ces  termes  :  Trouver  deux  quantités  dont  on  connaît 

'        ta  somme  et  la  différence. 

'  Ici  il  y  a  deux  quantités  connues  qui  doivent  rester  quelconques, 
et  il  faudra  aussi  lés.  représenter  par  des  lettres.  Je  dés^igneraî  par 
a  la  somme  donnée,  par  b  la  différence ,  et  toujours  par  x  la  plus 
grande  des  quantités  cherchées.  La  plus  petite  s'exprimera  alors 
par  a:— 6,  et  féquation  du  problème  sera 

l  x+x — b=:a, 

ou  bien  2a:=a+6,- 

ttOWi  af=~-. 

Voilà  Texpression  de  la  plus  grande  partie.  IHfâut  en  retrancher 
b  pour  avoir  l'autre  partie ,  et  il  vient 

2        ^  2        ~~2~' 

J^km ,  pour  calculer  les  deux  quantités  inconnues ,  on  a  les  for- 
mules 

a+b      ^u^a-b 
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Ëlled  peuvent  aussi  s'écrire  de  cette  manière 

a  ^  b  .     a      b 

et  sous  cette  forme  elles  font  voir  que ,  quand  on  connaît  la 
somme  et  la  différence  de  deux  quantités,  la  plus  grande  est 
égale  à  la  demi-somme  plus  la  demi-différence,  et  la  plus  petite 
à  la  demi-somme  moins  la  demi-différence. 

Supposons  que  la  somme  connue  soit  36  et  que  la  difTérencc 
soit  10,  on  aura 

la  plus  grande  quantité=  y  +  T  =18+^=23 , 

...  ...  36       10      ^^     ^       ^ 

et  la  plus  petite =  — —  —  =z=i8 — 5=13. 

Ces  valeurs  sont  celles  qui  conviennent  à  renoncé  particulier  qui 
a  été  proposé  d'abord. 

93.  Problème  U.  Deux  fontaines  versent  uniformément 
leur  eau  dans  le  même  bassin ,  et  Von  connaît  le  temps  que 
chacune ,  coulant  seule ,  met  à  remplir  ce  bassin.  Combien  de 
temps  faudrait-il  pour  le  remplir,  si  elles  coulaient  ensemble? 

Je  représente  par  a  le  nombre  d'heures  qu'il  faut  à  la  première 
fontaine ,  coulant  seule ,  pour  remplir  le  bassin  ;  par  6^  celui  qu'il 
faut  à  la  seconde-,  par  Xy  celui  qu'il  faut  aux  deux  fontaines  cou- 
lant ensemble. 

Pour  vérifier  le  temps  x,  s'il  était  donné ,  je  chercherais  la 
partie  du  bassin  que  remplit  la  première  fontaine  pendant  ce 
temps  :  celle  que  remplit  la  seconde  pendant  ce  même  temps; 
et  les  deux  parties  réunies  devraient  donner  la  capacité  entière 
du  bassin. 

Or,  en  prenant  cette  capacité  pour  unité ,  les  parties  de  cette 
capacité,  que  fournissent  les  deux  fontaines  dans  le  temps  x,  sont 
les  quatrièmes  termes  des  proportions 

X  X 

a  b 

doue ,  puisque  ces  parties  réunies  doivent  donner  le  bassin  entier, 
on  aura  l'équation 

-  4-  î  —1 
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Si  on  chasse  les  dénominateurs ,  il  vient 

bx+ax=ab,  d'où  x=  ^-r^jy 

Pour  prendre  un  cas  particulier ,  supposons  que  la  première 
fontaine  mette  l^{  à  remplir  le  bassin ,  et  que  la  seconde  melte 
â^{.  Il  faudra ,  dans  la  valeur  de  x^  faire  a=\i  et  b—^.  Alors 
cette  valeur  devient 


^"^  H+H  -  l+l      30      10- 


94.  Problème  III.  Unpère  ordonne  par  son  testament  que 
Vatné  de  ses  enfants  prenne ,  sur  le  bien  qu*il  laisse ,  une 
somme  a  ^  plus  la  n'^^  partie  du  reste -^  que  le  "1^  prenne,  après 
que  Vatné  aura  prélevé  sa  part,  une  somme  2a  plus  la  n'^'' par- 
tie du  reste  ,•  que  le  ^''prenne,  après  le  prélèvement  de  ces  deux 
parts ,  la  somme  3a  plus  la  n«*  partie  du  reste,  et  ainsi  de 
suite.  Or,  il  arrive  que  tous  les  enfants  se  trouvent  également 
partagés,  et  que  le  bien  du  père  est  tout  à  fait  épuisé.  Quel  est 
le  bien  du  père,  la  part  de  chaque  enfant,  et  le  nombre  des 
enfants  ? 

Si  le  bien  du  père  était  connu ,  on  pourrait  aisément  former  la 
part  du  !•'  enfant,  et  puisqu'ils  sont  également  partagés,  elle 
serait  celle  de  tous  les  autres.  Ensuite,  en  divisant  le  bien  du 
père  par  cette  part ,  on  aurait  le  nombre  des  enfants.  C'est  pour- 
quoi je  prendrai  pour  inconnue  le  bien  du  père. 

Si  cette  inconnue  était  donnée ,  pour  la  vérifier ,  on  formerait 
la  part  de  chaque  enfant,  d'après  la  loi  qu'indique  l'énoncé^  et 
quand  on  arriverait  à  celle  du  dernier  enfant,  le  bien  du  père 
devrait  être  entièrement  épuisé,  et  toutes  les  parts  devraient  être 
égafes.  Mais  il  est  évident  que  la  seule  condition  d'égalité  entre  la 
1'*  part  et  la  2«  suffira  pour  déterminer  la  valeur  de  l'inconnue , 
il  restera  donc  encore ,  après  l'avoir  trouvée ,  à  examiner  si  les 
autres  conditions  sont  remplies. 

Comme  la  solution  du  problème ,  conmdéré  dans  toute  sa  géM- 
ralité ,  pourrait  paraître  trop  diflicile ,  je  l'expliquerai  d'abord  sur 
des  nombres  particuliers.  Par  exemple ,  je  supposerai  que  le  pre- 
mier enfant  prenne  sur  le  bien  du  père  une  somme  de  1000  fr., 
plus  le  5*  de  ce  qui  reste ,  que  le  deuxième  enfant  prenne,  après 
que  la  première  part  aura  été  prélevée,  une  somme  de  2000  fr., 
plus  le  5*  du  reste ,  ainsi  de  suite. 


y 
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Soit  X  le  bien  du  père.  Après  avoir  prélevé  lôoo  fr.,  le  resté  est 
;  j:— 1000  5  par  conséquent  la  part  du  1"  enfant  est 

<^^r.  .  ^—1000        4000+a: 

lOOOH g ou -ÏL,.,,ir.p^rt^ 

En  ôtant  cette  part  du  bien  total  x^,  il  reste  à  partager  entre  les 
autres  enfants 

4000 +a:        4x— 4000 
X —ou— — ^. 

Sur  cela  le  2«  enfant  doit  prendre  2000  fr.,  plus  le  5«  du  re^te.  Or, 
après  avoir  pris  2000  fr. ,  le  reste  est 

4j?— 4000      ^^^^        4a:— 14000 
^ 2000  ou g 5 

par  conséquent ,  en  ajoutant  à  2000  le  6*  de  ce  resté ,  on  auf a  la 
part  du  2«  enfant ,  savoir  : 

«^^^  .  -*^— 14000        36000+40:       ^ 
2000H — ou 25^*^"      P^*' 

Sans  s'occuper  des  autres  enfants,  on  peut  dès  k  présent  for- 
mer réquation  du  problème.  En  effet ,  renonce  indiquant  qu'ils 
sont  tous  également  partagés ,  il  faut  que  les  deux  premières  parts 
soient  égales  \  et  de  là  résulte  Téquatiou 

4000+a:  _  36000+4a: 
f^J  5        ~        26        • 

£n  chassant  les  dénominateurs ,  il  vient 

20000+5x=:36000+ 4x, 
d'où  a:=l6000. 

Si  on  remplace  x  par  cette  valeur  dans  l'expression  de  la  !'•  part^ 
on  aura  la  valeur  de  cette,  part 

40004^6000^^^^. 

O 

et ,  puisque  toutes  les  parts  doivent  ôtre  égales ,  en  divisant  le  bien 
du  père  par  cette  part ,  le  quotient  4  sera  le  nombre  des  enfants. 

Donc  le  bfen  du  père  ==16000  fr.,  la  part  de  chaque  en- 
fant =  4000  fr. ,  et  le  nombre  des  enfants  =  4. 

n  se  présente  ici  une  observation  importante.  La  valeur  de  .r  à 
été  déduite  de  l'équation  [1],  qui  exprime  seulement  l'égalité 
de  la  V  part  .à  la  l'""  :  il  reste  donc  encore  à  examiner  si  les  deu:i 
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autre»  parte  toi  sont  aussi  égales.  Or,  en  défalquant  de  rfaéritagô 
entier  les  deux  premières  parts,  qui  font  ensemble  8000  fr.,  il  veste 
8000  tt.'j  éi^  sur  ces  8000  fr.,  le  3«  enfant  d<Ht  prendre  3000  fn, 
plus  le  5"»  du  reste  :  donc  il  aura 

o^/v..  .  8000—3000       ?POOO       -^ .  ^ 

3000  -^ =  -Î-- —  =  4000. 

5  5   . 

Ensuite,  cette  part  étant  ôtée  de  8000  fr.,  îl  reste  4000  fr.,  sur 
quoi  le  4«  enfant  doit  prendre  4000  fr.  et  le  ô«  du  reste.  Il  aura  donc 
aussi  4000  fr.,  et  Théritage  sera  épuisé.  Ainsi ,  toutes  les  vérifica- 
tions sont  satisfaisantes. 

Exposons  maintenant  la  solution  générale.  En  nommant  tou« 
jours  X  le  bien  du  père ,  on  aura 


!'•  partssflhf- 


; 


n 
^ ,  après  le  prélèvement  de  cette  part ,  ce  qui  reste  du  bien  .est 

x^a— ou  ^ — -. 

n  n 

Par  suite ,  on  aura 

, 2*»  part^ssâa-f' -^ —        ■    ■> 

Donc,  en  égalant  la  !'•  part  à  la  2%  on  aura  l'équation 

a+  — — =:2iï  +          '^    '     ■    ■ 

n  le 

» 

Après  révanouissenient  des  dénominateurs ,  elle  devient xdle-ci 

ûà^-^n^^^-h^n^^an^^nx^'-^c-'^n  . 

d'où  le  bien  du  père         x=an^—1an^a , 
où  autrement ,  x^a{nr-ÀY.  * 

•  •  •  *  I 

Au  moyen  de  cette  valeur,  on  peut  calculer  la  1"  part,  qui  sera 
aussi  celle  de  chaque  eiifan  t .  On  a  donc 

part  d'un  enfant ^a+^=^^a+  ^^••^2a«±±2? • 

n  n 

* 

Enfin  y  eti  divisant  le  bien  total  par  cette  part,  on  trouve 

le  nombre  des  enfants = n  —  I .  • 

< 

Mais  robservalîon  faite  plus  haut  se  reproduit  ici.  Par  la  ma- 
nière dont  on  a  établi  l'équation  du  problème,  on  est  bien  sûr  que 
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la  2»  part  sera  égale  à  la  l*^*";  mais  il  reste  à  vérifler  s*il  en  est  de 
même  de  toutes  les  autres. 
Du  bien  entier  a  (»—!)•  ôtez  la  part  du  1"'  enfant,  il  reste 

flr(/i— 1)»— a(/i— l)=:a(n— 1)  (/î— 1— l)=ra{n— 1)  (/i— 2). 

La  part  du  2«  enfant  sera  donc 

g^     g(/^-l)(n— 2)^2a  _  <?(n— l)(yi-2)+2a(n— 1) 

n 

Elle  est  égale  à  la  première,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 
Du  bien  entier  ôtez  les  deux  premières  parts ,  il  restera 

a{n—\Y—1a{n—l)r=a{n—l)  (/i— i_2)=ra(n— 1)  (n— 3). 

Par  suite  ,  la  part  du  ^^^  enfant  sera 

,     .  rt(n— l)(/i— 3)— 3a      ez(7i— l)(/i— 3)+3a(/i-l)  f 


n  n 

a(7^-l)(n— 3+3) 


=a(n — 1). 
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Elle  est  égale  aux  précédentes,  et  par  conséquent  le  reste  du  bien  , 
en  défalquant  les  trois  premières  parts ,  sera 

a(n— 1)»— 3a(/i— l)=a(n— 1)  {n—l  -â)=a(n— 1)  (/i— 4), 

En  continuant  ainsi ,  on  voit  clairement  que  les  calculs  s'effec--^ 
tueront  toujours  de  telle  sorte  que  toutes  les  parts  seront  égales  à 
«(71—1).  Par  conséquent,  il  est  clair  aussi  qu'après  avoir  formé 
n — 1  parts ,  le  bien  sera  totalement  épuisé  :  car  la  somme  de  toutes 
ces  parts  sera  a(/^— 1)X(7ï— 1),  ou  a{n — 1)%  ce  qui  est  la  valeur  du 
bien  à  partager. 

Il  peut  se  faire  qu'on  éprouve  de  la  difficulté  à  comprendre  que 
les  calculs  doivent  toujours  amener  des  parts  égales  -,  mais  en  cal- 
culant encore  quelques  parts,  les  lois  selon  lesquelles  s'effectuent 
les  réductions  ne  pourront  point  échapper. 

Au  reste ,  voici  un  raisonnement  qui  ne  peut  laissa  aucun 
doute.  Admettons  qu'après  avoir  calculé  un  certain  nombre  de 
parts  on  les  ait  toujours  trouvées  égales  entre  elles ,  et  exami- 
^nons  si  la  part  suivante  leur  sera  encore  égale.  Séit  k  le  nombre 
des  paris  déjà  calculées ,  lesquelles  son.t  toutes  égales  à  a(7i—l). 
Ce  qui  reste  du  bien  total,  en  défalquant  toutes  ces  parts ,  est 
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La  part  suivante  sera 

^,  ,  ..     ,  fl(n-l)(n-l-A:)-(A:+l)a 
(A:+l)aH 

a(n—lXn—l—k)+a(k+l)(n—l) 

et  Ton  voit  que  cette  part  est  égale  aux  précédentes. 

Bemarquez  maintenant  que  k  est  un  nombre  entier  quelconque; 
donc  si  on  fait  A:=:l ,  on  conclura  que  la  2'  part  est  égale  à  la  1'*"  ; 
si  on  fait  A=2 ,  on  conclura  qae  la  3«  part  est  égale  aux  deux  pre- 
mièreSy  et  ainsi  de  suite.  Donc  toutes  les  parts  seront  égales. 

Exemples  de  problèmes  à  plusieurs  inconnues. 

"95.  Problème  IV.  Un  entrepreneur  a  payé  105  fr.  pour 
Vf  journées  de  maçon  et  lojaurnées  de  manœuçre;  et  plus 
rrdy  sans  que  le  travail  ait  cliangé  de  prix,  il  a  payé  84  fr, 
vur  10  journées  de  maçon  et  17  journées  de  manœuvre,  Com- 
\en  gagnait  par  jour  le  maçon,  et  combien  le  manœuvre? 
Appelons  x  le  gain  du  maçon,  et  y  celui  du  manœuvre.  Pour 
'journées  de  maçon  et  10  journées  de  manœuvre,  l^entrepreneur 
»it  17a:+10y  ;  donc,  d'après  l'énoncé,  on  a  17^+ipy=rl06. 
Pour  10  journées  de  maçon  et  17  journées  de  manœuvre,  il 
doit  10a?+17y,-  donc,  d'après  l'énoncé,  on  a  10x+17y=84. 
Ainsi ,  lès  deux  équatioqs  à  résoudre  sont 

17x+10y=rl05, 
10x+17y==84; 
et  pour  cela  on  pourra  employer  celle  des  trois  méthodes  qu'on 
voudra. 
1*  Si  on  emploie  V  élimination  par  comparaison,  on  aura 

_  105-^170?  84—103: 

y—       10        *^~"      17       ' 

105_17ar_  84-^1  Oj: 

10         ~       17.     ' 

1 785-*289ar:=r840^  lOOo:, 

1  OOx— 289a:=:840— 1 785 , 

— 189x:;s— 945, 

_945_^ 

^~  189  ■"  ''• 
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En  portant  cette  valeur  dans  la  1"  valeur  de^^,  il  vfent 


105—85      ^ 

Ainsi,  le  maçon  gagnait  5  fr.,  et  le  manœuvre  2  fr. 

2*>  Si  on  fait  V  élimination  par  substitution,  on  a ,  en  tirant  de 
la  l'*»  équation  la  valeur  dey, 

105— .17;ïr, 
-  *'^~        10        • 

-^    ,  17(105— 17a:      .. 

1 OOJC+ 1 785~289a:=840, 
— 189a:=— 946, 
__945 
*~  189        ' 

et  par  suite  on  a  encore ,  comme  tout  à  l'heure , 

105— «5     „ 

y= =2. 

•^  10 

3»  Enfin  servons-nous  de  V élimination  par  réduction.  Poiji» 
éliminer  y,  on  multipliera  les  équations  respectivement  par  17  et 
par  10,  puis  on  retranchera  la  2*  de  la  1",  ce  qui  donne 

289j:— 100x=1785— 840, 
189ar=:945, 
945  ^ 
^=Ï89=«' 

Pour  éliminer  x,  on  multipliera  la  1"  équation  par  10,  la  2°  par  17; 
et  par  la  soi»s traction ,  on  aura 

289y— 1 00y=  1 428—1 050, 

189y2sr  378, 

378 

189 

On  aurait  pu  encore  trouver  y  en  substituant  la  valeur  a?=5 
dans  Tune  des  équations  du  problème,  dans  la  1'%  par  exemple. 
On  a  ainsi  85+10^=105,  d'où  y=2,  comme  ci-dessus. 

96.  Problème  V.  Une  personne  possède  un  capital  qu*elle 
fait  çaloir  à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne ,  qui  pas-' 
séde  10000  fr.  de  plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir  son 
capital  à  1  de  plus  pour  100,  a  un  revenu  plus  grand  de  800  fr. 


y=  ^^  =:2. 
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Une  n-oisième  y  qui  possède  l&OOO  fr.  de  plus  que  la  première, 
et  qui  fait  valoir  son  bien  à^  de  plus  pour  100,  «  wn  revenu 
plus  grand  de  ISOO  fr.  On  demande  les  biens  des  trois  person- 
nes, et  à  quel  intérêt  ^hMune  fait  valoir  son  bien? 
,  NomiBOTîd  X  le  capitdl  de  ki  première  personne ,  et  y  Ttotà^ 
pour  100  qu'ellô  en  relire.  D'après  l'énoncé  même,  la^  seconde 
personne  wrak  an  capital  égal  à  a?+  10000,  qu'elle  ferait  valoir 
à  Hntérètdey+l  pour  im-^  et  k  troisième ,  un  capital  égal  à 
^+15000,  qu'Ole  ferait  valoir  à  l'intérêt  dey+2  pOcrr  100. 

Les  revenus  que  ces  trois  personnes  tirent  de  leurs  capitaun 
se  trouveraient  itor  tas  proportions 

îoo  :  X  ::  y  :  j^, 
100  :  ar+ 10000  :  :  y+i  :  loo  ' 

.  »   (x+1500D)(y+2) 

i0D:a:+iS00o;;y4-2:  loo  ' 

Mais,  d'après  Ténoncé,  la  seconde  personne  reçoit  800  fr.  de 
revenu  de  plus  que  la  première ,  et  la  troisième  1500  fr.  de  plus  j 
donc  on  a  les  deux  équations 

(x+10000)(y+l)_a;y 

100  100^        ' 

(^+i5ooo)(y+2)^^'  ;       ■/ 

100  100^ 

Je  chasse  les  dénominateurs,  j'effectue  les  multiplications,  je 
supprime  le  terme  xy  qui  y  est  commun  aux  deux  membres  de 
chaque  équation ,  et  je  fais  passer  tous  les  termes  connus  dans  les 
seconds  membres.  Alors  ces  équations  deviennent 

'       '  X+100ÛOy:=^  70000, 

307+ 1 60ÛOyiîl20000. 

Pour  élitnînek'  x,  da  double  d^  Ja  l*"  équation  je  n^i^nche  la  ^-i 

il  vient    .  '  - 

600Ct>^;::=S10000,  d*oùy:=4. 

Puis  >  pour  avoir  x^  j^  snba^itguecçtte  valeur  dana  la  V  équation , 
ce  qui  donne 

;  0?+ 40000=70000^  4'oà  o:=i*8Q000. 

Donc ,  la  première  personne  possède  un  capital  ^e  30000  fr. , 
qu'elle  fait  vaJoir  à  4  pour  l W  ;  la  deuxième ,  un  capital  de 
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40000  fr.)  qu'elle  fait  valoir  à  5  pour  100  ;  et  la  troisième,  on  ca- 
pital de  450Q0  fr.,  qu'elle  fait  valoir  à  6  pour  100. 

97,  PROBLÈMiS  VI.  On  a  acheté  séparément  les  charges  de 
trois  voitures.  La  première ,  qui  contenait  30  mesures  de  sei- 
gle, 20  d^orge  et  10  de  froment,  a  coûté  230  fr.  La  seconde , 
qui  contenait  15  mesures  de  seigle,  6  (Torge  et  12  de  froment, 
a  coûté  138  fr.  La  troisième,  qui  contenait  iO  mesures  de  sei" 
gle,  5  d^orge  et  4  de  froment,  a  coûté  75  fr.  On  demande 
combien  coûte  la  mesure  de  seigle,  celle  (Sorge  et  celle  de 
froment  ? 

En  nommant  x,y,  z,  les  (rois  inconnues ,  il  est  clair  que  les 
équations  du  problème  seront 

30a:+2qy+10j5=230, 
I5x+  6y+12z=:138, 
10a:-f-  5y+  Az^  75. 

On  peut  simpliGer  la  l*^*"  équation  en  divisant  tous  ses  termes  par  10, 
et  la  seconde  en  divisant  tous  ses  termes  par  3.  En  conséquence, 
au  lieu  des  trois  équations  ci-dessus,  on  aura  celles-ci 

3a'-|-2y+  2==23, 

5a:-f-2y-f-4j5 =46, 

10a:-|-5y+4j5=:75. 

En  éliminant,  par  réduction ,  z  entre  la  r*  équation  et  les  deux 
autres ,  il  vient 

7a:+6y=46, 

2a:-|-3jr=17. 

En  éliminant  de  la  même  manière  y  entre  ces  dernières,  on  a 

3a?=5l2,d'où  a:=4. 
Si  on  met  celte  valeur  dans  Téquation  2a:-|-3y=17,  elle  devient 

8+3j^=17,  d'où  y—Z. 

;E^nGn ,  en  siAsliUiant  les  valeurs  connues  de  a:  et  dejr  dans  l'équa- 
tion 3jî+2y+z=:23,  on  trouve 

12+6+^^=23,  d'où:5=:5. 

Donc,  la  mesure  de  seigle  vaut  4  fr.,  celle  d'orge  3  fr.,  et  celle 
de  froment  5  fr. 

98.  Problème  VII.  Un  officier  qui  commande  à  trois  com- 
pagnies de  soldats,  Vune  de  Suisses,  Vautre  de  Souabes,  et  la 
troisième  de  Sçuvons,  veut  donner  un  assaut  avec  une  partie 
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de  ses  troupes.  Il  est  chargé  départager  901  écus  entre  les  sol- 
dats des  trois  compagnies  ;  mais  ceux-ci  consentent  quHl  soit 
donné  un  écu  à  chaque  soldat  qui  moruera  à  V assaut,  et  que 
le  reste  soit  distribué  également  entre  tous  les  autres.  Or  il  se 
trouve  que  si  les  Suisses  donnent  V assaut ,  chaque  soldat  des 
autres  compagnies  reçoit  un  demi-écu;  que  si  les  Souabes 
vont  à  V assaut ,  chacun  des  autres  regoit  un  tiers  d'écu  ,•  et 
que  si  les  Saxons  donnent  l'assaut,  chacun  des  autres  reçoit 
un  quart  d'écu.  On  demande  de  combien  d'hommes  était  cha- 
que compagnie  ? 

Soit  X  le  nombre  des  Suisses ,  y  celui  des  Souabes ,  z  celui  des 

Saxons. 

Si  les  Suisses  vont  à  l'assaut ,  chacun  d'eux  recevant  un  écu ,  le 

iombre  d'écus  qui  resterait  à  distribuer  entre  les  autres  serait 

101— a:,  et  par  conséquent  ce  que  chacun  de  ceux-ci  recevrait  se- 

;pit  — f^.  Si  les  Souabes  montent  à  Tassant,  ce  qui  reviendrait  à 

'  901— —V 

L-hacun  des  hommes  restants,  serait r^.  Enfin,  si  les  Saxons 

vont  à  l'assaut,  chaque  homme  restant  recevrait  — ^. 

x+y 

Or,  d'après  l'énoncé ,  ces  trois  quotients  devraient  être  respec- 
tivement égaux  aux  fractions  \ ,  J- ,  i  *,  donc  les  équations  du  pro- 
blème sont 

901— a:  _1       901— y  _1       901— j2_1 
y+z    ~2'      x+z  ^V      x+y  ~4* 

En  chassant  les  dénominateurs  et  transposant ,  elles  deviennent 

2a:+  y+  2=1802, 
x+^y+  J5=2703, 
0C+  ^+^-5=3604. 

Par  l'élimination  de  z  on  trouve 

\r— 2y=—  901, 
7a:+3y=+*K)4- 
L'élimination  de  y  entre  ces  deux  équations  donne 

17x=4506,  d'Où  a;=^=265. 

Cette  valeur  étaat  mise  dans  l'équation  a>-<S^s-- 901 ,  on  a 

265— 27=-901,  d'où  >'=i^  =  583. 
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SnQii,  ea  remplaçant,  dans  Téquatton  dor-f /;4:z=â:14oa,  x  tty 
parleoraTaleim^ona  y 

5ao+583+^--=:1802,  (Toù  5=:6^. 

Donc  il  y  avait  265  hommes  dans  la  compagnie  suisse^  583  dans 
la  compagnie  souabe ,  et  689  dans  la  saxonne. 

inoncés  de  problèmes. 

99.  Comme  exercice ,  je  place  ici  qnelqaes  problèmes  à  résou- 
dre. Jusqu'au  XIX'',  ils  n'exigent  qu'une  seule  inconnue. 

Problème  VIII.  Un  maître  promet  à  son  domestique,  en  Iq 
prenant  à  son  service,  200  fr.  par  an  et  un  habit.  Il  le  renvoie 
au  bout  de  10  mois,  lui  donne  160  fr.  et  lui  laisse  V habit.  On 
demande  le  prix  de  F  habit  ?  Réponse  :  40  fr. 

Problème  IX.  Diophante,  V auteur  du  plus  ancien  livre 
d'algèbre  qui  nous  reste,  passa  dans  sa  jeunesse  le  sixième  du 
temps  qu'il  vécut,  un  douzième  dans  V adolescence ,  ensuite  ^l^ 
se  maria,  et  passa  dans  cette  union  le  septième  de  sa  vie  aug^, 
mente  de  5  ans,  avant  d'avoir  un  fils  auquel  il  survécut  4^ 
4  ans,  et  qui  n!  atteignit  que  fa  moitié  de  Vâgeoit  son  père  est 
parvenu.  Quel  âge  avait  Diophante  lorsqu'il  mourut?  Ré- 
ponse :  84  ans. 

Problème  X.  Un  père  a  ^^ans  et  sonfds  enaW.  Quand 
Vâge  du  père  ne  sera-t-il  plus  que  le  triple  de  celui  de  son  fils? 
Réponse  :  Dans  8  ans.  *■ 

Problème  XI.  Un  père  laisse  quatre  fils  et  8600  fr.  Danij 
son  testament  il  ordonne  que  la  part  de  Vatné  soit  double  de 
celle  du  second  moins  100  fr,,  que  le  second  ait  trois  fois  au- 
tant que  le  troisième  moins  200  ft.;etque  le  troisième  ait  qua- 
tre fois  autant  que  le  quatrième  moins poo  fr.  Quelles  sont  tes' 
parts  des  quatre  /Zi^?  Réponse  :  Le  1«'  fils,  4900  fr.;  le  2% 
2500  fr.  ;  le  3%  900  fr.  ;  le  4^300  ft. 

Problème  XIï.  Un  père  veut,  par  son  testament,  que>  se$ 
trois  fils  parta^nt  son  bien  de  la  manière  suivante  :  L'atné, 
3000  fr.  de  moins  que  la  moitié  de  tout  F  héritage^  le  second, 
2400  /i?.  de  mmns  que  le  tiers, de  iom  ïe^htén^  le  troisième,  ' 
1800 /r.  de  moins  que  le  quart  du  ffien.  Quel  était  le  bien  du 
père  et  quelle  est  la  part  de  chaque  héritier?  Réponse  :  ï^^rê 


A 
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laûKQ  86400  U^i  le  !•'  fite  reçoit  402OO  fn  ;  te  *•,  26400*,  le  3% 
J9800fr, 

Problème  XIIL  Un  courrier  faisant  5  lieues  en  2  heures 
éiait  parti  de  Paris  depuis  9  heures  lor/qu*on  a  ewoyé  après 
lui  un  autre  courrier  qui  faisait  U  lieues  en  3  heures  y  On 
^Avwande  à  quelle  distwvce  celui-^i  a  joint  le  premier?  Réponse  : 
70  lieues  f , 

Probi^èbie  XIV.  Une  montre  marquant  midi ,  V aiguille  des 
minutes  se  trouve  sur  celle  des  heures  ;  à  quelle  heure  se  fera 
la  prochaine  rencontre?  Réponse  :  A  1*»  5'  j^. 

Problème  XV.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres  ^  la 
somme  des  chiffres  est  13  \  le  chiffre  des  unités  est  triple  de  celui 
des  centaines  ,•  et  quand  on  ajoute  396  à  ce  nombre,  on  obtient 
une  somme  qui  est  ce  nombre  renversé  :  on  demande  quel  est 
ce  nombre  ?  Réponse  :  256. 

Problème  XVL  Une  personne  ayant  des  jetons  dans  les 
deux  mains  y  en  prend  iin  de  la  droite  pour  rajouter  à  ceux  de 
la  gauche  y  et  par  là  il  s* en  trouve  autant  dans  Vune  que  dans 
Vautre.  Si  elle  en  eût  fait  passer  deux  de  la  gauche  dans  la 
droit^  cette  dernière  main  en  aurait  contenu  le  double  de  ce 
'gui  ^ait  resté  dans  Vautre.  Combien  y  avait-il  d^abord  de 
jetons  dans  chaque  main?  Réponse  :  Il  y  avait  8  jetons  dans  la 
gatiehe  et  10  dans  la  droite.  >^  . 

Problème  XVH.  Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier  a 
BO  sauts  d^avance.  Il  en  fait  ^p^JÊ^nt  que  le  lévrier  rien  fait 
que  6  -,  mais  3  sauts  du  lévrier  e^^^u  7  du  renard.  On  de*- 
mande  combien  le  levier  doit  fair^ffkauts  pour  aùeindre  le 
renard?  Réponse  :  72  sauts.  .    J^ 

.  Problème  XVIII.  On  a  32  kilog.  d'eau  de  mer^  qui  con^ 
tiennent  16  heoêog.  de  sel  ;  combien  faut^il  ajouter  d^eau  douce 
pour  que  32  kiloff^  du  nouveau  mélange  ne  cantiemnèiu  plus 
que  ^  hectog.  de  sel?  Réponse  :  224  kHog. 

Problème  XIX.  Un  réservoir ,  qui  est  plein  d!eàu,  peui  S€ 
^ifider  par  deuoi  robinets  de  grandeurs  ipégai^f  On  ouvre  Vun 
d'eifr  ^  an  fait  couler  le  quart  de  Veau  ,•  puis  alors  on  ouvre 
l'autre  et  on  les  laisse  couler  tous  les  deux.  Le  réservpirtifhéve 
de  se  vider ^  çt  emploie  pour  cela  |  d'heure  de  plus^  qu'il 
3^||te/a«^  au  premier  robinet  pour  vider  le  quart  de  Veau.  Si 
ç^k^  0U(Vert  les  deux  robinets  dès  le  commencement^  le  ré^ 
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serçoir  se  seraii  vidé  un  quart  d* heure  plus  tôt.  Combien  fau^ 
drait-il  au  premier  robinet,  s'il  coulait  constamment  seul, 
pour  vider  le  réservoir?  Réponse  :  4  heures. 

pROfiLÈME  XX.  Un'mulet  et  un  âne  portent  des  charges  de 
quelques  quintaux.  Vâne  se  plaint  de  la  sienne,  et  dit  au 
mulet  :  Il  ne  me  manque  que  déporter  encore  un  quintal  de  ta 
charge  pour  que  lamiennesoit  double  de  la  tienne.  Le  mulet  ré-- 
pond  :  Et  moi,  si  je  prends  un  quintal  de  ta  charge,  la  mienne 
sera  triple  de  la  tienne.  On  démande  combien  de  quintaux  ils 
portent  chacun?  Réponse  :  Le  mulet  porte  deux  quintaux  |,  et 
l'âne  2  quintaux  {. 

Problème  XXL  Deux  personnes  doivent  ensemble  870  fr. 
Elles  ont  de  V argent  toutes  deux,  mais  pas  assez  chacune 
pour  acquitter  seule  cette  dette  commune.  Le  premier  débiteur 
dit  donc  au  second  :  Si  vous  me  donnez  les  |  de  votre  argent, 
je  payerai  seul  la  dette  sur-le-champ.  Le  second  lui  répond  : 
Je  pourrais  aussi  acquitter  seul  la  dette,  si  vous  me  donniez 
les  \  du  vôtre.  On  demande  combien  ils  ont  Vun  et  Vautre  ? 
Réponse  :  Le  1"  débiteur  a  580  fr.,  et  le  2*^  a  435  fr. 

Problème  XXIL  îThe  personne  charitable  rencontre  des 
pauvres,  et  veut  donner  1b  centimes  à  chacun^  mçiis  il  lut 
manque  pour  cela  10  centimes.  Alors  elle  ne  donne  que  20  cen^ 
limes  à  chaque  pauvre,  et  il  lui  reste  25  centimes.  Combien 
V  ;  avait-elle  de  monnaie,  etmjfl  était  le  nombre  des  pauvres? 
Réponse  :  Elle  avait  1  fr^Wc.,  et  il  y  avait  7  pauvres.  * 

Problème  XXIIL  Lêtestameru  d'un  oncle  porte  que  chacun 
de  ses  neveux  aura  12o6b  fr.,  et  chacune  de  ses  nièces  9000  fr., 
sur  la  somme  de  120000  fr.  qu'il  leur  laisse  après  sa  mort. 
Par  cette  disposition  il  ne  reste  rien  de  cette  sommes  Si  au 
contraire  chaque  nièce  eût  eu  12000  fr.  et  chaque  neveu  9000  f, 
il  serait  resté  9000  fr.  Trouver  le  nombre  des  neveux  et  des 
nièces?  Réponse  :  7  neveux  et  4  nièces. 

Problème  XXIV.  Trois  frères  ont  acheté  une  vigne  pour 
2000  fr.  Le  troisième  dit  qu'il  pourrait  la  payer  seul,  si  le 
second  lui  donnait  la  moitié  de  son  argent^  le  second  dit  que 
si  Vatné  lui  donnait  seulement  le  tiers  du  sien,  il  payerait 
seut  la  vigne;  enfin,  Vaine  ne  demande  que  le  quefrt  de  V^jj^' 
gent  du  troisième  pour  payer  seul  la  vigne.  Combien  cfjficun 
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a^it-il  d^aryent?  Réponse  :  L'aîné  avait  1680  fr.^  le  2%  H<0  fr.; 
le  3%  1280  ir. 

Problème  XXV.  Un  hùrrnne,  qui  s'est  chargé  de  transpor-- 
ter  de^i^a^es  de  porcelaine  de  différentes  grandeurs  y  est  con^ 
venu  dj^  payer  pour  chaque  pose  qu'il  cassera  autant  qu'il 
reeeçr^  pour  chaque  vase  qu'il  rendra  en  bon  état. 

On  lui  donne  d'abord  2  petits  cases,  4  moyens  et  9  grands j 
il  casse  les  moyens,  rend  les  autres  en  bon  état,  et  reçoii 

28  fr.  '  ^ 

On  lui  donne  ensuUe  7  petits  çasef,  3  moyens  et  5  grands  j 

cette  foi^  il  rend  les  petits  et  les  moyens  en  bon  état,  mais  il 

casse  les  grands,  et  il  reçoit  seulement  3  fr. 

Enfin,  on  lui  remet  ^petits  vases,  10  moyens  et  11  grands ^ 

il  cojse^us  ces  derniers,  et  ne  reçoit  en  conséquence  que  4  /r* 

^    Quel  est  le  prix  du  transport  dHun  vase  de  chaque  granit 

deur? 
Réponse  :  Le  prix  est  de  2  fr.  pour  les  petits ,  d#3  fr.  pour  les 

moyens ,  et  de  4  fr.  pour  les  grands. 


CHAPITRE  V. 
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INTERPRÉTATION  ET  USAGE  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES  DAN* 
LES  PROBLiSMES.  —  DE   L'IMPOSSIUILITÉ  ET  DE  L'INDÉTER- 

^  MINATION  DANS  LE  1*'  DEGRÉ.  —  DISCUSSION  DES  PROBLEMES. 
~  DES  SYMBOLES  "  ET  f.  — REMARQUES  SUR  LES  ÉQUATIONS 
OÙ  IL  Y  A  DES  DÉNOMINATEURS  CONTENANT  L'INÇONNUE. 


InterprétaUon  «t  usage  des  quantités  nègatiTes  dans  les  problèmes. 

100.  Pour  ne  point  eiîd^arrasser  les  commençants ,  j'ai  laissé  dé 
côté  certaines  particularités  fort  remarquables  quipeuvefntserem 
contrer  dans  les  équations  et  dans  les  problèmes  du  premier  degré* 
Je  me  propose  de  les  faire  connaître  dans  ce  chapitre-,  et  d'abord 
je  parlerai  de  Tinterprétaiion  et  de  L'usage  des  quantités  négatives 
(kns  les  problèmes  en  gépéral.  Pour  être  bien  comprise  y  cette  im-* 
partante  théorie  doit  é(re  expliquée  sur  des  exeàiples. 

6 


101.  Problème.  Un  pariiculier  a  employé  dans  Vétë  un 
ouvrier  pendant  13  journées;  et  dans  V  hiver  pendant  ajour- 
nées,  pour  chacune  desquelles  il  lui  donnait  2  francs  de  moins 
que  pour  une  journée  d'été.  La  première  /bis  rowrier  a  subi 
Uhe  dimimition  de  22  fr.  pour  quelques  dégâts  qu'il  avait 
causés;  la  seconde  fois  ilamériiépar  son  zèle  une gratifica-- 
tiùn  de  28  fr.f  et  cependant  il  a  reçu  chaque  fois  la  même 
sommée  Quel  est  le  prix  dlune  journée  d^éié? 

Soit  X  le  prix  d'une  journée  d'été.  La  somme  que  l'ouvrier  a  dû 
recevoir  la  première  foià  sera  exprimée  par  iSjt— 22.  Comme  il  a 
par  journée  d'hiver  2  fr.  de  moins  que  par  journée  d'été,  la  somme 
qu'il  a  dû  recevoir  la  seconde  fois  sera  exprimée  par  17(:r— 2)+28. 
Or>  dViprès  renoncé  »  il  reçoit  chaque  ftrfé  la  même  somme;  donc 
on  doit  avoir  \ 

I)e  là  on  déduit  successivement 

I7x—U  +28=13j?— 22, 
17a>-.13a:=34— 28  ^-22, 

, 4a:=— 16, 

x=~A. 

Ainsi ,  pour  répondre  à  ta  question ,  il  ftudrait  dire  que  le  gain  de 
l'ouvrier,  pendant  un  jour  d'été,  est— 4  fr.,  ce  qui  n'offre  abso- 
lament  aucun  sens.  Il  ftmt  donc  doncluré  que  renoncé  renfermé 
des  conditions  impossibles. 

•  Pour  mettre- cette  conséquence  dans  tout  son  jour,  remarquons 
d'abord  que  léi^  changements  opérés  sur  l'équatîon  [I],  pour  arri- 
ver à  l'équatibn  0::=— 4,  n'altèrent  point  l'inconnue.  Or,  la  der- 
nière  est  vériflée  en  remplaçant  x  par— 4 ,  et  ne  peut  pas  l'être 
autrement-,  donc  il  doit  en  être  de  même  de  l'équation  [1]. 

En  second  lieu ,  remarquons  encore  que,  s'il  e3Usteuitfe  valeur 
de  X  qui  convienne  à  la  question ,  elle  doit  nécessairement  vérifier 
l'é(îaatiOh  [!}.  Donc ,  puisque  cette  vérification  ftë  peut  ^'opérer 
que  par  une  valeur  négative  >  on  a  raison  de  conclure  que  la  ques- 
tion est  impossible* 

Mais  une  observation  qui  est  bien  importante ,  c'est  que  la  valeur 
négative  a:=— 4,  devant  vérifier  l'équation  [1  ],  qui  est  l'expression 
immédiate  des  conditions  dii  problème ,  indique  par  cela  même 
comment  on  peut  modifier  l'énoncé  en  un  autre  qui  ûe  renfermera 
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plus  aucune  impossibilité ,  et  qui ,  après  cette  rectification ,  admet-' 
tra  pour  solution  la  valeur  de  x  déjà  trouvée ,  mais  prise  positi-^ 
rement.  C'est  co  qu'on  va  expliquer. 
Dans  réquation  [1]  remplacez  x  par  — ar^  elle  devient 


[2]  17(— av-2)+28=— 13a:— 22. 

Or,  soit  qu'on  mette  «^4  dans  la  première,  ou  4  dans  la  seconde, 
il  est  évident  que  les  deux  substitutions  doivent  donner  exacte- 
ment  le  même  résultat;  donc,  puisque  la  première  équation  doit 
être  vérifiée  par  la  valeur  j^ss— 4 ,  la  deuxième  le  sera  par  la  va- 
leur ar=4.  Ainsi  toute  question  dont  renoncé  sera  exprimé  par 
réquation  [2]  aura  pour  solution  :r=4.  Mais  comme  il  n*en  existe 
aucune  qui  puisse  conduire  à  ne  mettre  dans  le  second  membre 
que  des  termes  négatifs.  Je  changerai  tous  les  signes  de  cette  équa** 
tion ,  et  je  l'écrirai  ainsi 

[3J  17(a:+2)l-28=:l3a:+22, 

Alors,  pour  que  la  question  proposée  admette  la  solution  jt:r=:4, 
on  voit  qu'il  suffit  de  modifier  son  énoncé  de  telle  manière  que  le 
priûè  de  la  journée  d*hmr  surpasse  de  2  fr.  celui  de  la  journée 
d'été;  que  la  somme  gagnée  dans  les  13  jours  d*été  soit  aug^ 
mentée^de  22  />••  au  lieu  d'être  diminuée;  et  qu*au  contraire  la 
somme  gagnée  pendant  les  17  jours  d'hisser  subisse  une  rete^ 
nue  de  28  fr.  au  lieu  d*un  accroissement.  De  cettjl  malière ,  le 
nouvel  énoncé  sera  celui-ci  :  '  '  '         m 

Un  particulier  a  employé  dans  Vété  un  owr^pmdant  13 
journées;  et  dans  V hiver  pendant  17  journées^our  chacune 
desquelles  il  recevait  2  fr.  déplus  que  pour  une  journée  d^éié. 
La  première  fois,  V  ouvrier  a  mérité  en  outre  par  son  zèle  une 
^  gratification  de  22  fr,;  mais,  la  seconde  fois,  il  a  subi  une  re- 
tenue  de'iS  fi*.,d  raison  de  quelques  dégâts  qu'il  avait  causés* 
Il  a  reçu  chaque  fois  la  même  somme,  et, Von  veut  connaître 
le  prix  de  la  journée  d^ été. 

^  Ainsi  rectifiée ,  il  est  de  toute  évidence  que  la  question  conduit 
à  l'équation  [3] ,  qui  admet  la  même  valeur  x=zA  que  l'équation  [2]. 
Par  conséquent  cette  valeur  résout  la  question  dans  le  sens  précis 
du  nouvel  énoncé.  On  doit  remarquer  surtout  que  les  quantités 
données  dans  l'énoncé  primitif,  sont  restées  sans  altération  dans 
le  nouveau.  Seulement  quelques-unes  d'entre  elles ,  qui  étaient 
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désignées  d'abord  comme  soustracti ves ,  sont  devenues  additives , 
ou  çice  versa. 

102.  En  général,  si  l'énoncé  d'un  problème  exige  que  l'incon'- 
nue  X  soit  positive ,  et  si  l'équation  donne  une  valeur  négative 
a:= — a,  on  doit  conclure  que  le  problème  est  impossible.  Pour 
rectifier  l'énoncé ,  on  remplace  dans  l'équation  x  par  — x,  ce  qui 
change  les  signes  de  certains  termes  ;  puis ,  sans  altérer  les  quan- 
tités données,  on  modifie  l'acception  sous  lesquelles  elles  sont 
considérées ,  de  telle  sorte  que  les  changements  de  signes  de  l'équa- 
tion correspondent  exactement  à  ce  changement  d'acception. 
Alors ,  on  sera  sûr,  sans  résoudre  aucune  nouvelle  équation ,  que 
la  valeur  positive  a:=a  conviendra  au  dernier  énoncé  ;  à  moins 
toutefois  qu'il  ne  renferme  encore  quelques  conditions  qu'on  n'au- 
rait pas  pu  exprimer  dans  l'équation  :  comme  si,  par  exemple,  il 
exigeait  que  l'inconnue  fût  un  nombre  entier. 

Au  reste,  on  conçoit  que  cette  rectification  peut  se  faire  d'une 
infinité  de  manières  différentes  \  mais  il  faut  toujours ,  dans  le  nou- 
vel énoncé ,  avoir  soin  de  se  tenir  le  plus  près  qu'on  pourra  de 
l'énoncé  primitif. 

103.  Problème.  Deux  courriers  partent  de  deux  points  A 
et  B ,  situés  sur  la  même  route  ABX ,  et  çont  dans  la  même 
direction  vers  un  point  C  ^  placé  au  delà  de  l^par  rapport  à  A. 
On  connaît  les  distances  des  points  A  et  B  au  point  C ,  savoir  :, 
AC=110  kilomètres  et  BC=50  kilom.  De  plus,  on  sait  que  la 
vitesse  d^omrrîer  parti  du  point  A  est  de  10  kilom.  par  heure, 
et  que  cèpe  du  courrier  parti  du  point  B  est  de  6  kilom.  On  de-- 
mande  à  qu^moint  de  la  route  les  courriers  se  joindront. 

I 1 1 1 ,1 1 

A  B  R         C  R'  X 

Supposons  que  la  jonction  se  fasse  au  point  R ,  et  soit  la  dis- 
tance CR=a:.  Les<îhemins  parcourus  parles  deux  courriers  seront 
ÂR=110— ir  et  BR=50— ^.  Puisque  le  premier  fait  10  kilom. 
par  heure ,  et  le  second  6 ,  les  nombres  d'heures  employées  par  eux 

.    AT^    .nT>  *  •    X  110— a:    ,  50— a: 

pour  parcourir  AR  et  BR  seront  exprimés  par  — r^- —  et  — ^ — • 

Comme  ils  sont  partis  en  même  temps,  ces  nombres  doivent  être 
égaux  5  donc  l'équation  du  problème  est 

riT  110— a:     i)(>— a: 
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En  multipliant  les  deux  membres  par  30  pour  chasser  les  di  viseurs, 
puis  continuant  les  calculs,  il  vient 

330— 307^250— 5a?, 
5ir— 3  j?=250— 330 , 

Voilà  encore  une  valeur  négative ,  et  cependant  on  aurait  tort 
d'aflirmer  que  la  question  est  impossible.  Il  est  évident,  en  effet, 
que  le  courrier  qui ,  au  départ ,  est  derrière ,  allant  plus  vite  que 
celui  qui  est  devant,  doit  finir  par  Tatteindre.  Mais  nous  avons 
supposé  en  formant  l'équation  [4]  que  la  rencontre  se  faisait  en  B. 
avant  le  point  C,  et  rien  n'autorisait  une  pareille  supposition.  Ainsi 
c'est  dans  cette  supposition ,  et  non  dans  l'énoncé ,  que  se  trouve 
l'absurdité  accusée  par  la  valeur  négative. 

Il  faut  donc  faire  une  supposition  contraire,  c'est-à-dire  placer 
la  rencontre  en  quelque  point  tel  que  R',  au  delà  de  C.  Alors ,  en 
posant  CR.'=x,  l'équation  à  résoudre  sera 

liO-f-o:     60+a: 


? 


[0  6 

Mais  aucun  calcul  nouveau  n'est  nécessaire.  En  effet,  cette  équa- 
tion n'est  autre  que  l'équation  [4] ,  où  Ton  aurait  mis  — x  au  lieu 
de  a:;  donc ,  puisque  celle-ci  est  satisfaite  par  la  valeur  a?= — 40 , 
l'équation  ci-dessus  doit  l'être  par  la  valeur  positive  j:=:40.  De 
cette  manière  on  apprend  que  la  rencontre  a  véritablement  lieu  au 
delà  du  point  C ,  à  la  distance  de  40  kilom. 

II  suit  delà  que  l'équation  [4]  donnera  toujour^la  solution  du 
problème ,  pourvu  qu'on  regarde  la  valeur  négative  de  x  comme 
devant  être  portée  à  droite  du  point  C,  c'est-à-dire  du  côté  opposé 
à  celui  où  on  l'avait  supposée  située. 

i04.  L'exemple  que  je  viens  de  traiter  montre  qu'une  valeur 
négative  de  l'inconnue  peut  aussi ,  dans  certains  cas ,  provenir 
d'une  fausse  supposition  qui  a  été  faite  pour  arriver  à  l'équation 
du  problème.  Et  en  même  temps  on  doit  soigneusement  remarquer 
que  non-seulement  le  signe—,  qui  se  trouve  devant  la  valeur  de 
l'inconnue,  indique  de  quelle  manière  l'erreur  doit  être  rectifiée, 
mais  encore  que  la  valeur  de  cette  inconnue ,  en  faisant  abstrac- 
tion du  signe ,  donne  la  vraie  solution  du  problème. 

Remarqufi.  On  aurait  pu  résoudre  le  dernier  problème  en  pre- 
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Haut  la  distance  BR  pour  inconnue  ;  et  ensuite ,  pour  connaître 
la  distance  du  point  C  au  point  de  rencontre,  on  aurait  retran*- 
ché  BR  de  BC  Alors  on  voit  bien  que  si  le  reste  est  négatif,  c'est 
que  la  rencontre  a  eu  lieu  en  un  point  R'  situé  au  delà  de  G ,  et  à 
une  distance  CR'  précisément  égale  à  ce  reste  pris  positivement. 

105.  Problème.  Deux  courriers  sont  partis  en  même  temps 
de  deux  cilles  différentes  et  parcourent  la  même  ligne.  On 
connaît  la  distance  des  deux  villes,  ainsi  que  la  vitesse  de 
chaque  courrier ,  c'est-^-dire  le  nombre  de  kilomètres  que  cha- 
cun d'eux  fait  en  une  heure.  On  demande  en  quel  point  de  la 
route  ils  se  joindront. 

l i- — ^k— i 

Ainsi  conçue  en  termes  généraux  y  la  question  présente  deux 
cas  distincts  :  celui  où  les  courriers  vont  dans  le  même  sens ,  et 
celui  où  ils  vont  à  la  rencontre  l'un  de  l'autre. 

Premier  cas.  Je  suppose  que  les  deux  courriers  tendent  vers  le 
point  C ,  situé  au  delà  du  point  B  par  rapport  au  point  A ,  et  que  R 
soit  le  point  où  ils  se  joignent.  Je  nommerai 

d    la  distance  des  points  de  départ  A  et  B , 
m  la  vitesse  du  courrier  parti  du  point  A , 
n    la  vitesse  du  courrier  parti  du  point  B, 
X   la  distance  inconnue  AR ,  parcourue  par  le  premier 
courirîer  au  moment  où  il  atteint  l'autre. 

Cela  posé,  le  chemin  BR  fait  par  le  second  courrier  sera  AR — AB 
ou  x-^d.  En  divisant  x  par  m  on  aura  le  temps  que  le  premier 
courrier  emplofe  à  faire  le  chemin  AR^  et  en  divisant  x — d  par  n, 
on  aura  le  tçmps  employé  par  le  second  courrier  à  faire  le  che- 
min BR.  Ces  chemins  doivent  être  parcourus  dans  le  même  temps  j 
donc  on  a 

X     X'—d 

[5]  ±=±-J:. 

^  -^  m        n 

De  là  on  tire  . , 

nx=^mx^md, 

mx — nx=^md, 

md 

x= . 

m—n 

Dei4xi4me  cas.  Je  suppose  que  les  deux  courriers  «liUent  à  la 


• 
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rencontre  l'un  de  raiitre ,  et  que  leur  jonction  ait  lieu  au  point  R 

Hitaé  entre  A  et  6 ,  A    ■  ..R    ■  .  ■ — ^B;  en  conser^- 

vant  le»  mômes  dénominations  que  tout  à  l'heure,  régâlHé  entre 
les  temps  employés  par  les  oourriers  pour  Ibire,  Tun  le  ebemin  AR^ 
M  Tautre  le  chemin  BR  y  B^a 

^^  ■*  m       n 

Cette  équation  n*est  autre  que  réquation  [5]  dans  laquelle  on 
aurait  remplacé  n  par  — n;  car  alors  le  second  membre  devient 

,  ce  qui  est  la  môme  chose  que .  De  là  on  conclut  que 

— n  n 

réquation  [5]  suffira  pour  résoudre  les  deux  cas  du  problème , 

pourvu  que  Ton  convienne  de  regarder  la  vitesse  du  courrier  parti 

du  point  B  comme  changeant  de  signe  quand  la  direction  de  ce 

courrier  vient  à  changer. 

106.  Par  la  question  qui  vient  d'être  traitée,  on  voit  que  les 
quantités  négatives  peuvent  servir  à  renfermer  dans  une  seule 
équation,  et  par  conséquent  aussi  dans  une  seule  formule ,  plu- 
sietirs  cas  d'une  même'  question ,  dont  chacun  semblerait ,  au  pre- 
mier aperçu ,  exiger  une  solution  distincte. 

C'est  là  aussi  ce  qui  fait  que  ces  quantités  sont  d'un  usage  près*- 
que  continuel  dans  tontes  les  branches  des  mathématiques.  Il  n'est 
pas  possible  de  caractériser  avec  précision  les  questions  dans  les»- 
qudles  la  solution  d'un  seul  cas  peut  s'étendre  ainsi  à  pkrsieùrs 
autres,  par  de  simjïles  changements  de  signes  ;  cependant  on  doit 
comprendre  dès  à  présent  qhe  cette  extension  a  lieu  surtout  dans 
les  questions  générales,  où  il  faut  considérer  plusieurs  cas  qui  ne 
diffèrent  entre  eux  que  par  l'acception  de  certaines  quantités,  les- 
quelles sont  additives  pour  quelques  cas ,  et  soustractives  pour  les 
autre».  Ainsi ,  la  même  lettre  Sera  regardée  comme  représentant 
une  quantité  positiv#  ou  négative ,  selon  qu'elle  désignera  un  gain 
ou  une  perte,  une  vitesse  dans  un  sens  ou  une  vitesse  de  sens  con- 
traire ,  une  distance  située  à  droite  d'un  point ,  ou  une  distance 
située  à  gauche ,  etc. 

107.  Les  remarques  auxquelles  ont  donné  lieu  les  trois  pro- 
blèmes qu'on  vient  de  traiter,  s'appliquent  à  toute  espèce  dé  ques- 
tion ,  quel  que  soit  le  nombre  des  inconnues  et  le  degré  des  équa- 
tions. Elles  se  résument  comme  il  sujt  :  ^ 
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l"*  La  valeur  négative  d'une  inconnue  peut  indiquer  quelquefois 
une  condition  impossible  dans  l'énoncé  d'un  problème.  Alors  il 
suffit  de  donner,  dans  cet  énoncé ,  à  quelques  quantités  des  accep- 
lions  contraires,  pour  faire  cesser  toute  impossibilité;  et  la  valeur 
négative  qui  a  été  trouvée  d'abord,  étant  prise. positivement^  don-- 
nera  la  solution  de  la  question  ainsi  rectifiée  (il  02). 

2*  La  valeur  négative  de  l'inconnue  peut  aussi  indiquer,  non 
une  absurdité ,  mais  une  supposition  erronée;  et,  dans  ce  cas,  elle 
donne  toujours  la  solution  du  problème ,  pourvu  qu'on  prenne  la 
quantité  qu'elle  représente  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu'on  lui 
a  d'abord  attribué  (404). 

3""  Enfin ,  en  considérant  certaines  quantités  conune  positives  ou 
négatives ,  selon  qu'on  les  envisage  sous  certaines  acceptions ,  ou 
sous  des  acceptions  contraires ,  on  peut  réunir  en  une  seule  équa- 
tion ou  en  une  seule  formule  les  différents  cas  d'une  même 
question  (106). 

108.  Après  ces  remarques ,  le  lecteur  traitera  lui-même  sans 
difficulté  la  question  suivante  : 

PaoBLEME.  Un  aubergiste  fait  a^ec  un  chasseur  ce  marché: 
Tous  les  jours  où  le  chasseur  apportera  une  pièce  de  gibier, 
il  recevra  de  V aubergiste  une  somme  a ,  mais  il  lui  rendra  une 
somme  b  tous  les  jours  où  il  n'en  apportera  points  Après  un 
nombre  n  de  jours,  il  peut  arriver  que  V aubergiste  et  le  chas-- 
seur  ne  se  doivent  rien,  ou  que  le  premier  doiye  au  second,  ou 
le  second  au  premier ^  une  somme  c.  Trouver  une  formule 
qui  fasse  connaître  dans  les  trois  cas  le  nombre  de  jours  où  le 

chasseur  a  apporté  du  gibier.  Réponse  :  x=  . 

« 

Cas  d'impo^ibilitô  et  4'iodét«rfflinatioii  dans  les  équalioas  et  dans  Ks  problèmes 

du  V^  degr^. 

109.  Problème.  Trouver  un  nombre  dont  le  tiers  augmenté 
de  75,  et  les  cinq  douzièmes  diminués  de  Sà^  fassent  autant 
que  ses  trois  quarts  ajoutés  à  49. 

On  voit  immédiatement  que  l'équation  du  problë-n^e  est 
[1]  f+75+§-36.=  ^  +  49. 
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En  transposant  les  termes  convenablement  et  en  chassant  les  dé- 
nominateurs j  il  vient  ' 

â?  ,  6a?     Sx ^ 

ix+Sx—9x=il08y 
^  0  =  108. 

Ici  Ton  parvient  à  une  absurdité  évidente,  0=108.  Il  n'y  a  donc 
aucune  valeur  de  œ  qui  puisse  vériDer  l'équation  fl],  et  par  suite 
il  n'en  existe  pas  non  plus  qui  satisfasse  à  la  question.  C'est  pour- 
quoi l'on  applique  alors  la  dénomination  d'absurde  ou  (Vimpos^ 
sible  à  l'équation  et  à  la  question. 

L'impossibilité  peut  se  rendre  sensible  sur  l'équation  [1] ,  en  fai- 
sant, dans  son  l""'  membre,  la  réduction  des  termes  semblables. 
Par  là  elle  devient 

et  dès  lors  il  est  évident  que  les  deux  membres  auront  toujours 
entre  eux  une  différence  de  9  unités ,  quelque  valeur  qu'on  mette 
à  la  place  de  a:. 

Cette  impossibilité  est  bien  différente  de  celle  qui  avait  Ueu  dan$ 
le  n*^  101.  Si  alors  le  problème  était  impossible  ^  ce  n'était  point 
parce  qu'il  n'existait  aucune  quantité  qui  pût  se  prêter  aux  vérir 
fications  de  calcul  exigées  par  l'énoncé ,  mais  bien  parce  que  la 
valeur  de  x  était  négative ,  et  que  l'énoncé  repoussait  toute  valeur 
de  cette  espèce.  Dans  le  problème  qui  vient  de  nous  occuper, 
l'impossibilité  est  absolue,  c'est-à-dire  qu'aucune  quantité,  de 
quelque  nature  qu'elle  soit ,  ne  peut  donner  Fégalité  établie  dans 
son  énoncé. 

ilO.  Problème.  Trouver  un  nombre  tel  qui! en  ajoutant  la 

moitié  de  ce  nombre  augmenté  de  \(s^les\de  ce  même  nombre 

augmenté  de  20*,  et  encore  les  ^dece  nombre  diminué  de  34 , 

on  ait  une  somme  égale  à  deux  fois  V excès  de  ce  nombre  sur  5-^ 

.  Ici  l'équation  du  problème  est 

*  3  6  î 

En  chassant  les  dénominateurs,  réduisant  et  transposant ,  îl  vient 

3^-|-30-f-4^+80-h5ar— 170=120:— ÔÔ , 
Sa^+^a^+Sa?— 1203=170— 30— 80— 60 , 

0-0. 
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Comtne  oa  arrive  à  deux  membres  qui  sont  identiques ,  on  en 
conclut  que  l'inconnue  œ  doit  rester  tout  à  fait  indéterminée.: 
c'est-à-dire  qu'on  peut  prendre  œ  égal  à  2 ,  ou  à  3,  ou  à  tel  autre 
nombre  qu'on  voudra. 

Et  en  effet ,  si  jon  remonte  à  Téquation  [2] ,  et  si  l'on  effectue  les 

calculs  indiqués  dans  son  l"""  membre,  on  trouve  qu'il  équivaut  à 

Sà?+^+^^+80+5a:— 170  .^  .      ,  .   12^—60 

■     '  ' ,  ou ,  en  réduisant  à  — ^ — ,  ou 

6  o 

bien  encore,  en  simplifiant,  à  2;r— 10.  Ce  résultat  étant  précisé- 
ment égal  au  2*  membre  2(a:— 5) ,  il  s'ensuit  que  l'équation  [Sj 
n'est  autre  chose  qu'une  véritable  égalité^  qui  a  lieu  quel  que  soit  ^, 
Dans  tous  les  cas  analogues ,  l'équation  et  la  question  sont  dites 
indéterminées. 

m.  Problème,  ^{^ez-vous  abattu  beaucoup  de  pièces  de 
gibier?  demande-t-on  à  un  chasseur.  Celui-ci  répond  :  Il  /au-- 
drait  en  ajouter  5  au  tiers  de  celles  que  fai  tuées  Van  passé, 
pour  avoir  la  moitié  de  ce  nue  j'ai  tué  cette  année  ,•  rrtais  si  y  du 
triple  de  cette  dernière  moitié  y  mus  ôtez  5 ,  mus  aurez  juste  ce 
que  fai  tué  Van  passé.  Combien  le  chasseur  a-^t-il  abattu  de 
gibier  chaque  année?  ' 

En  nommant  x  le  nombre  de  pièces  tuées  cette  année ,  et  y  celua 
des  pièces  tuées  l'année  précédente ,  on  a  les  équations 

*  •  j 

En  mtettant  dans  la  V  la  valeur  de  y  donnée  par  la  2%  il  vient 

X     X     6  .  ^ 

2^2       3  +  ^' 
3a:--rar=:30— 10 , 
0=20: 

égalité  absurde ,  de  laquelle  on  conclut  qu'il  n'existe  pais  de  va- 
leurs de  X  et  y  qui  satisfassent  aux  deux  équations.  Par  conséJ" 
quent  le  problème  renferme  des  conditions  impossibles  à.  remplir. 
On  peut  d'ailleurs  rendre  l'impossibilité  sensible  sur  les  équa- 
tions mêmes  :  car,  en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 
eUes  deviennent 

34C— 2y=30 ,    3a:— 2y=rl0  5 

et  alors  on  voit  que  les  deux  premiers  membres  sont  les  mêmes , 
tandis  que  les  seconds  sont  des  nombres  différents. 


Remarquez  bien  que  chacuBe  des  deux  équttionfl ,  ni  on  la 
prend  isplément »  est  possible ,, et  que  vaètm  elle  admet  une  infinité 
de  solutions»  L'impossibilité  coiisiste  donc  en  ce  que  les  deux 
équations  ne  peuvent  avoir  aucune  solution  commune ,  ou ,  ce  qui 
est  la  môme  chose ,  en  ce  que  les  deux  conditions  4u  problème  ne 
peuvent  jamais  avoir  lieu  ensemble.  C'est  pourquoi  Ton  dit  de  ces 
conditions,  et  aussi  des  équations  qui  les  expriment ,  qu'elles  sont 
contradictoires  ou  incompatibles. 

112.  Supposons  que  la  première  condition  du  problème  restant 
la  même ,  on  change  seulement  la  seconde ,  et  qu'on  y  remplace  \ç 
nombre  5  par  15.  Alors  les  équations  du  problème  seraient 

et  y  en  m^tont  dans  la  V  la  valeur  dey  donnée  par  la  2^,  il  vient 

1=1^— S+ 5,    d'où    0i5=ï0, 

De  là  on  conclut  qu'on  peut  attribuer  à  Tinconnue  x  telle  valeur 
qu'on  voudra,  et  qu'en  lui  adjoignant  la  valeur  correspondante 
de  y,  déduite  de  Tùne  des  deux  équations ,  on  satisfera  toujours  k 
Tautre. 

On  rendra  ceci  évident  sur  les  équations  mêmes  en  chassant 
les  dénominateurs  et  en  transposant  les  termes  :  car  on  les  ramène 
ainsi  toutes  deux  à  Téquation  unique  Zx'—^y=SO^  ce  qui  prouve 
que  les  detix  conditions  indiquées  dans  Ténonôé  ne  sont  différentes 
qu'en  apparence.  Alors  les  deux  équations,  aussi  bien  que  la  ques- 
tion dont  elles  liont  la  traduction ,  sont  ir^éter minées,  attendu 
qu'on  peut  y  satisfaire' d'une  infinité  de  manières. 

1 1 3.  J'ai  énoncé  comme  règle  générale,  n«  ÔO,  que  des  équations 
du  1"  degré,  en  nombre  égal  aux  inconnues,  déterminent  unsys- 
tèmeide  vÀlem^  pour  ces  inconnues,  et  n'eu  déterminent  qu'un 
seuL  Mais  en  même  temps  j*ai  prévenu  que  cette  règle  était  sujette 
à  quelques  exceptionsî  Les  exemples  précédents  biit  montré  en 
eflfet  qu'il  pouvait  y  avoir  dans  les  éqnàtions  impossibilité  ou 
indëierrmnation.  Déplus,  je  vais  montrer  quèdans  tous  les  cas 
où:il  y  ai^ra  exception ,  ce  sepa iomîomsYimpossibilité  ou  Vindé^ 
termiriàtkm  qu'on  devra  rencontrer.    ' 

Par  les  procédés- de  calcul ,  qui  «errent  à  effectuer  les  élinïina-^ 
tiens ,  il  est  clair  qu'il  ne  peut  arri+er  que  trofe  cas  : 
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l"*  On  peut  panrenir  à  une  équation  unique  du  1^'  degré  à  une 
seule  inconnue.  Dans  ce  cas ,  qui  est  le  plus  ordinaire ,  on  déter- 
mine pour  rinconnue  restante  une  valeur  unique ,  puis  en  remon- 
tant aux  équations  précédentes ,  on  détermine  aussi  une  valeur 
unique  pour  diacune  des  autres  inconnues. 

2^  On  peut  trouver,  à  la  fin  ou  dans  le  cours  des  opérations,  une 
équation  dans  laquelle  les  termes  inconnus  se  détruisent  mutuel- 
lement ,  et  où  les  deux  membres  soient  des  quantités  données  dif- 
férentes Tune  de  Tautre.  11  y  a  alors  absurdité  évidente ,  et  Ton 
doit  conclure  que  quelques  valeurs  qu'on  attribue  aux  inconnues 
(je  suppose  qu'il  y  en  ait  plusieurs),  on  ne  pourra  point  satisfaire 
'  aux  équations  primitives ,  ni  par  conséquent  à  la  question  dont 
elles  dérivent. 

S""  Si  aucun  de  ces  deux  cas  n'a  lieu ,  on  doit  trouver  une  ou 
plusieurs  équations  dans  lesquelles  les  inconnues  disparaissent, 
et  dont  les  deux  membres  soient  ^aux  à  la  même  quantité.  On 
reconnaît  alors  qu'on  peut  donner  à  ces  inconnues  telles  valeurs 
qu'on  voudra ,  et  qu'ensuite ,  au  moyen  de  ces  valeurs,  on  pourra 
calculer  les  autres  inconnues.  II  y  a  donc  ici  une  véritable  indé-- 
îermination  dans  les  équations  primitives,  et  par  conséquent 
aussi  dans  le  problème  dont  elles  expriment  les  conditions. 

i  14*  Quand  on  ne  considère  que  deux  équations  à  deux  incon- 
nues ,  si  on  arrive  à  une  égalité  absurde ,  comme  il  est  évident 
que  chaque  équation  prise  séparément  est  possible ,  on  doit  coa^ 
dure,  ainsi  qu'on  l'a  faitn°  111,  que  les  deux  équations  sont  con- 
tradictoires ou  incompatibles  ;  et ,  si  on  arrive  à  une  égalité  évi- 
dente ,  on  conclut  que  l'une  des  équations  est  toujours  vérifiée 
quand  l'autre  Test ,  ce  qui  revient  à  dire  qu'elle  en  est  une  consé- 
quence. 

Mais  quand  on  a  plus  de  deux  équations  (cependant  toujours  eil 
nombre  égal  aux  inconnues),  l'impossibilité  et  Tindétermination 
peuvent  tenir  à  des  causes  plus  variées.  Par  exemple,  lorsqu'on  a 
trois  équations  à  trois  inconniues ,  il  y  aura  impossibilité  si  une 
équation  est  incompatible  avec  cl;iacune  des  deux  autres,  ou  bien 
seulement  avec  leur  ensemble  sans  l'être  avec  aucune  d'elles  sépa* 
rément.  Et  pareillement  il  y  /lura  indétermination ,  si  une  équation 
est  une  conséquence  de  l'une  des  deux  autres,  ou  si  deux  équa- 
tions sont  des  cox\^9ences  de  la  troisième ,  ou  encore  si  Tune 
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des  équations  est  une  conséquence  de  l'ensemble  des  deux  autres, 
sans  l'être  d'aucune  d'elles  prise  séparément. 

En  général ,  quand  on  voudra  savoir  si  une  équation  est  incom* 
patible  avec  l'ensemble  de  plusieurs  équa|N)ns ,  ou  bien  si  elle  ^i 
est  une  conséquence,  on  considérera  dans  ces  équations  des  in- 
connues en  nombre  égal  à  ces  équations ,  on  en  tirera  les  valeurs 
de  ces  inconnues  en  fonction  des  autres  inconnues,  puis  on  sub- 
stituera ces  valeurs  dans  la  première  équation.  Si  alors  on  tombe 
sur  une  égalité  absurde ,  la  première  équation  sera  incompatible 
avec  le  système  des  autres  équations  ;  et  au  contraire  elle  en  sera 
une  conséquence,  si  on  tombe  sur  une  égalité  identique. 

lis.  Voici  deux  exemples  sur  lesquels  le  lecteur  peut  s'exercer  : 
xJ^  3y—  6js— .6a=  7,       /  a:+  3y—  6;5—  &u^  8, 

|4a:—    y—  bz+  5i^=30,       pa:+  iy^-  ^z—  9m.=14, 
5a:+iqy— 22j2— 20u=:39.       V  6a:+12y— 2i5— 24u=34. 

Le  premier  exemple  conduit  à  une  absurdité,  et  Ton  reconnaîtra 
qu'en  effet  la  4«  équation  est  incompatible  avec  l'ensemble  des  deux 
premières. 

Le  second  exemple  conduit  à  une  identité ,  et  il  sera  facile  de 
reconnaître  que  la  4«  équation  est  une  conséquence  des  trois  autres 
prises  ensemble ,  tandis  qu'elle  ne  l'est  d'aucune  d'elles  prise  iso*- 
lément ,  ni  même  de  la  réunion  de  deux  quelconques  d'entre  elles. 
Pour  satisfaire  à  ces  équations ,  on  trouve 

u=— 2,    ^=2,    y=22— 2, 

et  rinconnue  z  reste  arbitraire./ 

H6.  Je  terminerai  cet  article  en  remarquant  que  les  cas  d'im- 
possibilité dont  j'ai  parlé  sont  bien  les  seuls  qui  puissent  se  pré- 
senter dans  les  équations,  mais  que  dans  les  problèmes  il  peut  y 
en  avoir  beaucoup  d'autres.  Par  exemple ,  il  se  pourra  que  d'après 
l'énoncé  du  problème  une  inconnue  doive  être  un  nombre  entier, 
et  qu'on  trouve  une  fraction  ,•  ou  bien  qu'elle  doive  être  moindre 
qu'un  certain  nombre,  et  qu'on  trouve  une  valeur  plus  grande;  etc. 

En  général ,  l'énoncé  d'un  problème  peut  imposer  à  une  incon- 
nue ,  ou  à  plusieurs,  des  restrictions  qu'il  est  impossible  d'expri^ 
mer  par  des  équations  ;  et  dans  ces  cas,  après  qu'on  a  trouvé  les 
valeurs  des  inconnues ,  il  Teste  encore  à  vérifier  si  elles  satisfont  à 
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toutes  ces  restrictions.  C'est  ainsi  que  dans  le  Problème  III,  p.  69, 
quelques  conditions  n'ont  pas  été  introduites  dans  Téquation ,  et 
que  nous  avons  dû  reconnaître  à  la  fin  si  elles  étaient  remplies  par 
la  solution  déduite  de  dIKte  équation. 

DUcuMion  des  problèmes. 

117.  Lorsqu'on  a  résolu  un  problème  dans  lequel  les  quantités 
données  sont  représentées  par  des  lettres ,  la  valeur  de  Tinconnue 
(je  suppose,  pour  fixer  les  idées ,  qu'il  n'y  en  a  qu'une  )  est  expri<« 
mée  par  une  formule  qui  indique  les  opérations  à  exécuter  sur  les 
données.  Oc,  on  peut  concevoir  que  ces  données  reçoivent  toutes 
les  valeurs  possibles ,  et  examiner  s'il  en  résulte  quelques  cas  qui 
offrent  des  particularités  remarquables  :  c'est  là  ce  qui  s'appelle 
discuter  le  problème.  L'exemple  suivant  montrera  comment  on 
doit  se  diriger  dans  ces  discussions. 

118.  PHQBLàKE.  Deux  mobiles  M  et  M'  se  mewent  unifor- 
mément sur  la  droite  indéfinie  XY,  wec  des  ntesses  données 
a  e/  b,  tous  deux  dans  la  direction  XY.  On  sait  que  le  mobile  M 
est  arrivé  au  point  A.  un  certain  rwîMbrt  d'heures  h  avant  que 
le  mobile  W  soit  parvenu  e/i  B ,  et  Von  connaît  la  distance  d 
des  points  A  et  Bv  On  demande  en  quel  point  de  la  droite  XY 
se  fait  la  rencontre  des  deudo  mobiles. 

I 1 .| 1 1. 


X  R' 


R"  B  r" 


Supposons  que  la  rencontre  soit  en  R  du  côté  BY  \  je  nomme- 
rai X  la  distance  inconnue  BR.  La  distance  AR  sera  d+x,  et  les 
temps  employés  par  les  deux  mobiles  lyi  et  M',  pour  parcourir 

fespectivement  les  distances  AR  et  BR,  seront  --^etT.  Or,* 

d'après  l'énoncé ,  le  mobile  M  est  arrivé  en  A,  un  nombre  h  d'heu-^ 
rqs  avant  que  M'  fût  parvenu  en  B  \  donc  le  premier  temps  doit 
surpasser  le  second  de  la  quantité  h,  et  par  conséquent  on  a 
l'équation 

ti]  é±£\^l=L 

a        b 
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De  là  on  tirô  facilement 

bd+bx — ax:=^abh, 

axw-bx=:b{d — ah)j 

roT  , b{d—ah) 

Discussion*  Il  peut  se  faire  que  la  rencontre  des  mobiles  ait 
lieu  après  ou  avant  le  point  B ,  et  la  solution  ci-dessus  a  été  éta^ 
bile  comme  si  c'était  le  premier  cas  qui  dût  avoir  lieu.  Mais  en 
interprétant  les  résultats  conformément  aux  remarques  résumées 
dans  le  n'^  107,  on  va  voir  qu'elle  a  toute  la  généralité  désirable. 
.  l*"  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  x  seront  tous  deux 
positifs  lorsqu'on  aura  à  la  fois 

^à^b    et    dy>ah. 

Alors  la  valeur  de  x  est  positive ,  et  par  conséquent  il  y  a  vérita- 
Uement  rencontre  des  mobiles  du  côté  6T,  ainsi  qu'on  Ta  supposé* 
Cette  conclusion  est  conforme  à  celle  qui  se  tire  immédiatement 
de  la  question  e\le-même.  En  effet,  observons  que  ah  est  le  che- 
min parcouru  parle  mobile  M  pendant  le  temps  h,  qui  s'écoule 
entre  l'arrivée  de  ce  mobile  au  point  A  et  celle  de  M' au  point  B, 
Ainsi,  supposer  a^b  et  d>ahy  c'est  admettre  que  le  mobile  M 
Va  plus  Vite  que  M',  et  qu'il  n'est  pas  encore  en  B  quand  M' y 
arrive  ;  donc  il  devra  atteindre  M'  du  côté  BY.  Quand  on  a  à 
la  fois  - 

a<b    et    d<Cahy 

!a  valeur  de  x  est  encore  positive ,  par  conséquent  les  mobiles  se 
rencontrent  encore  du  côté  BY.  Et  eq  effet,  il  est  clair  qu'alors  le 
mobile  M  a  un  mouvement  moins  rapide  que  M',  et  qu'il  a  dépassé 
le  point  B  quand  M' y  arrive»  Il  ne  peut  donc  pas  manquer  d'être 
atteint  par  lui  du  côté  BY. 
2^  Quand  on  a  à  la  fois 

a<ib    et    dp^hy    ou    a>b    et    d<juhj 

là  valeur  de  x  est  négative.  Cette  circonstance  indique  que  la  ren*- 
contre  des  mobiles  a  eu  lieu  do  côté  opposé  à  celui  où  on  l'avait 
placée,  c'est-à-dire  qu'elle  se  fait  du  côté  BX,  et  à  la  distance 
marquée  par  la  valeur  de  x^  abstraction  faite  du  signe  (107,  a»). 

En  remontant  à  la  question ,  comme  on  l'a  fait  tout  à  l'heure , 
on  aperçoit  facilement  ici  qu'au  moment  où  M'  arrive  en  B,  celui 
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des  deux  mobiles  qui  a  la  plus  grande  vitesse  se  trouve  alors  de^ 
vant  Tautre.  Aucune  rencontre  ne  peut  donc  avoir  lieu  du  côté 
BY,  et  il  est  évident  au  contraire  que  les  deux  mobiles  ont  dû  se 
rencontrer  du  côté  BX. 

Que  si  on  veut  démontrer  la  justesse  de  l'interprétation  donnée 
à  la  valeur  négative ,  on  le  fera  comme  il  suit.  D*abord ,  comme 
on  a  supposé  que  les  mobiles  devaient  se  rencontrer  du  côté  BY, 
la  valeur  négative  prouve  seulement  que  cette  supposition  est 
inadmissible.  Mais  il  est  possible  que  la  rencontre  ait  lieu  du  côté 
BX  y  soit  avant  le  point  Â ,  soit  dans  Tintervalle  AB. 

Si  la  rencontre  a  eu  lieu  en  R'  avant  le  point  A ,  en  faisant 

l'inconnue  BR' = x,  les  temps  employés  par  le  mobile  M  pour 

venir  de  R'  en  A ,  et  par  le  mobile  M' pour  venir  de  R'  en  B ,  se- 

X'^^d     X 

ront et  T .  Le  temps  écoulé  entre  l'arrivée  de  M  au  point  A 

au 

X        X'^ct 

et  celle  de  M'  au  point  B  sera  donc  la  différence  t  -* ;    et 

comme  l'énoncé  exige  que  ce  temps  soit  égal  à  h,  on  aura  l'équa- 
tion 

[3]  5-f=^=A. 

b        a 

Si  la  rencontre  a  eu  lieu  en  R",  dans  l'intervalle  AB ,  et  qu*Q.u 

fasse  toujours  l'inconnue  BR''=a:,  le  temps  employé  par  le  mo- 

d'-^x 
bile  M  pour  aller  de  A  en  R"  sera ,  et  celui  qu'emploie 

X 

le  mobile  M' pour  aller  de  R"  en  B  sera  t  ?  donc  le  temps  écoulé 
entre  l'arrivée  du  mobile  M  au  point  A  et  celle  de  M'  au  point  B 
sera  '  "^    +  ^  ,  et  Ton  aura  l'équation 

Maintenant  remarquons  que  les  équations  [3]  et  [4]  étant  exac- 
tement les  mêmes,  la  dernière  devra  déterminer  le  point  de 
rencontre  y  quelle  que  soit  sa  position  dans  la  région  BX.  Remar* 
quons  encore  que  l'équation  [1]  devient  l'équatiou  [4]  en  y  chan- 
geant X  en — X  ,•  et  de  là  on  conclura  que  toute  valeur  positive  qui 
satisfait  à  la  dernière  sera  donnée ,  mais  avec  le  signe  — ,  par  la 
première. 


tBÇONS  D^ALGÈBRB.  97 

Ainsi  réquation  [1]  suffit  à  elle  seule  pour  déternoiner  dans  tous 
1^  cas  lès  points  de  rencontre  des  mobiles,  en  ayant  soin  de  porter 
les  valeurs  négatives  de  a:  à  gauche  du  point  B. 

S""  Supposons  qu'on  ait  b=a  sans  avoir  d=ah.  La  valeur  de  x 
devient 

a{d—ah) 

^=— ô— ' 

ou  9  plus  simplement  y  en  posant  a{dr^ah)t=7n, 

m 
0- 

Que  signiGe  une  pareille  expression  ?  Pour  l'interpréter,  imaginons 
qu'au  lieu  de  0  on  donne  à  m  des  diviseurs  de  plus  en  plus  petits , 
par  exemple,  1|  ^,  too  >•••  l^s  quotients  seraient  tts^  10m,  lOO/w^... 
et  iraient  en  croissant  de  telle  sorte  qu'on  ne  conçoit  aucune  quan- 
tité ,  quelque  grande  qu'elle  soit ,  qu'on  ne  puisse  surpasser  en 
prenant  un  diviseur  assez  petit.  C'est  là  ce  qu'on  exprime  en  di- 
sant que  le  quotient  d'une  quantité  divisée  par  zéro  est  infini.  On 
indique  l'infini  par  le  signe  qo  . 

L'expression-,  considérée  en  elle-même,  montre  donc  qu'ij 
n'existe  aucune  distance  assez  considérable  pour  représenter  celle 
à  laquelle  les  mobiles  doivent  se  rencontrer,  ce  qui  équivaut  évi- 
demment à  dire  qu'ils  ne  se  rencontrent  pas. 

Et  en  effet ,  de  ce  que  d  est  différent  de  ah,  il  s'ensuit  que  le 
mobile  M  ne  se  trouve  pas  au  point  6  en  même  temps  que  le  mo- 
bile M'-,  et  de  ce  que  b^a,  il  s'ensuit  que  les  deux  mobiles  ont  la 
même  vitesse  :  donc  ils  doivent  toujours  être  à  la  même  distance 
l'un  de  l'autre  ;  donc  aucune  rencontre  n'est  possible. 

4?  Supposons  en  même  temps  b=a  et  d^ah.  Il  viendra 

0 

et  rinterprétation  immédiate  de  cette  expression  s^a  facile^ 
Comme  dans  toute  division  le  produit  du  quotient  molt^lié  par 
le  diviseur  doit  reproduire  le  dividende ,  il  faut  ici  que  le  quotient 
soit  tel  qu'en  le  multipliant  par  zéro  on  trouve  zéro  ;  donc  on  peut 
prendre  ce  quotient  égal  à  tel  nombre  qu'on  voudra  :  c'est  ce 
qu'on  exprime  en  d'autres  termes ,  en  disant  que  %  représente 
une  grandeur  indéterminée. 
^   De  cette  explication  on  doit  conclure  quo  les  mobiles  ne  sont 

7 


jamais  séparés.  Et  en  efiTet,  puisqu'on  suppose  6 rs-^ï  et  rf=r£ï^, 
les  mobiles  ont  la  même  vitesse,  et  se  trouvent  ensemble  au  point 
B-,  donc  ils  ont  toujours  dû  être  ensemble  et  doivent  toujours 
rester  ensemble» 

Les  autres  particularités  qu'on  pourrait  rémarquer  sont  trop 
minutieuses  pour  s'y  arrêter.  Je  terminerai  donc  cette  discussion 
en  observant  que  les  principes  établis  n»  106  permettent  d'étendre 
la  formule  [2]  aux  problèmes  dont  les  énoncés  ne  diffèrent  de  celui 
qui  a  donné  cette  formule  que  par  Tacception  de  quelques  quan- 
tités. Ainsi ,  on  pourra  supposer  que  le  mobile  M'  aille  dans  le 
sens  YX ,  et  alors  il  faudra  changer  b  en— 6  dans  la  formule.  Si 
C'est  le  mobile  M  qui  change  de  direction,  on  changera  a  en  — a; 
et  Si  M  et  M^  changent  tous  deux  de  direction ,  on  changera  à  la 
fois  û  en  — a  et  b  en  —b.  Enfin ,  si  Tarrivée  du  mobile  M  au 
point  A ,  au  lieu  de  précéder  celle  de  M'  aii  point  B,  n^avait  lieu 
qu'après ,  on  changerait  h  en  —A. 

Ces  conséquences  sont  bien  propres  à  faire  ressortir  toute  l'im- 
portance des  quantités  négatives;  et,  pour  cette  raison,  je  con- 
seille au  lecteur  de  chercher  par  lui-même  à  les  mettre  en  évidence, 
en  suivant  la  marche  tracée  dans  le  n*"  108. 

Sar  les  symbcfles  ^  ^t  ^-  ~  Remarques  sur  les  équations  dans  lesquelles  il  y  a  des 

dénominateurs  qui  contiennent  l'inconnue. 

119.  Les  symboles  j  et  j ,  qui  se  sont  présentés  dans  la  discus- 
sion précédente  (3«  et  4*»),  méritent  de  fixer  Tattention. 

Lorsque  dans  les  équations  il  y  a  des  quantités  données  repré- 
sentées par  des  lettres ,  et  qu'on  a  tiré  de  ces  équations  les  for- 
mules qui  expriment  les  inconnues ,  si  Ton  fait  des  hyt)othèses 
sur  ces  lettres  et  qu'on  les  introduise  dans  les  formules ,  on  doit 
obtenir  pour  les  inconnues  des  valeurs  particulières  correspon- 
dantes à  ces  hypothèses.  Or,  il  peut  arriver  que  ces  hypothèses 
fassent  tomber  les  équations  dans  un  cas  AHmposêihilUi  ou  d-fn^ 
détermination  y  et  alors  il  est  facile  de  s'assurer  qu'une  des  foi> 
mules  «a  moins  deviendra  r  ou  ^ 

o  o 

Concevons  que  les  hypothèses]  soient  introduites  dans  M 
équations  eUes^mômes  »  et  qu'alors  on  répète  les  calculs  f^its  pour 
parvenir  aux  formules  générales.  Si  les  équations  tombent  dans 
tin  cas  d'impositibilité ,  il  faudra  qu'en  cherchant  une  incdiïn«e  j 


réliiomatiân  conduise  à  une  équation  Absurde ,  dans  laquelle  cette 
inconnue  ne  se  trouvera  plus ,  et  dont  les  deux  membres  seront 
des  quantités  différentes.  Supposons  que  Cette  équation,  avant  les 
hypothèses  j  soit 

Par=Q, 

P  et  Q  représentant  des  expressions  littérales  composées  de  quan- 
tités données  :  la  valeur  générale  de  x  sera 

Q 

^ —  p- 

Or,  dans  tes  hypothèses  qui  amènent  l'impossibilité ,  il  l^ut  que  x 
disparaisse  de  Téquation  P^==Q ,  et  que  les  deux  membres  ren- 
ferment des  quantités  inégales  ;  donc  P  doit  être  zéro  sans  que  Q 
le  soit  ;  donc  en  désignant  par  m  ce  que  devient  Q ,  la  valeur  gé- 
nérale de  X  doit  donner  x^  5. 

Maintenant  supposons  que  les  hypothèses  doivent  amener  un 
cas  d'indétermination.  Les  calculs  d'élimination ,  au  lieu  de  con- 
duire à  une  équation  d*où  Ton  puisse  tirer  la  valeur  d'une  incon- 
nue, doivent  donner  une  équation  dont  les  deux  membres  soient 
Identiques.  Donc,  si  avant  les  hypothèses  cette  équation  est 
Px=^Q^  il  faudra,  après  les  hypothèses ,  que  P  at  Q  soient  tous 
deux  zéro  ;  donc  la  valeur  générale  de  x  se  réduira  à  x=f  S» 

Il  peut  se  faire  qu'il  y  ait  plusieurs  inconnues  dont  les  expres- 
sions deviennent  ^  ou  ^.  Ce  qui  précède  montre  seulement  qu'il 

doit  y  en  avoir  au  moins  une  qui  devienne  ^  dans  les  cas  d'impos- 
sibilité, et  ^  dans  les  cas  d'indétermination. 

120.  On  a  vu,  n«  118  (3*»),  que  l'expression  5  doit  être  con- 
sidérée comme  représentant  une  valeur  infinie.  Ici  j'ajouterai  que 
cette  valeur  infinie  peut  être  quelquefois  positive,  quelquerois  né- 
gative ,  et  quelquefois  indifféremment  positive  ou  négative. 

1**  Soit  la  formule  Jf=  rr — :r,  dans  laquelle  met  n  sont  deux 

nombres  invariables  qu*on  suppose  positifs  et  dlfférenis  de  zéro, 
tandis  que  a  peut  avoir  toutes  les  valeurs  possibles.  Ett  faisant 
z=n  il  vient  x=  ^.  Mais  comme  le  dénominateur  (n^xy  est  tou» 
jours  positif  quel  que  soît  z,  attendu  que  le  carré  de  n—z  est 
toujours  positif,  on  doit  regarder  ici  l'expression  ^  comme  dési- 
gnant l'infini  positif»  et  l'on  écrira  x=!^+  oo. 
^"^  Avec  des  raisonnements  analogues ,  on  voit  que  si  on  a  la 


^  I 
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formule  x:=: ^,  et  qu'on  y  fasse  encore  z:=^n,  on  devra  avoir 

l'infini  négatif  a:=— qo  . 
3<»  Soit  la  formule  a:= .  L'hypothèse  z=n  donne  encore 

a:=  -,  mais  ici  l'infini  aura  un  signe  ambigu.  Supposons  d'abord 
z<n  et  faisons  croître  z,  la  formule  donnera  des  valeurs  crois- 
santes qui  seront  toutes  positives.  Au  contraire,  en  prenant  zy>n, 
puis  diminuant  z  jusqu'à  le  rendre  égal  à  n  ^  la  formule  donne  des 
valeurs  croissantes  qui  sont  toutes  négatives.  Il  suit  de  là  que  la 
valeur  infinie,  correspondante  à  z^n,  appartient  également  à  une 
suite  de  quantités  positives  croissantes,  et  à  une  suite  de  quantités 
négatives  croissantes.  Pour  cette  raison  l'hypothèse  z^=n  doit 
être  considérée  comme  faisant  prendre  à  la  formule  deux  valeurs 
infinies ,  l'une  positive  et  l'autre  négative.  C'est  ce  qu'on  indique 
d'une  manière  abrégée  en  écrivant  x^=^±.  oo. 

121 .  Lorsqu'une  formule  fractionnaire  renferme  un  dénomina- 
teur qui  peut  devenir  infini  sans  que  le  numérateur  le  soit ,  il  est 
clair  qu'à  cette  limite  la  valeur  numérique  de  la  fraction  doit  être 
moindre  que  toute  quantité,  quelque  petite  qu'elle  soit,  ce  qui  re- 
vient à  dire  qu'elle  est  égale  à  zéro.  Ainsi ,  le  numérateur  étant  do* 

signé  par  m,  on  aura  —  =0. 

122.  Lorsqu'une  quantité  va  en  décroissant  jusqu'à  zéro,  sans 
changer  de  signe,  on  pourrait  conserver  la  trace  du  signe,  en  le 
laissant  subsister  devant  la  limite  zéro.  Alors  on  aurait 

4-0  ~'^'^'  — Q~     '^' 
=+0,  =— 0. 


+  oo  —00 

123.  Il  y  a  aussi  plusieurs  observations  à  faire  sur  le  symbole  §. 
Lej'aisonnement  du  n®  118  (1*)  prouve  qu'en  le  considérant  en 
lui-même  il  représente  une  quantité  tout  à  fait  indéterminée*  Mais 
l'indétermination  peut  encore  se  montrer  sous  d'autres  formes. 
En  effet ,  par  les  règles  du  calcul ,  on  à 

Jl 

Pxi~P    et2~^L 

P 
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Or,  quand  P  et  Q  deviennent  zéro ,  les  quantités  ^  et  tt  devien- 
nent infinies  ;  donc  les  expressions 

Ox»  et  — 

QO 

doivent  recevoir  la  môme  interprétation  que  g ,  c'est-à-dire  qu'elles 
sont  aussi  des  symboles  d'indétermination. 

124.  Il  y  a  cependant  des  cas  où  l'expression  ^  est  considérée 
sous  un  autre  point  de  vue. 

Soit  la  formule 

Si  on  suppose  js=2  ,  il  vient  ar=$  ;  et ,  d'après  ce  qui  précède , 
cette  valeur  devrait  être  indéterminée.  Mais  si,  avant  de  faire  2=2, 
on  simplifie  la  fraction ,  en  ôtant  le  facteur  z— 2 ,  commun  à  ses 
doux  termes  y  on  a 

z 

et  alors  en  faisant  jz=2  on  trouve  a:=6 ,  qui  est  la  vraie  valeur 
correspondante  à  cette  hypothèse. 

Pour  bien  comprendre  ceci ,  au  lieu  de  supposer  tout  d'abord 
js=2,  imaginons  que  z — 2  diminue  graduellement.  La  formule  [1] 
donnera  pour  x  successivement  différentes  valeurs ,  toutes  déter- 
minées et  égales  à  celles  que  donnerait  la  formule  [2],  Ces  valeurs 
peuvent  donc  être  regardées  comme  tendant  graduellement  vers 
la  valeur  6  ;  et ,  par  cette  raison ,  on  regarde  la  valeur  x—6  comme 
étant  véritablement  celle  qui  répond  à  l'hypothèse  z=2.  Mais 
comme  l'indétermination  qui  résulte  de  la  première  formule  em- 
pêche de  reconnaître  cette  valeur,  c'est  à  la  seconde  qu'il  faut  re- 
courir. Delà  cette  règle  : 

Si  ^  pour  une  certaine  hypothèse ,  une  expression  fraction" 
naite  devient  ^^  on  ne  dira  point  qu'elle  est  indéterminée,  niais 
on  recfiercliera  avec  soin  quel  est  le  facteur  commun  à  son 
numérateur  et  à  son  dénominateur  quiy  en  devenant  zéro,  fait 
prenne  à  la  fraction  la  forme  ^ ,  et  dont  la  suppression  laisse 
apercevoir  la  vraie  valeur  de  cette  fraction. 

Appliquons  cette  règle  aux  trois  fractions 
3£— 3       z^^2z+l  3£--3 

.   2^—2'        32»— 3    '      z'—2z+i* 


qui  deviennent  0  par  Thypothèse  z:^l .  On  les  écrira  ainsi 

3(«+l)(z-l)  (z-1)»  S(z+l)(z—l) 


^""^m^mmirfwmmmm  ^m'^rmmm^^^^K^—^'tmfm 


2(z— 1)      '     S(z+\)(z—iy  {z—iy 

On  supprimera  partout  le  faeteur  commun  z — 1  ;  puis,  en  faisant 
Izz^t ,  on  trouvera  les  valeurs  3 , 0 ,  i:  oo. 

123.  Une  fraction  pouvant  devenir  zéro  quand  son  ûumérateur 
est  nul  ou  quand  son  dénominateur  est  inQni)  il  s'ensuit  que  si 
une  équation  a  des  dénominateurs  qui  contiennent  l'inconnue  x , 
et  qu'on  la  ramène  à  la  forme  fractionnaire 

jl  faudra  »  pour  la  réfoudre  complètement  t  chercher  non^-seule- 
'  jnent  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  a  Mr^o,  mais  encore 
celles  qui  donnent  N=:s  oo. 

Toutefois  on  devra  considérer  si ,  par  ces  valeurs ,  la  fraction 
ne  devient  pas  ^  ou  g  :  car ,  si  cela  arrive,  il  se  pourra  que  sa 
vraie  valeur  ne  soit  pas  zéro ,  et  alors  l'équation  ne  sera  pas  sa- 
tisfaite. 

Dans  Texemple  du  n^"  78 ,  réquation  a  été  ramenée  à  eelle-^ 

;SpO; 

t— a;»       » 

et  comme  la  valeur  o?^ — 3  rend  le  numérateur  nul  sans  rendre 
nul  le  dénominateur ,  on  a  pu  conclure  que  cette  valeur  satisfait 
véritablement  à  l'équation. 

Mais  quoique  le  dénominateur  l—x*  devienne  infini  en  faisant 
a:=:+  o)  et  ;c=—  » ,  comme  ces  valeurs  rendent  aussi  le  numé- 
rateur infini ,  on  tombe  dans  une  indétermination  apparente.  Pour 
la  faire  disparaître,  on  met  la  fraction  sous  une  forme  où  le  nu- 
mérateur ne  devienne  plus  infini ,  ce  qui  se  fera  en  divisant  par  x 
les  deux  termes  de  la  fraction.  De  cette  manière  elle  devient 

X 

l       ' 

X 

puis ,  en  remarquant  que  les  valeurs  xs=î^  o6  et  a?r3>*«  cd  rendent 

3       1  11 

nulles  -  eti-,  on  voit  qu'elle  se  réduit  à  — --  ou  à  -r— ;  c'est- 


LEÇONS  D'ALGBSEB.  lOS 

èniire  à  zéro  :  dono  les  valeurs  a?^««h  «»  et  a?  s=.-^  pq  convieniieot 
à  l'équation  proposée. 

Le  pliis  ordioairement,  quand  on  fait  évanouir  des  dénraiiBa- 
teurs  qui  contiennent  l'inconnue,  on  ne  tient  aucun  compte  des 
valeurs  infinies,  parce  qu'en  efibt  elles  ne  conviennent  presque  ja** 
mais  aux  problèmes  que  les  équations  servent  à  résoudre  :  mais 
cette  omission  est  toiyours  volontaire,  et  les  explications  que  je 
viens  de  donner  montrent  assez  comment  elle  doit  être  réparée. 


,y^^m,^/»^>%i^%>%i>m^/v%%^%^.%^^<%<%^f%/%W»%V%V»^>^*^  %^^ 


CHAPITRE  VI. 

RàSOLUTIOll  PB  PLUSIEURS  EQUATIONS  aÉNBRÂtBS  ]>Ul«^0BORÉ, 

EN  NOMBRE  EGAL  AUX  INCONNUES^ 


Formules  générales.  —  Règles  d'après  lesquelles  elles  se  composent. 

126.  Quelque  diverses  que  puissent  être  des  équations  du 
1er  ciegré ,  on  peut  toujours  les  ramener  à  des  formes  générales  qui 
permettent  d'obtenir  pour  les  inconnues  des  ftormules  datisles-* 
quelles  sont  compris  tous  les  cai^  particuliers  qui  peuvent  se  pré- 
senter. Ce  sont  ces  formules  que  je  me  propose  de  chercher  main- 
tenant. On  pourrait  y'TJârvenir  par  les  méthodes  expliquées 
chapitre  III  \  mais  je  me  Servirai  préférablement  de  celle  qui  est 
connue  sous  le  njom  de  Méthode  des  indéierfninées^et  qui  a  été 
employée  par  Bbzout.  Les  considérations  sur  lesquelles  elle  re^ 
pose  méritent  une  grande  attention,  à  cause  des  applications 
qu'elles  reçoivent  dans  les  recherches  élevées  de  Tanalyse. 

Prenons  d'abord  deux  équations  entre  deux  inconnues  x  et  y. 
Par  des  préparations  convenables  ^  on  saura  toujours  les  ramener 
à  la  forme 

Ici  ayh^  k,  dy  bf,  h!  y  représentent  des  quantités  connues  qui 
peuvent  être  positives  ou  négatives.  En  mettant  afyhf,  Ky  dans  la 
seconde  équation,  pour  désigner  les  quantités  analogues  aux 
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quantités  a,  b,  k,  de  la  première,  on  se  rappelle  plus  facilement 
la  signiQcatiou  de  toutes  ces  lettres. 

Dé»gnons  par  m  une  quantité  tout  à  fait  indéterminée ,  dont 
on  pourra  disposer  comme  on  voudra,  multiplions  la  r«  équation 
par  m,  et  ensuite  retranchons-en  la  seconde  :  il  viendra 

et  comme  la  quantité  m  est  arbitraire ,  on  la  choisira  de  manière 
qu'elle  réduise  à  zéro  le  multiplicateur  de  l'inconnue  qu'on  veut 
éliminer. 
Si  c'est  y  qu'on  fait  disparaître ,  on  posera 

hm=V,    d'où   w = -r  ; 

0 

réquation  ne  contiendra  plus  y,  et  en  y  remplaçant  m  par  cette 
valeur,  on  aura 

__6 _M—bV 

~  aJbf      r~aV—bd' 

Mais  si  c'est  i:  qu'on  veut  faire  disparaître,  il  faudra  poser 

d 
anv=o!i    d'où    7n=—  ; 

a 

et  réquation  donnera 

, a ko!— ah! 

a 

Les  dénominateui^  de  x  et  de  y  sont  égaux ,  mais  de  signes 
contraires.  Pour  les  rendre  tout  à  fait  semblables,  je  changerai  les 
signes  du  numérateur  et  du  dénominateur  dey^  et  alors  les  valeurs 
générales  do  x  et  de  7  seront 

_kV—bie  aK—kd 

Chacune  d'elles  peut  immédiatement  se  déduire  de  l'autre.  En 
effet ,  il  est  évident  que  les  mêmes  calculs  qui  font  trouver  x, 
doivent  donner  y  en  changeant  partout  a  en  &  et  6  en  a  ^  sans 
d'ailleurs  toucher  aux  accents.  Donc,  en  effectuant  ces  change- 
ments dans  la  valeur  de  :r ,  on  doit  trouver  celle  de  y.  Une  re- 
marque analogue  s'applique  aux  cas  que  je  traiterai  tout  à  l'heure. 
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Si  l'on  veut  vMfier  ces  valeon ,  il  suffit  de  les  subtti^er  datas 
les  deux  équations.  Par  exemple,  en  effectuant  cette  substitution 
dans  la  première ,  il  vient 

a{hV^bV)+b[àV'-k<^  _  ^ 
aV—ba!  ' 
{(O/'-bd)  k+(ab~~ba)k'  _ . 
5F=6â> -"' 

iâ7.  Considérons  maintenant  trois  équations  générales  entre 
trois  inconnues.  On  peut  les  représenter  ainsi  : 

ax  +by  +CZ  =k, 
cix  +Vy  +  (fz  =  A/, 

Après  avoir  multiplié  la  1''  par  une  indéterminée  m,  et  la  2«  par 
une  indéterminée  n,  ajoutons-les^  puis,  de  la  somme,  retranchons 
la  3%  Dans  l'équation  résultante ,  on  pourra  faire  disparaître  deux 
inconnues,  en  disposant  des  deux  indéterminées  de  manière  que 
les  multiplicateurs  de  ces  inconnues  deviennent  zéro  *,  et  ensuite 
on  en  tirera  la  valeur  de  Tinconnue  restante.  L'équation  résul- 
tante dont  il  s'agit  est 

{am'\-a!n-'a")x+{bm+Vn—U'yy+{cm+(fnr^(f)z 

Si  on  veut  faire  disparaître  y  eiz,  il  faudra  déterminer  m  et  /i 
{lar  les  deux  équations 

et  Ton  aura 

km+k'n-k" 

am+a'n — a"* 
Les  deux  équations  qui  déterminent  m  et  n  se  déduisent  évidem- 
ment des  deux  équations  générales  traitées  dans  le  numéro  pré- 
cédent ,  en  y  remplaçant 

les  lettres  x,  y,  a,  b,  k,  a',  V,  K, 
par  m,  n,  h,  V,  b%  c,  &,  c"; 

donc,  pour  avoir  m  et  n,  il  suffit  d'opérer  les  mômes  changen^ents 
dans  les  formules  qui  terminent  le  numéro  cité.  De  cette  manière 
on  a 
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et  en  mettant  069  vialelurs  dans  cette  de  o'^  il  vient 

_  Jc{c'lf^I/c')^'k\bc'—cb')^r{b&—cV) 

Pour  trouver  y,  on  fera  disparaître  a?  et  js  en  posant 

am+c/n'=et^y     cm + &n^c\ 

La  comparaison  de  ces  deux  équations  avec  celles  du  numéro  pré- 
cédent donne 

et  par  suite  on  trouve 

Enfin ,  pour  connaître  z,  on  posera 

de  là  on  tirera 

_Va'r^U        _ab"^bd 
^^  aV—ba!  '      ^^  aU^bci' 

et  par  suite  il  viendra 

_  k{Ua'—a!V')^-k!{ab''-b€i'y-k\aV—ba!) 
,    .   /'^  c{b'a!'^^'b")+c\ab"--ba!'}^\aV^ba!)'     . 

En  effectuant  les  multiplications  indiquées  dans  les  valeurs  de 
X,  y,  z,  et  en  changeant  les  signes  du  numérateur  et  du  dénomi- 
nateur dans  la  première  et  dans  la  dernière ,  on  pourra  écrire  ces 
trois  valeurs  comme  il  suit  : 

'  kb^c"^kc'à"+ckrb"^bk'c"+bcT-^b'k' 


a?= 


y= 


ab^c"^a(/b"+ca'b"^bdc"+b&a"'^cbV  ' 
ak'c"-a&k"+cdk"-  kdc'^kdot'^cVd 

aVe-^-adU-k-cdb'—bcie^bc'd'—cVa 


/^"  ' 


^  aVk"-^aVb"^ka!b"'^baT+b]ea"—hUa'' 
^     aVe  — ac'A" + cdb'-^bde + bdd'  —cb'd' 

Pour  vérifier  ces  valeurs ,  il  sera  plus  commode  de  le$  prendra 
telles  qu'elles  étaient  d'abord,  avant  d'effectuer  les  multiplications» 
Si ,  par  exemple^  on  fait  les  substitutions  dans  la  première  équa- 
tion y  et  qu'on  ait  soin  de  changer  les  signes  de  la  valeur  de  y. 


Afin  d*aToir  un  méoio  dénoioinatour  pour  tes  trois  mixuiRfm  »  U 
Tient 

Dans  cette  égalité  on  reconnaît,  à  la  simple  inspection ,  que  les 
multiplicateurs  de  Aï'  et  de  k^  se  réduisent  à  zéro,  et  que  celui  de  k 
li'eat  autre  que  le  dénominateur  même  ;  donc  l'égalité  se  réduit  ft 
h=k,  et  la  vérification  est  opérée.  Celle  des  deux  autres  équations 
«6  ferait  d'une  manière  toute  semblable. 

Ces  vérifications  ne  sont  pas  ici  sans  importance  :  car,  pour 
arriver  aux  valeurs  générales  de  x^  y,  z,  on  a  employé  des  valeurs 
de  m  et  n  qui  renferment  des  dénominateurs  ;  et  par  conséquent 
on  pourrait  craindre  que,  dans  les  cas  où  ces  dénominateurs  de* 
viendraient  nuls ,  les  valeurs  de  ^,  y,  z,  ne  fussent  en  défaut 
Mais  la  vérification  écarte  tous  les  doutes. 

128.  Soit  encore  les  quatre  équations  générales 

ax'\'  by-jr  ^«+  du=k, 
a!x+  bfy+  <fz+  âu=V, 

a''x+  by+c'z+O'wi^kf, 
a*;c+  by+  c'z+d'uzsk;'. 

En  multipliant  les  trois  premières  par  trois  indéterminées  m,  n^p, 
puis  les  ajoutant ,  et  retraneliant  la  quatrième  «  on  a  une  équation 
de  laquelle  on  fera  disparaître  trois  inconnues  en  égalant  à  zéro 
les  multiplicateurs  de  ces  inconnues.  Il  vient  ainsi  (rois  équations 
pour  déterminer  les  valeurs  de  m,  n,p;  et  alors  au  moyen  de  ces 
valeurs  on  aura  celle  de  l'inconnue  restante. 

i39.  Ces  calculs  ne  sauraient  offrir  aucune  difficulté  et  peuvent 
s'étendre  à  tant  d'équations  qu'on  voudra.  Mais  en  observant  avec 
attention  la  composition  des  formules  trouvées  précédemment 
pour  deux  ou  pour  trois  équations,  on  a  découvert  des  règles 
générales  au  moyen  desquelles  on  peut  obtenir  sans  calcul  les  fo^ 
mules  qui  conviennent  à  un  nombre  quelconque  d'équations. 

Première  règle.  Avec  les  deux  lettres  a  et  i  formez  les  arran- 
gements ab  et  ba,  puis  interposez  le  signe— entre  eux ,  on  aura 

ab-^ba. 
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S'il  n'y  avait  que  deux  équations  à  résoudre ,  on  mettrait  un  ac* 
cent  à  la  deuxième  lettre  de  chaque  terme ,  et  le  résultat  M — hd 
serait  Je  dénominateur  commun  des  valeurs  de  x  et  dey. 

S'il  y  a  trois  équations,  on  fera  passer  la  troisième  lettre  c  à 
toutes  les  places  dans  chaque  terme  de  l'expression  ab-^ba.  En 
ayant  soin  d'alterner  les  signes,  ab  donnera  abc—acb+cab^  de 
même — ba  donnera — bac+bca — cba  :  par  conséquent  il  viendra 

abc-^acb-^cab — bac+bca — cba. 

Alors  on  mettra  un  accent  à  la  2*  lettre  de  chaque  terme ,  et  deux 
à  la  3«  ;  on  aura  ainsi  le  dénominateur  commun  de  œ^  y,  z. 

S'il  y  a  quatre  équations ,  on  prendra  la  lettre  d^  qui  sert  de 
coefBcient  à  la  quatrième  inconnue  u,  et  on  la  fera  passer  à  toutes 
les  places  dans  chaque  terme  du  sextinome  ci-dessus^  on  aura 
soin  d'alterner  les  signes  dans  les  termes  fournis  par  chacun 
d'eux,  en  commençant  par  +  pour  ceux  qui  viennent  d'un  terme 
précédé  du  signe + ,  et  par  —  pour  ceux  qui  viennent  d'un  terme 
précédé  du  signe—;  enfin  on  mettra  un  accent  à  la  2*  lettre,  deux 
à  la  3%  et  trois  à  la  4«.  On  aura  ainsi  le  dénominateur  commun 
des  quatre  inconnues  x,  y,  Zy  u. 

S'il  y  a  un  plus  grand  nombre  d'équations ,  on  continu^a  de 
la  même  manière. 

Deuxième  règle.  Quel  que  soit  le  nombre  des  équations,  les 
numérateurs  des  inconnues  pourront  se  déduire  de  leur  dénomi- 
nateur commun  ;  et ,  à  cet  effet ,  il  suffira  d'y  remplacer,  sans 
toucher  aux  accents ,  la  lettre  qui ,  dans  les  équations ,  sert  ^e 
coefBcient  à  l'inconnue  qu'on  veut  trouver,  par  la  lettre  k  qui  re- 
présente le  terme  connu  placé  dans  le  second  membre.  Ainsi ,  on 
changera  a  en  A  pour  avoir  le  numérateur  de  x^  benk  pour  avoir 
celui  de  y,  etc. 

Les  deux  règles  que  je  viens  d'exposer  se  vérifient  sur  les  for- 
mules trouvées  pour  deux  et  pour  trois  équations;  mais  une  dé- 
monstration est  nécessaire  pour  prouver  qu'elles  s'étendent  à  tous 
les  autres  cas.  Je  vais  rapporter,  à  quelques  changements  près , 
celle  qu'a  donnée  Laplàge,  Mémoires  de  V Académie  des  Scien- 
ces, année  177i. 

Démonstration  des  règles  précédentes. 

1 30.  Je  supposerai  qu'on  ait  n  équations  du  \%  degré  à  n  incon- 
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nues;  et  y  suivant  la  notation  employée  jusqu'ici ,  je  représenterai 
ces  équations  ainsi  : 

ax+  by+  CZ+  du-^-. .  .=A:, 

jarx+b"y+c"z+d!'u+. .  .=*", 


Les  points  placés  après  un  terme  tiennent  lieu  des  termes  qui  doi- 
vent venir  après  lui  ;  et  pareillement  les  points  écrits  au-dessous 
de  la  4«  équation  remplacent  celles  dont  elle  doit  é(re  suivie. 

Je  nommerai  R  la  quantité  qu'on  forme  d'après  la  première 
règle ,  dans  le  cas  de  ces  équations  \  et  je  vais  présenter  à  l'égard 
de  cette  fonction  plusieurs  remarques  sur  lesquelles  repose  la  dé^ 
monstration. 

l""  Par  la  manière  même  dont  la  fonction  R  est  composée ,  il  est 
évident  que  l'ensemble  de  ses  termes ,  abstraction  faite  des  signes 
et  des  accents  y  renferme  les  différents  arrangements  qu'on  peut 
former  avec  les  n  lettres  a,  b,c,d...,  qui  servent  de  coefficients 
aux  inconnues  x,  y,  z,  u...^  en  écrivant  ces  n  lettres  les  unes  à 
la  suite  des  autres  y  et  en  les  changeant  d'ordre  de  toutes  les  ma- 
nières possibles. 

2o  II  est  évident  aussi  que  dans  chaque  terme  de  R  il  y  a  une^ 
lettre  sans  accent ,  une  lettre  avec  un  accent ,  une  lettre  avec  deux 
accents  »  et  ainsi  de  suite. 

S""  Les  termes  affbctés  du  signe  +  sont  ceux  où ,  en  comparant 
chaque  lettre  avec  chacune  de  celles  dont  elle  est  suivie,  on  trou- 
vera que  les  immersions  alphabétiques  sont  en  nomlnre  pair  ;  et 
les  termes  aff<ectés  du  signe  —  sont  ceux  où  le  nombre  de  ces 
inversions  est  impair.  Par  exemple ,  si  un  terme  contenait  quatre 
lettres  rangées  dans  l'ordre  dacb,  comme  il  renferme  trois  inver- 
sions par  rapport  à  d,  et  une  par  rapport  à  c^  ce  qui  fait  quatre 
inversions  en  tout ,  il  devrait  avoir  le  signe  +. 

liorsqu'il  n'y  a  que  deux  inconnues ,  la  vérité  de  cette  remarque 
est  évidente  :  car  alors ,  en  faisant  abstraction  des  accents ,  R  est 
ab—ba.  Si  pn  fait  passer  la  lettre  c  à  toutes  les  places  dans  ab,  le 
l""^  terme  abc  n'aura  point  d'inversion ,  le  2«  acb  en  aura  une ,  et 
le  3«  cab  en  aura  deux  :  aussi  le  1"  est-il  précédé  de  +»  le  2«  de — , 
et  le  3«  de  r|-.  Quant  à  -*  &a^  le  1*!  terme  qu'il  fournira  n'aura  pas 
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plus  dlnrdrsiotis  que  ba,  le  2*  en  aura  une  de  plus ,  et  le  3«  en 
aura  deux  :  aussi  le  !•'  est-il  précédé  de  —,  le  2*  de  + ,  et  le  3* 
de  -— .  Si  on  fait  encore  passer  la  lettre  d  k  toutes  les  places  dans 
chacun  des  six  termes  qu^on  vient  de  former,  comme  chacun  de 
ceux-ci  est  composé  des  lettres  a,  h,  c,  qui  précèdent  d  dans  l'al- 
phabet ,  on  ne  changera  pas  le  nombre  des  inversions  en  mettant 
d  à  la  fin  d'un  terme  :  aussi  alors  le  signe  reste-t-il  le  même.  En 
avançant  d  d'un  rang  vers  la  gauche ,  il  y  aura  une  inversion  de 
plus  :  aussi  le  signe  change-t-il.  En  l'avançant  encore  d*une  place^ 
il  s'introduit  une  nouvelle  inversion ,  et  il  vient  un  nouveau  chan<* 
gement  de  signe.  Ainsi  de  suite. 

4»  Dans  la  fonction  R ,  deux  termes  qui ,  abstraction  ftdte  des 
accents,  ne  diffèrent  l'un  de  l'autre  que  par  un  simple  échange 
entre  deux  lettres ,  doivent  avoir  des  signes  contraires.  En  effet , 
supposons  que  ces  deux  termes  ne  soient  différents  que  par 
réchange  de  a  et  e,  tels  que  sont  les  termes  adtVd'  et  cdVoT  : 
pour  déduire  le  second  du  premier,  on  peut  imaginer  que  la  lettre 
u  passe  successivement  après  chacune  des  lettres  qui  la  suivent 
pour  venir  se  placer  après  c,  et  qu'alors  la  lettre  c  à  son  tour 
remonte  successivement  Jusqu'à  la  place  qu'ûocupait  a.  Par  là 
rechange  des  deux  lettres  cz  et  cr  se  trouvera  effectué.  Or,  chaque 
déplacement  successif  amène  évidemment  une  inversion  de  plun 
(m  de  moins,  et  par  conséquent  aussi  un  changement  de  signe; 
d'un  autre  cdté ,  la  lettre  qui  descend  doit  parcourir  une  place  de 
plus  que  celle  qui  remonte  :  donc ,  définitivement ,  les  deux  ter^ 
tties  doivent  être  de  signes  contraires. 

ip  Si ,  dans  la  fonction  R ,  l'on  ajoute  ou  Ton  supprime  un  égal 
nombre  d*accents  k  toutes  les  lettres  semblablement  accentuées  « 
la  fonction  R  deviendra  nulle  d'eUe-*méme.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  qu'on  remplace  partout  a^,  b',  &,...  par^,  V»  c",.,, 
et  que  l'on  considère  en  particuUer  le  terme  qui  contient  af  et  <?^ 
Puisque  tous  les  arrangements  qu'on  peut  faire  entre  les  n  lettres 
a,  b,  c,...  se  trouvent  dans  R ,  il  doit  y  en  avoir  un  qui  ne  diffère 
de  celui  que  nous  considérons  que  par  le  changement  de  af  en  c^ 
et  de  c*  en  aT-,  donc,  lorsque  dans  R  on  remplace  a\  b%  </,... 
para'^^ft'^j  c",..»  ces  deux  termes  deviennent  égaux.  Mais,  en 
vertu  de  la  remarque  précédente ,  ils  doivent  avoir  des  signes 
contraires  ^  donc  ils  se  détruisent.  Le  même  raisonnement  s^ap* 
pUque  à  chaque  terme  de  R  \  donc  R  doit  devenir  ssérth 
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Maintenant  revenons  aux  équations  [i].  Comme  tootei  les  Itt* 
ires  a,b,Cy...  se  trouvent  dans  chaque  terme  de  R,  et  chacune 
arec  un  nombre  différent  d'accents ,  on  pourra  mettre  R  bous  ces 
différentes  fomMS 

R=33A/i+AV+AV+. .., 

R=Cc+CV+C"c"+..M 


À,  A',  A",..'  désignant  des  qciantités  qui  ne  contiennent  plus  la 
lettre  a,'  B,  B',  B",...  désignant  des  quantités  qui  ne  contiennent 
plus  la  letlre  fr;  C,  C,  C",...  désignant  des  quantités  qui  ne  con- 
tiennent plus  c;  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  de  là  qu'en  formant , 
a*après  les  règles  énoncées ,  les  valeurs  de  x.y,  z,  on  devra  avoir 

AA+A'A'+A"F+ ... 


x= 


!.«  I  I  »»  ■  «<  >«  .      m  t» 


R 

^     — r-      g—- 


2=. 


R 


Toute  la  question  se  réduit  donc  à  démontrer  que  ces  valeurs  sa- 
tisfont aux  équations  [1].  ... 
Substituons-les  d'abord  dans  la  première  :  elle  devient 

[2]  --p; *+ ^    .      —  *' 

.  A''a+B'6+CV-f- . .  ,,  .  _     '  . 

"t*  ■■?■■■'  "■■ 'jT   ■  • Ar'*f*etc>=fc^» 

Observons  que  Aa  contient  tous  les  termes  de  R  où  se.  trouve 
le  facteur  a,  que  B6  contient  tous  ceux  où  se  trouve  b,  que  Ce 
contient  tous  ceux  où  se  trouve  é>,  etc.;  donC  R=Aei+B6+Cc+..i 
En  répétant  un  semblable  raisonnement,  on  reconnaît  que  la  fonc- 
tion R  peut  encore  s*écrîre  sous  ces  différentes  formes , 

» 

R=tAa+B6+Cc +.;<.,  :    ■  ^ 

R=sA'a'  +B'6'  +C'o'+. . .»  . 

R=AV+B"i"+GV+ . . . ,. 
etc. 

Cdt  posé»  il  jBst  évident  qae^  dans  l'équatlOD  [3],  le  preoiletf 
numérateur  est  égal  à  R,  et  que  les. soirottlB  neiBoat «otN ebo» 
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que  la  quantité  R  où  Ton  aurait  mis  a^  b,  c,...  à  la  place  de  af, 
V,  dy  ou  de  a",  ft",  c"...,  etc.  Donc ,  en  vertu  de  la  5«  remarque , 
ces  derniers  numérateurs  sont  nuls  d'eux-mêmes  ;  et  par  suite 
l'équation  [2]  se  réduit  à  k^k.  Donc  les  valeurs  de  œ^  y,  z^...  sa* 
tisfont  à  la  l'«  des  équations  [1].  Il  est  clair  que  la  même  vérifica- 
tion a  lieu  sur  les  autres  équations  ;  et  l'exactitude  de  ces  valeurs 
est  ainsi  démontrée. 

Discussion  des  fommles  foomies  par  les  équations  générales  da  l"  degré. 

• 

151.  Dans  les  cas  où  le  dénominateur  commun  des  valeurs  gé- 
nérales des  inconnues  se  réduit  à  zéro ,  on  ne  voit  plus  comment 
les  équations  données  peuvent  être  vérifiées  :  je  me  propose  d'exa- 
miner ici  ces  cas  particuliers. 

Reprenons  les  deux  équations 

[1]  ax-^-hy^kj 

[2]  dx-^Vy^K, 

d'où  Ton  tire  les  formules 

_  kV—hK  _  aV-^kd 

^-  aV^bd  '      ^~  atf—bd' 

Premier  cas  particulier.  Supposons  que  le  dénominateur  soit 
zérOy  sans  qu'aucun  des  numérateurs  le  soit.  Alors  on  a 

ay— *a'=0,    a:= — ^ — ,      y= — g — . 

Les  valeurs  de  x  et  dey  sont  donc  infinies  :  c'est-à-dire  que ,  pour 
satisfaire  aux  deux  équations  données,  elles  doivent  surpasser 

toute  grandeur  assignable. 

aV 
De  l'égalité  aV—ba'=0^  on  tire  al=:^-j^',  et  par  suite  réqua<* 

^on  [2],  en  y  mettant  cette  valeur,  devient 

^x+Uy=K,    d'où    l/{ax+by)::zbk!. 

Le  premier  membre  n'est  autre  que  celui  de  l'équation  [1]  multi- 
plié par  b';  donc  il  faudrait  que  la  même  relation  eût  lieu  entre  les 
seconds  membres ,  peur  que  des  valeurs  de  x  et  dey  pussent  véri- 
fier à  la  fois  les  équations  [1]  et  [2].  Donc  on  devrait  avoir  bk^=kb^ 
ou  kV-^bkf^O  ;  donc  le  numérateur  de  x  serait  égal  à  zéro ,  ce 
qui  est  contraire  aux  hypothèses. 
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De  cette  manière ,  rimpoâfiibilité  de  Irbuver  des  valeur&dô  .r  et 
de  y  qui  satisfassent  aux  deux  équations  à  la  fois  est  bien  en  évi-i- 
dence  ;  mais  elle  est  encore  mieux  earaetérisée  par  les  valeurs  in- 
fmies,  lesquelles ,  tout  en  montrant  cette  impossibilité,  font  voir 
de  plus  qu'elle  vient  de  ce  que  les  valeurs  des  inconnues  sont  trop 
grandes  pour  être  assignées.  Et ,  en  effet ,  on  peut  imaginer  que 
ab^ — ba'  soit  d'abord  une  très-petite  quantité.  Alors  les  valeurs 
àe  X  et  de  y  seraient  très-grandes,  mais  elles  satisferaient  tou- 
jours aux  équations  ;  donc ,  au  moment  où  ab' — ba'  devient  zéro, 
si  on  ne  peut  plus  opérer  directement  de  vérification  sur  les  équa- 
tions ,  c'est  uniquement  parce  qu'alors  x  ety  surpassent  toutes 
les  grandeurs  assignables  C^). 

peuxiême  cas  particulier.  Supposons  que  le  dénominateur 
soit  nul  en  même  temps  que  l'un  des  numérateurs  :  par  exemple , 
qu'on  ait 

Je  dis  d'abord  que  l'autre  numérateur  aA' — Aa'  est  aussi  égal  à 
zéro.  En  effet,  les  deux  égalités  ci-dessus  donnent 

,_ab'  hV 

et  par  suite  ti  vient,  pour  l'autre  numérateur, 

,,    ,   ,     ahV       àkV     ^ 

aV — ha=i-y 7— =0. 

o  b 

Si  d'abord  on  avait  supposé  ce  numérateur  égal  à  zéro ,  ou  aui!«it 

prouvé  semblablement  que  celui  de  x  doit  aussi  être  zéro. 

De  là  il  suit  que,  dans  les  hypothèses  où  nous  sommes,  on  doit 

avoir 

0  0 

^=ô'      ^=ô- 

Par  eux-mêmes ,  ces  symboles  indiquent  des  quantités  indéter* 
minées*,  je  vais  prouver,  en  remontant  aux  équations,  qu'il  doit 
en  effet  y  avoir  indétermination. 


(')  Considérées  par  rapport  à  la  question  dont  les  éoualions  expriment  les  con- 
dilioDS,  les  valeurs  infinies  peuvent  être  que]qoe|dwine  vérilablc  solution  de 
celle  question.  L'application  de  l'algèbre  à  la  géoiflpe  en  fournit  des  preuves 
nombreuses  :  entre  autres  exemples,  je  ciierai  celui  (m  un  angle  est  inconnu,  et 
ou  Ton  trouve  pour  sa  tangente  une  valeur  infinie  ;  il  est  clair  qu'alors  Tangle 
sera  droit» 
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Substituons  dans  l'équation  [2]  les  valeurs  de  a'  et  A'  trouvées 
plu^  \\wiy  elle  devient 

^-  X + l/y=  -y ,     d'où  ^{a^+by)  =  ^  h. 

Alors  on  voit  qu'elle  peut  se  former  en  multipliant  les  deux  mem« 

bres  de  Péquation  [1]  par  t-;  donc  toutes  les  valeurs  de  x  et  y  qui 

satisfont  à  l'une  des  deux  équations  doivent  aussi  convemr  à  Tau^ 
tre.  Qr,  ai  on  donne  à  op  successiveoient  telles  valeurs  qu'on  vou-i 
dra  et  qu'on  les  substitue  dans  Téquation  [1],  on  pourra,  de  cette 
équatiou,  tirer  les  valeurs  correspondantes  dey,-  et  de  cette  ma- 
nière on  aura  toujours  des  solutions  qiû  conviendront  à  cette 
équation.  Donc,  puisqu'elles  doiveqt  aussi  convenir  à  la  seconde, 
on  est  en  drojt  de  conclure  que  les  équatjon^i  proposées  admettent 
une  infinité  de  solutions.  Ainsi ,  c'est  avec  raison  que  les  formules 
de  Talgèbre  donnent  alors  des  valeurs  indéterniinées. 

Toutefois  il  faut  bien  remarquer  que  l'indétermination  ne  va  pas 
Jusqu'à  perinettre  de  prendre  telle  valeur  de  x  et  telle  valeur  de  y 
qu'on  veut  :  car  l'explication  précédente  montre  que  l'une  des  in- 
connues doit  toujours  se  calculer  au  moyeu  de  l'autre. 

Le  cas  actuel  comprend  celui  où  Ton  aurait  A:  =  0,  A'=0, 
ab^ — 6a'=0  :  car  alors  xety  deviennent  g.  SI  on  remonte  aïKC 
équations  proposées,  elte^  se  réduisent  à  celles-ci , 

aa?+6y— 0,    a'a7  4-6'y=0. 

Erlles  donnent  respectivement 

a  ^     ^ 

Or,  de  l'hypothèse  aU—ha!^0,  on  tire  -,  -.  —-,  donc  les  deux 

valeurs  dey  sont  égales  quel  que  soit  x,  et  par  conséquent  il  y  a 
véritablement  indélermination. 

Cependant  il  9Si  à  remarquer  que  si  on  prend  le  rapport  de  y 
kx'û  sera  déterminé  :  car  on  a 

y  __« ^ 

x~     *""      b^' 

et  i^  o! 
Sans  la  condition  t  V^  ,  les  valeurs  de  y  n'eussent  été  égales 

qu*en  faisant  j:==0i  par  suite  on  aurait  e\xy=^^x  et  le  rapport  de 
ykx  n'aurait  plus  été  déterminé. 
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Dans  ce  qui  précède,  on  s'est  servi  des  valeurs  a'=  —  ?  *'=  -r*  ? 

et  par  conséquent  on  a  adodia  tacitement  que  le  coeQicient  b  était 
différent  de  zéro.  On  pourrait  aussi  considérer  les  cas  où  il  est 
nul  *,  mai3  je  laisserai  ces  détails  de  côté. 

^32*  Dans  la  discussion  précédente  j'ai  considéré  certaines  for^ 
piesi  singulières  que  prennent  les  valeurs  générales  de  x  et  7,  et 
je  me  suis  attaché  à  rendre  évidents,  sur  les  équations  proposées 
elles-mêmes ,  les  résultats  indiqués  par  une  exacte  interprétation 
de  ces  formes.  Une  discussion  analogue  peut  s^établir  pour  les  for- 
muler releitiiYes  à  plus  de  deux  équations  \  mais ,  quand  on  cherche 
à  omettre  en  évidence,  dans  les  équations  proposées,  les  cas  d'im^ 
possibilité  ou  d'indétermination  indiqués  par  les  formules,  on 
rencontre  des  calculs  plus  difficiles,  auxquels  je  crois  peu  utile  dQ 
m'arrèter.  Je  me  bornerai  à  placer  ici  des  observations  dont  Tob-t 
}et  est  de  prémunir  contre  quelques  fausses  conclusions  dans  les* 
quelles  un  jugement  trop  précipité  pourrait  peut-être  entraîner. 

Dans  le  numéro  précédent,  on  a  pu  remarquer  que  les  incon- 
nues xti  y  devenaient  à  la  fois  toutes  deux  infinies,  ou  toutes 
deux  indéterminées.  Or,  une  première  erreur  que  Ton  pourrait 
commettre  serait  de  juf er  par  aoalof  ie  que ,  si  au  lieu  de  deux 
équations  on  en  avait  plusieurs,  les  valeurs  des  inconnues  de- 
vraient aussi  devenir  i  la  fois  toutes  iniiiies,  ou  toutes  indéter- 
minées. Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  des  trois  équations 

ax  Arhy  +C2  ^h^ 

Le  dénominateur  commun  de  x^  y,  z,  est  R  -  cafc"^ac'b^  -f  ca'ô'^ 
•^bdd^-^-hdd-^cUdf  ]  et  il  peut  s'écrire  de  ces  trois  manières, 

Vi^a{Vc'—&b")'^a\cb'—bc')  +a\bc'—cb*) , 

^^b{&(f—a'c'')-\'V{ac''-'ca') + b\ca'—ac% 

'K^c{a'b'-^Vcf)+&{b(^-ab')+c\ab'—ba% 
Posons 

i/c"^db%  cb"=bc\ 
De  ces  égalités  on  déduit  bcf=icl/,  et  par  conséquent  R  devient 
2éro.  Ak>ra  le  numérateur  de  x,  qui  se  forme  de  R  en  changeant 
a,  a',  a",  en  k,  V,  k\  devient  zéro  aussi.  Mais  comme  le  numé- 
rateur de  y  se  forme  en  mettant  k,  k%  k%  dans  R ,  à  la  place  de 
6,  b^,  b\  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  ce  numérateur  devienne 
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yéro,  à  moins  qu'on  n'établisse  quelque  nouvelle  hypothèse.  La 
même  chose  peut  se  dire  de  celui  de  z.  Ainsi  la  valeur  de  x  peut 
prendre  la  forme  indéterminée  §,  tandis  que  les  valeurs  dey  et  z 
seront  infinies. 

Mais,  relativement  à  cette  forme  indéterminée,  une  autre  erreur 
est  encore  à  éviter  :  car  il  peut  se  faire  (124)  que  l'indétermination 
ne  soit  qu'apparente.  Pour  en  mieux  juger,  on  n'aura  d'abord 
égard  qu'à  la  seule  relation 

a 
A  cet  effet ,  on  substituera  cette  valeur  de  c"  dans  la  valeur  géné- 
rale de  X,  Alors  on  reconnaîtra  que  le  facteur  b& — cb'  est  commun 
au  numérateur  et  au  dénominateur.  Or,  par  les  hypothèses ,  ce 
facteur  est  zéro  5  c'est  donc  sa  présence  qui  produit  l'indétermi- 
nation ,  et  en  le  supprimant,  on  aura  la  vraie  valeur  deo:^  laquelle 
cessera  d'être  indéterminée,  à  moins  qu'on  ne  joigne  quelques 
nouvelles  hypothèses  aux  hypothèses  déjà  faites. 

CHAPITRE  VII. 

t 

ANALYSE   INDÉTERMINÉE  DU  1"  DEGRÉ. 


Résolution  de  l'équation  aX'\'l)y=c  eu  nombres  entiers. 

133.  Si  on  propose  de  résoudre  une  équation  du  l"  degré  à  deux 
inconnues  x  ety/on  peut  donner  à  l'une  d'elles  tejle  valeur  qu'on 
veut ,  et  l'équation  fait  connaître  une  valeur  correspondante  de 
l'autre  inconnue.  Par  là  on  voit  que  l'équation  admet  un  nombre 
infini  de  solutions-,  et,  pour  cette  raison,  les  deux  inconnues 
prennent  alors  assez  ordinairement  le  nom  d'indéterminées.  Le 
nombre  des  solutions  ne  sera  plus  autant  illimité ,  si  on  exige  que 
les  valeurs  de  a:  et  de  y  soient  entières  -,  et  il  le  sera  moins  encore 
si  on  veut  qu'elles  soient  à  la  fois  entières  et  positives.  Des  condi- 
tions de  ce  eenre  ne  peuvent  pas  s'expriimer  par  des  équations  ;  je 
vais  montrer  comment  on  y  a  égard. 

1 34.  Je  ramènerai  d'abord  l'équation,  à  la  forme 

ax+by^ci^     • 


LEÇONS  -  D'A  LGRBRE .  117 

a,  h,  c  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  {Positifs  ou  dégatifs  ; 
et  comme  les  facteurs  communs  à  la  fois  à  ces  trois  nombres  pour-  ^ 
raient  être  supprimés,  je  supposerai  qu'ils  l'ont  déjà  été. 

Cela  posé ,  je  ferai  remarquer  dès  à  présent  un  cas  où  il  est  im* 
possible  de  satisfaire  à  Téquation  avec  des  valeurs  entières  dexet 
dey  :  c'est  celui  où,  après  la  suppression  dont  on  vient  de  parler, 
a  etb  auraient  encore  un  facteur  commun.  En  effet,  quelques 
valeurs  entières  de  a:  et  y  qu'on  substitue  alors ,  le  premier  mem-  ^ 
bre  sera  divisible  par  le  facteur  commun  k  aetkb,  tandis  que  le 
second  ne  le  sera  points  par  conséquent  l'égalité  est  impossible. 
C'est  pourquoi  je  regarderai  toujours  dans  la  suite  a  et  b  comme 
premiers  entre  eux,  On  n'exigera  pas  d'abord  que  xeiy  soient 
entiers  positifs,  mais  entiers  seulement. 

135.  Pour  le  moment ,  la  question  est  donc  celle-ci  :  Étant  don- 
née l'équation 

[1]  ax+by=c, 

dans  laquelle  a,  b,  c  sont  des  nombres  entiers  quelconques  dont 
les  deux  premiers  n'ont  aucun  facteur  commun,  on  demande,  pour 
X  et  y,  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion. Je  ferai  le  raisonnement  comme  si  a  et  ô  étaient  positifs, 
mais  on  apercevra  sans  peine  qu'il  s'applique  aux  autres  cas. 

La  question  serait  sans  diflicultési  le  coefficient  d'une  inconnue, 
dey^  par  exemple,  était  égal  à  l'unité.  L'équation  donnerait  sur- 
le-champ  y=c — cLXy  et  il  est ,  évident  qu'en  prenant  pour  x  un 
nombre  entier  quelconque ,  la  valeur  correspondante  de  y  serait 
aussi  entière. 

Supposons  que  ni  ri  ni  ô  ne  soit  égal  à  1,  et  que  6  soit  <a.  De 
réquation  on  tire  d'abord 

c — ax 

Divisons  a  par  6,  nommons  q  le  quotient ,  et  r  le  reste;  on  aura 
a:^bq+r,  et  par  suite  • 

c-^{bq+r)x  .  c—rx 

y^—b =^qx^-^. 

On  veut  que  X  ety  soient  des  nombres  entiers  -,  or,  en  donnant  à  x 
une  valeur  entière  quelconque,  ha  partie—causera  entière;  donc, 
pour  que  y  ait  aussi  une  valeur  entière,  il  faut  chercher  les  valeurs 

entières  de  x  propres  à  rendre  —^ —  égal  à  un  nombre  entier.  A 
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cet  «ffet^  posons  réquation 

[2]  — T — ^t     ou  rx'\'ht=c, 

4  désignant  une  nouvelle  indéterminée  ;  la  question  sera  réduite  à 
Irésoudre  cette  équation  par  des  valeurs  entières  de  x  et  de  t.  Si 
Je  reste  r  était  égal  à  Tunité ,  la  recherche  serait  donc  terminée. 

Supposons  r>l  :  on  résoudra  l'équation  ci-dessus  par  rapport 
à  X,  dont  le  coefficient  est  moindre  que  celui  de  ty  et  on  aura 


a:= 


r 
En  nommant  (f  le  quotient  de  b  pal»  r,  et  r'  le  reste,  il  Vletidl^ 

^-.  c—{r(f+r')t ,^  ,  c—r't 

et  comme  t  doit  être  un  nombre  entier,  on  voit  qu'il  faut  choisir 
ce  nombre  de  manière  que  — —  soit  un  nombre  entier.  C'est 
pourquoi  Ton  pose 

i  étant  une  nouvelle  indéterminée  -,  et  la  question  est  réduite  à 
résoudre  cette  équation  par  des  valeurs  entières  de  /  et  i.  Toute 
recherche  serait  donc  terminée  si  Ton  avait  r'^l. 
Mais  soit  r'^l  :  la  dernière  équation  donnera 

c—ri 

i 

d*où,  en  nommant  ^  le  quotient  de  r  par  f,  et  r*  le  reste,  on  aura 

r  ^  r 

On  posera  de  nouveau 

[4]  ^V^=^'    ourY+r'<"=c, 

/"  étant  encore  une  nouvelle  indéterminée  -,  et  Ton  aura  à  chercher 
les  solutions  entières  de  cette  dernière  équation. 

La  marche  du  calcul  est  maintenant  assez  claire ,  et  Ton  voit 
que  la  question  devra  être  regardée  comme  résolue  dès  qu'on  par^ 
viendra  à  une  équation  dans  laquelle  une  indéterminée  aura  pour 
coefficient  l'unité.  Or,  c'est  ce  qui  ne  peut  manquer  d'arriver  :  car 
les  coefficients  r,  r'  r",,..  qui  entrent  dans  les  équations  auxiliai- 
res [2],  [3],  [4],...  sont  les  restes  successifs  qu'on  obtient  en  opé- 
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rant  comme  si  on  cherchait  le  iilcp  grand  commun  diriseur  de  a 
et  de  b. 
Pour  fixer  les  idées ,  supposons  r"=i  ;  l'équation  [4]  donne 

[5]  V^^r'f-^'G. 

Les  raisonnements  par  lesquels  on  est  passé  ont  montré  que  ty  (,  f, 
devaient  être  des  nombres  entiers.  Ici  on  voit  qu'en  donnant  à  f 
telles  valeurs  entières  qu'on  voudra,  i  sera  toujours  entier-,  et  dès 
lors  il  est  clair  que  les  indéterminées  précédentes,  en  remontant 
jusqu'à  a:  et  y  y  seront  aussi  entières.  Ainsi  Téquation  proposée 
admet  une  infinité  dé  solutions  en  nombres  entiers  (*). 

Mais  on  peut  se  dispenser  de  calculer  les  indéterminées  inter- 
médiaires t  et  /'  :  car  il  est  facile  d'avoir  des  formules  générales 
qui  expriment  immédiatement  en  tonction  de  f  les  indéterminées 
primitives  x  et  y.  Pour  y  parvenir,  remarquer  que  lé»  Valeurs  de 
Xy  y  y  t  et  t  y  3  causc  des  équations  [2]^  [3],  [4],  [5],  peuvent  s'écrire 
ainsi, 

y^^-^qx  +1, 

x^^q't  +fy 

t  =—qY+t"y 

et  alors  on  voit  qu'il  faut  substituer  là  valeur  de  /'  dans  celle  de  t; 
puis  celles  de  t  et  fy  eXptimées  en  i\  dans  celle  de  Jf  ,•  puii  enfin 
celles  de  x  et  ty  aussi  exprimées  en  f,  dans  celle  de  y. 

Le  succès  de  la  méthode  pfécédëfilc  est  fondé  sur  la  diminution 
progressive  que  la  division  opère  dans  les  coefficients  des  indéter- 
minées; mais  rien  n'empêche  de  diviser  aussi  le  terme  constant 
qui  se  trouve  dans  les  équations  successives.  De  cette  manière /le 
calcul  renfermera  des  nombres  moins  considérables,  et  cet  avan- 
tage n'est  pas  à  négliger* 

(')  Si  a  et  b  n'étaient  point  premiers  entre  eux,  l'impossibilité  d'avoir  des  va- 
leurs entières  pour  x  et  y  Serait  mise  en  évidence  par  la  méthode  même.  En  effet, 
alors  dans  la  suite  des  restes  f,  r^ ,  r",...*  il  y  en  a  lih  qui  divise  exactement  le 
précédent  «  et  qui  est  le  pios  grand  «oniGOun  divi$;eut  de  a  et  ^  .*  supposona  quQ  0e 
soit  r",  et  qu'on  ait  r'—kr".  L'équation  (4)  donnera 

et  de  là' on  conclût  qu'il  n'existe  aucune  valeur  entière  de  ("  qui  reiide  ^  entier, 
à  moins  que  r"  ne  divise  aussi  r.  C*est  préclséttient  le  cas  dltti'possibiHlé  <|til  à 
d4Aétèlettaffq«4(i34). 
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136.  Pour  exemple,  soit  l'éqaatron 

Comme  le  multiplicateur  de  x  est  ici  moindre  que  celui  de  y, 
c'est  par  rapport  à  x  que  je  résous  l'équation  :  il  vient 

.  8y+43 

x^  — 3~- 

En  divisant  8  par  3  on  trouve  le  quotient  2  avec  le  reste  2 ,  et  en 
divisant  43  par  3,  on  trouve  le  quotient  H  avec  le  reste  1  ^  donc 
on  a 

x=^y+l  4+  ^^^  =^+ 14+/, 

en- posant 

2r+l=3/. 

De  cette  équation  on  tire 

3/— 1        ,  /— l        .  . 

en  remarquant  que  3=2x1  +  1,  et  en  posant 

/-~1=2/'. 

Comme  dans  cette  équation  le  coelficient  de  /  est  l'unité,  on  aura 

/=2/'+l, 

et  l'on  pourra  donner  à  if  toutes  les  vateurs  entières  possibles. 
Au  moyen  de  cette  valeur^on  trouve 

^r:rf+./'r£2/'+l+/'z=3/'+l  -,  . 

puis ,  en  i^montant  à  x,  il  vient 

^=2y+l4+/^2(3/'4-l)-*.l4+2/'+l3=8/'+ir. 

Ainsi ,  les  formules  qui  expriment/  et  x^  en  fonction  de  /',  sont 

j=i3/'+l,    x=St'+17.  . 

En  donnant  à  t"  les  valeurs  /'=0,  l ,  2,  3,...  on  trouvera 

y=  1,    4,   7, 10,  etc. 
0:^17,25,33,41,  etc. 

On  peut  aussi  donner  à  t^  les  valeurs  négatives— 1,  —2',— 3,  etc. 
157.  Dans  l'exemple  ci-dessus ,  les  valeurs  dey  et  de  x  for- 
ment deux  progressions  arithmétiques ,  dont  la  première  a  pour 
raison  le  nombre  3,  coefficient  de  x  dans  l'équation  proposée,  et 
dont  la  seconde  a  pour  raison  le  nombre  8 ,  qui  est  Iç  coefflciepjt 
de  y  pris  avec  un  signe  contraire.  On  pourrait  reconnaître  que 


cette  prôpoâlion  est  générâlé,';e^afectuant  les  substitutions  mt- 
cessives  dont  il  a  été  parlé  à  la  fin  du  n^  135  -,  niais  la  démonsti?»^ 
tion  suivante  est  préférable. 
Par  ranalysB  du  numéro  cité ,  on  est  certain  que  l'équation 

[1]  ax+by—c 

doit  admettre  une  infinité  de  solutions  entières ,  quels  que  soient 
les  signes  et  les  grandeurs  des  nombres  aetb,  pourvu  qu'ils  soient 
premiers  entre  eux.  Supposons  qu'une  de  ces  solutions  soit  x~A, 

Ces  nombres  devant  satisfaire  à  Téquation  [1] ,  on  aura 

En  retranchant  cette  égalité  de  l'équation  [l] ,  il  vient 
et  de  là  on  tire 

Les  valeurs  de  x  doivent  être  entières ,  et  telles  que  y  soit  aussi 
un  nombre  entier  \  donc  le  produit  a(A— a:)  doit  être  divisible 
par  b.  Or  a  est  premier  avec  b  ;  donc  A— a:  doit  être  un  multiple 
de  b  C).  On  posera  donc 

A— j:x=ô/, 
t  désignant  un  nombre  entier  quelconque-,  et  par  suite  on  aura 

x=^A — bty    y=B+a/. 

Ces  formules  mettent  en  évidence  la  loi  des  valeurs  qu-on  ob- 
tient pour  X  et  y^  quand  oii  donne  à  t  successivement  toutes 
les  valeurs  entières.  Si  on  prend  /:=^0 ,  1,2,  3,...  il  vient: 

x=A ,  A— A,  A--2è>  A — 36,  etc., 
y=R,  B+a,  B+2a,  B+3a,  etc.; 

et  si  1  on  prend  ^:=r~l,— 2,— 3,...  il  vient 

x=rA+i,  A+26,  A+36,  etc., 
y— B— a,  B— 2a,  B— 3a,  etc. 

En  général  quand  ^  croît  d'une  unité,  y  augmente  de  a,  eïx 


(•)  Si  un  nombre  ditise  un  produit  de  deux  fadeurs,  et  s'il  est  premier  par 
rapport  à  l'un  d'eux,  il  devra  diviser  l'autre.  On  peut  regarder  ccUe  proposi- 
tion comme  connue  par  Tarithméliqne  ;  et  d'ailleurs  elle  sera  démontrée  plus  loin, 
chapitre  XII. 


^ 


X 
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augmente  û^^b.  Donc  les  ^luttons  entières  de  Véquaiion 
ax+by.=::iC  sùniles  termes  correspondants  de  deuoo  progrès^ 
sions  arithmétiques.  Dans  la  progression  relative  à  chacune 
des  indéurfninées  j^ety^^  raison  est  égale  au  coefficient  de 
Vautre  indéterminée.  Mais  il  faut  avoir  soin  de  prendre  l'un 
de  ces  coefficients  avec  le  signe  qu'il  a  dans  V équation  ^  et 
Vautre  avec  un  signe  contraire. 

Il  est  d'ailleurs  tout  à  fait  indifférent  que  ce  soit  le  coefficient 
de  X  ou  celui  dey  qu'on  prenne  avec  un  signe  contraire;  car, 
dans  les  formules  qui  expriment  x  ety^  on  peut  changer  les  signes 
des  termes  +bt  et  — at^  attendu  que  l'indéterminée  /peut rece- 
voir toutes  les  valeurs  possibles,  positives  et  négatives. 

138.  La  proposition  qu'on  vietit  de  démontrer  donne  le  rnojeti 
d'obtenir  sur-le-champ  toutes  les  dolutiens  entières  d'une  équa- 
tion de  la  forme  ax+by=c,  dès  qu'on  en  connaît  un6  seule. 
Ainsi ,  l'équation  ^ 

étàtit  proposée,  ôh  reconnaît,  adirés  quelques  tâtonnements, 
qu'elle  est  satisfaite  par  a:=2 ,  7=1  -,  et  dès  lors  en  observant  qtiè 
+7  et  — S  sont  lès  (îoefficients  de  xtdt  de  y  dans  l'équation ,  on 
pourra  poser  les  formules  générales 

En  faisant  t—t),  1,2,3 ,...  et  ^=—1,-2,  —3,...  oti  aura  les  sor 
lutions  de  l'équation. 

139.  Dans  l'équation  générale  supposons  c=c0,  elle  devient 

et  comme  alors  elle  admet  évidemment  la  solution  x=0  ety=0 , 
les  formules  générales  seront 

x^bt,    y=z^^at. 
Si  on  veut  trouver  difreotement  ces  résultats,  on  tit^rft  de  l'équs- 

tion  la  valeur  y=:^ — y-y  puis  On  remarquera  que  a  et  b  étant 

premiers  entre  eux ,  les  valeurs  entières  de  x  qui  rendent  y  entier 
doivent  être  multiples  de  b.  Donc ,  t  désignant  un  nombre  entier 
quelconque ,  on  doit  avoir  x=^bty  et  par  suite  yzz=^^at^ 

Exemple 3ijc— 2-2y— 0  : 

on  aura  x=^^t,   y=^U. 


I 


140.  Supposons  <?  multiple  de  a  ou  de  b*  Soit  c::^bd  :  ^équation 

à  résoudre  sera 

ax+by=^bd. 

Elle  a  évidemment  pour  solution  a:~o,y— d,-  donc  les  valeura 

générales  seront 

xz=ibl,    y=d—at. 

De  Inéquation  on  peut  tirer  x=--    ^^'^^^  et  dé  là  on  conclut 

que  d—y  doit  être  un  multiple  de  a.  On  posera  donc  d-r-y=^at, 
et  par  suite  on  retrouve  tes  formules  y=d—a(,  x^bL 

Exemple 5a:— 7yr:^21 . 

Ici  la  solution  évidQnte  de  l'équation  est  *=0j,  y~— 3  5  et  en  con^ 
séquence  les  valeurs  générales  sont 

141.  J'indiquerai  encore  deux  simplifications  qui  derett^n* 
tfent  quelquefois  datts  les  calculs.  Un  exemple  les  fera  oompreodre. 
Soit  réquation 

On  en  tire  d'abord 

V  <^^    ■  I  I    I     I       IL      *   A  •    ; 

^^       17 

Si  on  divise  80  par  17,  on  a  80— I7><t4-f-î2;  mais  comme  te 
peste  12  surpasse  la  moitié  du  diviseur  17,  je  ferai  remarquer  qu'où 
peut  écrire  g0r=f:17x(4+l)+i2— 17±±=17x5-5.  C'est-à-dire  qu'en 
augmentant  le  quotient  d'une  unité,  on  aura  un  reste  négatif 
moindre  que  la  moitié  du  diviseur,  ce  qui  opère  dans  les  nombres 
une  réduction  plus  rapide.  Quant  à  la  division  de  39  par  17,  elle 
donne  89=17x2+5,  et  il  n*y  a  point  lieu  à  chatiger  le  reste  5. 
En  cotiâéquetice  dti  aura 

17  .  17 

Mais  il  se  présente  encore  une  autre  simplification,  laquelle 
résulte  de  ce  quef  est  facteur  dans.5j::+5.  En  effet  ce  numéra- 
teur se  décompose  en  6(^+1),  et  comme  le  dénominateur  17  n'a 
aucun  facteur  commun  avec  5,  il  s'ensuit  que  pour  rendre  le 
produit  6(Ar+l)  divisible  par  17,  il  faut  prendre  i^nhi  égal  à  un 
multiple  quelconque  de  17.  C'est  pourquoi  Ton  posera  PéquatiOA 
auxiliaire  <i 

'    a:+l=17/,- 
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et  par  suite  on  trouvera,  pour  a?  et  y,  les  valeurs 

X 

Késolution  de  Téqualion  ax-\'by=e  en  nombres  entiers  positifii.  —  Application  k 

des  problèmes.  —  Remarques  sur  les  inégalités* 

142.  Quand  on  veut  résoudre  l'équation  ax+by=c  en  nom- 
bres entiers  positifs,  on  commence  par  faire  les  calculs  comme  si 
les  nombres  devaient  être  entiers  seulement-,  et,  d'après  ce  q\iî 
précède,  on  a  pour  x  et  y,  des  expressions  de  la  forme 

x=A'-bt,    y=B+aL 

Mais  alors,  au  lieu  d'attribuer  à  /  toutes  les  valeurs  entières 
possibles,  on  ne  doit  plus  choisir  que  celles  qui  rendent  xety 
positifs.  De  là  résulte  pour  t  certaines  limitations  qui  sont  toujours 
faciles  a  déterminer. 

Eot  {uremier  lieu ,  consiilérons  le  cas  où  a  et  6  90Qt  de  ndme 
signe  dans  l'équation 

'ax+by:=c. 

Je  les  supposerai  positifs,  parce  que,  s'ils  étaient  négatifs,  on  pour- 
rait les  rendre  positifs  en  changeant  tous  les  signes  de  l'équation. 
Jie  supposerai  aussi  c  positif  :  autrement  l'équation  serait,  imfios- 
sihlo  en  nombres  positifs. 
Écrivons  les  valeurs  générales  de  a:  et  y  sous  cette  forme , 

A 

pour  rendre  x  positif ,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  prenne  t<.  -j-  s  <Bt  pa- 

reillement,  pour  rendre  y  positif,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  prenne 
/> .  Donc ,  pour  n'avoir  que  des  solutietis  positives  et  en- 

CL 

tières ,  et  on  ne  devra  attribuer  à  /  que  les  valeurs  entières  com- 
prises entre  les  deux  limites 

'  A  •    ■  " 

Toutefois  il  faut  remarquer  que  les  signes  >  et  <  n'excluant  paf 
régalité  :  c'est-à-dire  que  si  la  première  limite,  par,  exemple, ^4^i|; 
un  nombre  entier  n,  on  pourrait  faire  t—n,  La  valeur  correspqïVr 
dante  de  x  serait  x^=^0. 
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De  ce  que  t  doit  être  entier  et  choisi  entre  deux  limites,  il  s'en-^ 
sait  que  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  doit  être  limité  ;  et 
c'est  de  Iqai  est  éFident  sur  l'équation  mème«  £n  effet,  a  et  6  étant 
positifs ,  si  on  substitue  pour  xet;^  des  nombres  positifs,  les  deux 
termes  ax-j-by  seront  toujours  positifs  5  et  comme  leur  somme  doit 
rester  coostamment  égalera  c,  il  est  impossible  qu'aucun  des  deux 
termes  augmente  indéfiniment. 

Il  pourra  se  faire  qu'il  n'y  ait  aucun  nombre  entier  entre  les 
limites  assignées  ci-dessus  pour  t  :  alors  on  conclura  que  Féqua- 
tion  est  impossible.  C'est  ce  qui  arriverait  si  ces  limites  étaient 
resserrées  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs ,  comme  sont 
celles-ci ,  C>  H  6t  ^4f .  D'ailleurs ,  elles  ne  pourront  pas  être 

contradictoires,  comme ,  par  exemple,  />4^et  t<m  :  car  ilfau- 

A     — B 
drait  qu'on  eût^< 5  or,  de  là  on  tire  aA+feB^O,  et  d'un 

autre  câté,'Aet  B  doivent  satisfaire  à  la  relation  aA+6B:^c^  dans 
laquelle  c  est  positif. 

En  second  lieu ,  considérons  lu  cas  où  a  et  b  ont  des  signes 
contraires.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  l'équation 

dans  laquelle  ci  et  b  représentent  deux  nombres  positifs.  Alors  les 
valeurs  générales  de  a:  et  dey  sont  de  la  forme 

x=^A+bly    y.~B+«^. 
Or,  on  peut  les  écrire  ainsi 

et  sur-le-champ  on  reconnaît  que ,  pour  rendre  x  eiy  positifs,  il 
faut  avoir  à  la  fois 

/>=^  et  i>::±, 

c'est-à-dire  qu'on  peut  attribuer  à /toutes  les  valeurs  entières  au- 
dessus  delà  plus  grande  de  ces  limites  (sans  exclure  l'égalité,  si 
cette  limite  est  un  nombre  entier). 

Par  là  on  voit  que  Téqualion  ax--by=^c ,  admet  toujours  un 
nombre  infini  de  solutions  entières  et  positives,  tandis  que  l'équa- 
tion ax+by=c  n'en  a  jamais  qu'un  nombre  limité,  et  même  peut 
n'en  pas  avoir  du  tout. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  quelques  problèmes. 

i45.  Problème  I.  Une  société  d'hommes  et  de  femmes^a 
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éépen$édans  une  fêîe  1000  /r.  Les  hommes  ont payi  \^fr.  et 
les  femmes  1 1  fr.  Combien  y  avait'^il  d'hommesi  eéde  fen^nei? 
Soit  a:  le  nombre  des  homntea  ety  celai  des  femroeB  x  il  faudra 
résoudre  en  noipbres  entiers  positifs  l'équation 

En  faisant  les  calculs  comme  dans  le  n^  156  >  et  en  profitant  aussi 
des  simplifications  indiquées  par  le  n°  141 ,  j'ai  successivement 

1000— 19a:      ^,     ^     ,    3a:— 1      ^.     ^     ,  , 

4 

.Tt=  — ^ —  =4f+  — ^  =;=4/+r , 

Parvenu  à  ce  point ,  je  remonterai  à  x  ety,  et  il  viendra 

a:=4/+/'=4(l— 3/0+^'-=4— 1 1/, 
y-91— 2a:+/:=:91— 2(4— 1  tf^)+.(l_3/')==84+19^. 

Ainsi  les  formules  générales,  qui  exprinâent  x  et  y  en  f,  sont 

^:zz4— 11/',    y=r84+19/'. 

Pour  que  x  soit  positif,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  1  !i'<4  ou 

t!<^]  et  pour  que  y  soit  aussi  positif,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

19^> — 84  ou  /'> — 4  ^.  Donc  on  devra  prendre  pour  /'  l'une  des 

valeurs  * 

/'=:0,— 1,-2,— 3,^4, 

A  ces  valeurs  correspondent 

x=  4,     16,     26,     87,     48; 

y=S4,    65,    46,     27,       8. 

Le  nombre  des  solutions  est  limité,  et  Ton  devait  s'y  attendre, 
puisque  dans  l'équation  [1]  les  termes  en  or  et  y  sont  de  niéme 
signe.  Il  y  en  a  cinq  en  tout ,  savoir  : 

1"  solution..    4  hommes  et  84  femmes. 

2' 15  hommes  et  65  femmes. 

3« 26  hommes  et  46  femmes. 

4«  . .  .^ 37  hommes  et  27  femmes. 

5« 48  hommes  et    8  fpuxmes. 

Remarque.  D'après  ce  qqi  «^  été  dit  n^  i58,  il  suffit  de  se  pro- 
ouror  una  seiUa  solution  de  l'^vatàon  £l]  pqu?  {bru^r  ^  l'ii^tant 
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les  valeurs  générales  de  x  et  y.  Or  si,  après  avoir  trouvé  plus  haut 
/=1 — '6f,  on  fait  ^=0,  et  si  on  calcule  les  valeurs  correspon- 
dantes t=lj  a:=4,y=r84,  il  est  évident  que  les  valeurs  j:=4, 
y=84  doivent  former  une  solution  de  l'équation  ^  donc  alors  on 
pourrait  po?er  immédiatement  x=:4— il<',  yr=*4+l  W, 

144.  Problèmb  H.  uis^ec  d^s  règles  de  d^im  lonffMmrs  di/V 
férenieSy  les  unç^  de  5  décimètres  et  les  autres  de  7,  qh propose 
de  faire ^  en  les  plaçcm^  les  uws  à  la  sum  dçs  autres,  um 
longueur  de  23  décimè^es. 

Ce  proUièqiQ  ir^vi^At  4  ré^udrç  en  nombres  entiçirs  p09ilif$ 

l'équation 

$a:+7yz=23. 

On  en  lire  sùccessi vemen  t 

y=5/  — 1, 

j:=6  ~7/. 
Pour  qqey  soit  positif  on  doit  faire  ^>^,  et  pour  que  x  soit  aussi 
positif  il  faut  faire  ?<f.  Comme  il  ne  tombe  aucun  nombre  eplier 
entre  ^  et  f ,  on  doit  en  conclure  que  le  problème  est  impossible, 

Remarque.  L^équation  aurait  une  infinité  de  solutions  si  l'on 
admettait  des  valeurs  négatives  pour  Tune  des  inconnues.  Par 
exemple,  si  on  fait  ^=0,  on  aura  a:r=:6,  y= — 1.  Cette  solution 
indique  qu'en  plaçant  les  unes  à  la  suite  des  autres  6  règles  de 
5  décim. ,  et  en  portant  ensuite  sur  la  ligne  ainsi  formée  une  règle 
de  7  décim.,  il  restera  la  longueur  demandée  23  décim.  Cette  in- 
terprétation rentre  dans  les  règles  générales  déjà  établies  (102). 

145.  PR0BLÈ3IE  III.  Quelqu'un  achète  des  chèvres  et  des 
moutons.  Chaque  chèvre  lui  coûte  8  fr,,  et  chaque  mouton  27  fr. 
Il  se  trouve  qu'il  paye  pour  les  chèvres  97  fr.  déplus  que  pour 
les  moutons.  Combien  y  a-t^il  de  chèvres  et  combien  de 
moutons? 

Soit  X  le  nombre  des  chèvres  et  y  celui  des  moutons.  11  faudra 
résoudre  en  nombres  entiers'positifs  Téquation 

Sx— 27y=:97  : 
On  en  tirç 

Sy+tT=:Si, 
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8/-1      ^       ^+1      ^ 

En  faisant  ^=0,  il  vient  ^— — ^l,y= — 3,  a:=  2.  Par  suite,  les  va- 
leurs générales  de  :t:  et  de  y  sont  x=:^7tf+2,  y=8/' — 3. 

Les  valeurs  de  a:  et  de  y  devant  être  positives ,  ces  formules 
montrent  que  i!  doit  être  lui-même  positif,  et  assez  grand  pour 
qu'on  ait  8^'>3  ou  i'>|.  On  peut  donc  donner  à  f  toutes  les  va- 
leurs /'=l,  2,  3,  etc.,  jusqu'à  Tinfini,  et  par  conséquent  on  for- 
mera ce  tableau 

/=:   1,   2,   3,     4,  etc. 

a:  =  29, 56, 83, 110,  etc. 
y=  5,13,21,  29,  etc. 

Le  problème  admet,  comme  on  voit,  une  infinité  de  solutions; 
et  Ton  doit  répondre  qu'il  y  avait  29  chèvres  et  5  moutons,  ou 
56  chèvres  et  13  moutons,  ou  83  chèvres  et  21  moutons,  etc. 

146.  Problème  IV.  Trouver  un  nombre  tel  qu'en  le  dwisant 
par  11  il  reste  3,  et  qu'en  le  divisant  par  17  il  reste  10. 

En  donnant  à  x  des  valeurs  entières  positives  quelconques, 
tous  les  nombres  dont  la  division  par  11  laisse  le  reste  3  sont  évi- 
demment compris  dans  la  formule 

N=lla:+3. 

Semblablement  j  en  prenant  y  entier  et  positif,  les  nombres  qui, 
divisés  par  17,  donnent  le  reste  10,  sont  compris  dans  la  formule. 

N=17y+10, 

Par  conséquent ,  la  question  consiste  à  résoudre  en  nombres  en- 
tiers et  positifs  réquation 

[2]  lla:+3=17y+10. 

En  opérant  comme  dans  le  problème  précédent^  on  aura  ces 
calculs  : 

6y+7=--ll^, 
11/ — 7      ^  /+l 

t+i~et!, 

/=6l'— 1. 
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L'hypothèse  ^=^0  donne  t  -= — 1  ,y= — 3,  a:= — 4  ;  et  alorç  on  con- 
clut sur-le-champ , 

On  ne  doit  pas  faire  f  négatif ,  ni  même  /'=0  :  car  or  et  y  devien- 
draient négatifs.  Maison  pourra  faire /'=1, 2,3,  etc.  jusqu'à  l'infini. 

Si  Ton  veut  avoir  des  formules  dans  lesquelles  on  puisse  donner 
à  l'indéterminée  toutes  les  valeurs  ent^res  positives  à  partir  de 
zéro,  il  sulBra  évidemment  de  changer  l' en  l+d>  ^  étant  la  nou- 
velle indéterminée.  Alors  on  aura 

a:=:13-f-17©,    y=8-f.ll0. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

N=lla:+  3=11(13+170)+  3=146+I87e, 
N=:17y+10=17(  8+110)+lOz=l46+187ô. 

Ces  deux  expressions  sont  égales ,  et  l'on  devait  s'y  attendre , 
puisque  l'équation  [2]  a  été  formée  en  égalant  les  valeurs  de  N. 

On  voitqu'il  y  a  une  infinité  de  nombres  qui  remplissent  les  deux 
eonditions  de  renoncé,  et  qu'ils  sont  tous  représentés  par  la  formule 

^  N=l  46+1870, 

dans  laquelle  6  est  une  indéterminée  qui  peut  recevoir  toutes  les  va- 
leurs entières  positives,  en  commençant  par  zéro. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  qu'elle  siatisfait  à  l'énoncé  : 
c'est-à-dire  que  si  on  la  divise  par  1 1  le  reste  sera  3,  et  que  si  on  la 
divise  par  17  le  reste  sera  10.  En  effet,  on  a     * 

N=,r.+.34    et    5=...+84; 

147,  Problème  V.  Trouver  un  nombre  tel  qu*en  te  dwisant 
par  11  il  reste  3,  qu'en  le  dînsantpar  17  it reste  ^0^  et  qu'en  le 
dwisant  par  37  il  reste  13. 

Dans  le  problème  précédent ,  on  a  trouvé  la  formule  des  nom- 
bres qui  remplissent  les  deux  premières  conditions.  En  mettante: 
au  lieu  de  0,  cet^e  formule  est 

[3]  .    N=l46+187a:.  ' 

Mais  pour  que  le  nombre  N  remplisse  la  troisième  condition,  il 
doit  être  de  la  forme  N=37y+13  -,  donc  on  a  l'équation 

37y+13=:146+187a:. 

Il  est  bien  entendu  que  xety  doivent  être  entiers  et  positifs. 

9 
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11  viendra  d'aborcf 

187:c+133      ^     .  ^  .  2x+22      ^     .  ^ 
y= 3^^ — =5x+S+—^=ôx+3+% 

Pour  que  x  boH  positif,  on  ne  doit  donner  à  i  que  deg  valeai^  po- 
sitives au-dessus  de  zéro.lviais  en  faisant  /ssl4*6,  on  pourra  attri- 
buer  à  d  toutes  les  valrars  entières  positives ,  en  commençant  par 
zéro.  Par  ce  changement ,  x  devient  ^ 

ar=26+3765 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  [3]  on  oMient 

N=:6008+69l9ô. 

Telle  est  la  formule  générale  des  nombres  qui  satisfont  aux  trois 
conditions  de  renoncé. 

148«  La  détermination  des  limitas  a  conduit  (143)  à  rechercher 
qg(^ei  sont  les  valeurs  de  l'indéterminée  Qnale/,  qui  rendent  po- 
sitivas dea  expi^esfiions  de  la  forme  A+btf  ou,  en  d'autres  t^mest 

qui  sont  telles  qu'on  ait 

A+6^>0. 

On  peut  d'abord  transposer  le  terme  A  comme  s*il  s'agissait 
d'une  équation,  ce  qui  donne  bC>    A. 
Puis  si  b  est  positif,  on  pourra  diviser  de  part  et  d'autre  par  i; 

^A 

et  on  aura  />  — r-  • 

o 

Mais  si  b  est  négatif ,  la  division  par  b  changera  les  signes  des  deux 
membres  de  rinégaltté,  et  par  conséquent,  d'après  le  langage 
adopté  (20)^  le  membre  qui  était  le  plus  petit  devient  le  plus  grand. 

"■■•A 

Al(Hra  00  doit  conetora 


Supposons  plus  généralement  qu'on  ait  rinégalité 

at+b>€i+d. 
Par  la  tranispositîon  des  termes  on  a 

(a — c)C>d — 6. 

Puis  de  là,  suivant  que  a—c  est  une  quantité  positive  ou  négative, 

on  tirera 

d—b            ,    d-ft 
C> 1    ou    /< ;. 

C'est  là  ce  qu'on  aj^peUe  résoudra  im^  i/^galUé, 
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Je  n'entrerai  pas  dans  plus  de  détails  sur  les  inégalités.  Les  trans- 
formations qu'on  peut  avoir  à  leur  faire  subir  ont  une  telle  ana- 
logie avec  celles  qu'on  fait  sur  les  équations ,  qu'il  sera  toujours 
facile  de  les  apercevoir.  La  seule  précaution  à  prendre,  c'est  d'é- 
viter les  erreurs  de  signes  5  et  pour  cela  il  suffit  de  se  rappeler  lesi 
conventions  établies  sur  l'ordre  des  grandeurs  (20). 

Késolution,  en  nombres  entiers,  de  plusieurs  équaUons  du  l**  degré,  dont  le 

nombre  est  moindre  que  celui  des  inconnues» 

149,  Soit  proposé  de  résoudre,  en  nombres  entiers  positifs ,  les 
deux  équations 
[1]  ^x+Uf—7z=SAl, 

[2]  10a:+  47+9^=473. 

Si  on  multiplie  la  V"  équation  par  5,  et  qu'ensuite  on  en  retranche 
la  2%  X  sera  éliminé  et  l'on  aura 

ou ,  en  divisant  les  deux  membres  par  22 , 

[3}  37— 22=;:56. 

Or,  les  valeurs  entières  de/  et  j^,  qui  conviennept  aux  équatiojns 
proposées,  doivent  convenir  aussi  à  celles!  ;  en  conséquence  je 
lui  applique  la  méthode  connue,  et  j'en  tire 

S'il  ne  s'agissait  que  de  l'équation  [3],  on  aurait  ses  solutions  en- 
tières ,  en  attribuant  à  /  toutesjes  vatours  entières  possibles.  Mais 
cette  équation  tient  lieu  seulement  d^unè  des  proposées  (83),  de 
sorte  qu'il  faut  encore  que  les  valeurs  dej  et  z  soient  telles  qu'en 
leur  adjoignant  certaines  valeurs  de  x^  qui  doivent  aussi  être  en- 
tières ,  l'une  de  ces  équations  soit  vérifiée.  C'est  pourquoi  je  vais 
substituer  les  valeurs  précédentes  de/etjz  dans  l'équation  [l],  et 
chercher  les  valeurs  entières  de  x  et  /  qui  conviennent  à  l'équation 
résultante. 

La  substitution  donne 

2^+7tel45  5 
et  de  là  on  tire,  en  désignant  par  t^  un  nombre  tntter  quelèo«4u^  » 
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Alors  je  porte  la  valeur  /=:l— S/'  dans  celles  àey  etz,  et  je 
trouve  les  inconnues  x^y^z  exprimées  en  t^  savoir  : 

Ces  formules  font  connaître  toutes  les  valeurs  entières  qui  convien- 
nent aux  proposées. 

Si  Ton  veut  en  outre  que  ces  valeurs  soient  positives,  il  faut 
choisir  if,  de  manière  qu'on  ait 

69+7^>0    d'où    /'>— 9iJ, 
2_4/'>0    d'où    /'<!, 
— 26— 6/'>0    d'où    f<—4i. 

Par  là  on  voit  que  les  seules  valeurs  qu'on  doive  attribuer  à  ^  sont 
/'== — 6,-6, — 7,— 8,-- 9.  En  substituant  ces  nombres,  on  aura 
cinq  solutions  entières  et  positives  : 

x=34,  27,  20,  13,  6^ 
y=22,  26,  30,  34,  38; 
J2=  5,     11,     17,    23,    29. 

150.  L'exemple  précédent  montre  assez  la  méthode  qu'il  faut 
suivre  toutes  les  fois  qu'on  veut  résoudre ,  en  nombres  entiers  po- 
sitifs, des  équations  du  V  degré,  qui  contiennent  une  inconnue 
de  plus  qu'il  n'y  a  d'équations.  Mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer, 
je  l'appliquerai  encore  au  cas  de  trois  équations. 

Soient  donc ,  entre  les  inconnues  x,  y,  z,  u,  trois  équations 
du  1"'  degré,  que  je  nommerai  collectivement  les  équations  [A J. 

Par  l'élimination  de  x,  on  trouvera ,  entre  y^  z  et  u,  deux  équa- 
tions du  1*'  :  je  les  nommerai  [B].  . 

Par  l'élimination  de  y,  on  déduira  de  ces  dernières  une  équation 
du  1"  degré  entre  zetu:  je  la  nommerai  [C]. 

De  réquation  [C]  on  tire  z  et  u,  exprimées  en  fonction  d'une 
indéterminée  auxiliaire  /. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'une  des  équations  [B] ,  on 
en  aura  une  entre  y  et  /,  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  y  et  /  en 
fonction  d'une  nouvelle  indéterminée  /',•  et  par  suite  on  pourra 
aussi  exprimer  5  et  m  en  /'. 

Enfin ,  ces  valeurs  de  j,  z,  u,  étant  portées  dans  Tune  des  équa- 
tions [A] ,  il  en  résulte  une  équation  entre  x  et  (f,  laquelle  fera 
trouver  x  et  t\  et  par  suite  aussi  y,  z  et  u,  en  fonction  d'une  nou- 
velle indéterminée  f. 

Quand  les  équations  doivent  être  résolues  en  nombres  entiers  de 
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signes  quelconques  i  on  pourra  attribuer  à  l'indéterminée  finale  f 
toutes  les  valeurs  entières  possibles.  Mais  lorsqu'on  restreint  les 
solutions  à  celles  qui  sont,  à  la  fois  entières  et  positives ,  il  existera 
pour  C  des  limitations  qu'il  sera  toujours  facile  d'assigner. 

151.  Lorsqu'on  a  deux  inconnues  de  plus  que  d'équations,  ou 
davantage ,  l'indétermination  est  encore  plus  grande  ;  mais  la  con- 
dition d'avoir  des  valeurs  qui  soient  à  la  fois  entières  et  positives 
peut  limiter  considérablement  le  nombre  des  solutions.  Je  me  bor- 
nerai à  deux  exemples  :  ils  suffiront  pour  montrer  comment  la 
méthode  exposée  plus  haut  doit  alors  se  modifier. 

On  veut  résoudre  en  nombres  entiers  positifs  l'équation 

[4]  "        10a7+9y+7j5=:58. 

Comme  l'inconnue  z  a  le  plus  petit  coefilcient,  j'en  tirerai 

68— gy—ioa? 

%  r— '  I  il  I     I         • 

7  ' 

et ,  en  effectuant  la  division  autant  que  possible ,  il  vient 

Le  numérateur  2— 2/— 3a?  doit  être  un  nombre  entier  divisible 
par  7  :  en  conséquence  je  pose 

2— 2y— 3a7=7/, 


d'où 


2— 3a>— 7e     ^  ^^     x^t 

jr= =1— a?--3e —    ^ 


2  -^     ---^        2    ' 

Et  x-k-t  devant  aussi  être  un  nombre  entier  divisible  par  2  Je 
pose  encore 

a:+e=2/',    d'où    ar=— /+2/', 

En  remontant  à  y  et  à  5;^  on  exprimera  ces  inconnues  en  fonction 
de  t  et  t.  On  aura  ainsi  les  trois  formules 

[5]        a:=— e+2r',    y=l— 2e— 3^',     2=7+4e+e^ 

Pour  avoir  toutes  les  solutions  entières  et  positives  de  l'équation 
proposée  [4j ,  on  doit  donner  à  /  et  z'  toutes  les  valeurs  entières 
qui  satisferont  à  la  fois  aux  trois  conditions 

[6]        _e+2e'>0,     1— 2e-3e'>0,    7+4e+/'>0. 

De  là  résultent  pour  t  et  (  des  limitations  qu'on  apercevra  en  pra- 
tiquant pour  ces  inégalités  des  opérations  tout  à  fait  analogues  à 
celles  de  l'éliminaNon.  Pour  plus  de  netteté ,  je  supposerai  que  les 


« 
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signes  >  excluent  Fégalité ,  ce  qui  revient  à  dire  qu'aucune  des 
trois  inconnues  x,  y,  z,  ne  doit  être  zéro. 
D'abord ,  si  on  multiplie  la  V*  par  S  »  et  la  2<'  par  2,  il  vient 

— 3/+6/'>0 ,    2— 4r— 6^>0. 

^es  deux  premiers  membres  étant  >o,  à  plus  forte  raison  leur 
somme  doit-elle  être  >0.  Par  celte  addition  f  disparaît ,  et  Ton  a 

2— 7/>0,    d'où    ^<f. 

Une  semblable  élimination ,  entre  la  2«  inégalité  et  la  3%  donne 

22+10^>0,    d'où    l>— «i. 

On  voit  que  l'Indéterminée  /  est  resserrée  entre  les  limites  ^^ 
et  +f  ;  donc  on  doit  prendre  seulement 

l=ip«*2,     —1,    0. 
Considérons  successivement  chacune  de  ces  valeurs. 
1»  Si  l'on  fait  t= — 2  dans  les  trois  inégalités  [6] ,  elles  devien- 
dront 

2+2^>0,    6— 3^>0,    — 1+^>0, 

d'où 

/'>—!,       /'<lt,         ^>1. 

Comme  il  n'y  a  aucun  nombre  entier  entre  1  et  1  f ,  il  «j'ensuit  que 
la  valeur  /— — 2  doit  être  rejetée. 
2*»  Si  on  fait  /=— 1,  les  trois  inégalités  [6]  deviennent 

l+2/'>0    3— 3^>0,    3+/'>0, 
d'où 

C>-h        ^'<+l,       ^>~3. 

Entre— ^  et  +1  il  n'y  a  pas  d'autre  nombre  entier  que  O;  donc 
on  pourra  prendre  /= — 1  et  ^'::^0. 
3«  Si  on  fait  r=0,  les  inégalités  deviennent 

2^>0,    1— 3/'>0,    7+^>0, 
d'où 

Entre  0  et  i  il  n'y  a  aucun  nombre  entier  -,  par  conséquent  la  va- 
leur ^=0  doit  aussi  être  rejetée. 

Les  seules  valeurs  de  t  et  /',  auxquelles  correspondent  des  va- 
leurs entières  et  positives  de  x,y^  z,  sont  donc  /=— 1  et  ^'—0.  En 
les  substituant  dans  les  formules  [5]  on  obtient 


a:— 1,    /=3,    z 


— .^. 


c* 


7 


et  celte  solution  est  la  seule  qu'on^oive  admettre. 
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152.  Pour  second  exemple ,  je  proposerai  les  deux  équfttions 

En  éliminant  u^  on  a 

30a:4-3y+6«=100. 

Comme  dans  celte  équation  les  termes  30^  et  100  sont  divisibles 
par  6,  le  mieux  sera  de  prendre  la  valeur  de  z  :  elle  sera 

^z=20— 6« — f. 

Alors  on  voit  que/  doit  être  uti  multiple  de  5.  Par  conséquent,  on 

attni 

y=6t, 
a— 20— ex— 3^; 

puis  y  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  l'*'  des  deux  équations 
proposées ,  il  vient 

6a:+35^+60— ISjt:— 9/+2tt=100, 
OU  bien  --12x+26^+2a=:40, 

d'où  t^==20+6ar— 13/, 

Les  trois  inconnues^,  z,  u,  se  trouvent  ainsi  exprimées  en  fonction 
de  X  et  de  l'indéterminée  auxiliaire  t. 

Pour  résoudre  les  deux  équations  proposées  en  nombres  positifs, 
il  faut  évidemment  prendre  »c  et  /  positifs ,  puisque  x  est  une  des 
inconnues  primitives ,  et  que  y=ô/.  Mais  il  faut  satisfaire  aussi 
aux  inégalités  ' 

20— 6x^3C>0,    20+6a?— î3/>0.   ' 

En  les  ajoutant  x  disparaît,  et  il  reste 

40— 16i>0,    d'où  t<^s 

doDc  les  seules  valeurs  qu'on  doive  donner  à  t  sont  tsaQ^  1,2. 
Avec  la  valeur  <=0,  on  aurait 

y=.%    2=20— 6ir^     w=s20+6^,' 

et  Ton  voit  qu'on  peut  faire  ar=0, 1 ,  2,  3,  De  là  résultent ,  pour  les 
équations  proposées ,  les  quatre  dotations  suivantes  : 

araii   0,  fXtiz   1  (xt:i  2  fxss  » 

r— <>         )r— 0         W=s  0         ir=  0^ 

2^20  ]  «=214  j  «=î5  8  \z^  % 


(: 
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Avec  la  valear  /=:1 ,  on  aurait 

et  les  seules  valeurs  admissibles  de  x  sont  a:=0, 1 , 2.  De  là  résul- 
tent les  trois  solutions 

x=z  1 

\y=  6 
2=11 

M=13, 

Enfin  y  avec  la  valeur  t=^  on  aurait 

^=10,    2=14—60:,     u=—6+6x. 

Les  seules  valeurs  admissibles  de  x  sont  x=l ,  2  -,  et  de  là  résul- 
tent encore  les  deux  solutions 


£n  tout  y  neuf  solutions.  Il  n'y  en  aurait  plus  que  trois  si  on 
excluait  celles  dans  lesquelles  une  inconnue  est  zéro. 
153.  Comme  exercice ,  je  placerai  ici  les  énoncés  suivants  : 
Problème.  Deux  paysannes  ont  ensemble  100  œufs.  L'une 
dit  à  Vautre  :  Quand  je  compte  mes  œufs  par  huitaines,  ily  a 
un  surplus  de  7.  La  seconde  répond  :  Si  je  compte  les  miens  par 
dizaines,  je  trouve  le  même  surplus  de  7.  Combien  chacune 
avait^elle  d^œufs? 

RÉPONSE  :  Nombre  des  œufs  de  la  !'•  =  63,  23  -, 
Nombre  des  œufs  de  la  2«  =37,  77. 

Problème,  Trouver  trois  nombres  entiers  tels  que  si  on 
multiplie  le  X'^par  3,  le  2*  par  5,  et  le  S* par  7,  la  somme  des 
produits  soit  560  •,  et  tels  encore  que  si  on  multiplie  le  !•'  par  9, 
fe  2*  par  25,  et  le  S'^par  49,  la  somme  des  produits  soit  2920. 

Réponse:  !•'  nombre  =15,  50; 

2«  nombre  =82,  40; 
3«  nombre  =16,  30. 

Problème.  Quelqu^un  achète  100  pièces  de  bétail  pour 
100  louis,  savoir  :  des  porcs  à  3  louis  ^  la  pièce,  des  chèvres  à 
1  louis  \ ,  et  des  moutons  à  i  louis.  Combien  y  avait-^U  d' ani- 
maux de  chaque  espèce  ? 
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RÉPONSE  :      Nombre  des  porcs    =  6,  10,  15*, 

Nombre  des  chèvres  =42,  24,    6; 
Nombre  des  moutons=53,  66,  79. 

Problème.  Un  orfèvre  a  trois  sortes  d*argent;  le  marc  de 
la  première  contient  7  onces  d^ argent  fin,  le  marc  de  la  se^ 
conde  6|  ;  le  marc  de  la  troisième  A{.  Il  veut  cohtposer  un 
alliage  dont  le  marc  contienne  6  onces  d'argent  fin.  Combien 
doit'il  prendre ,  en  nombres  entiers ,  de  marcs  de  chaque  sorte 
pour  que  le  nouvel  alliage  fasse  un  poids  de  30  marcs?    . 

RÉPONSE  :  Nomb.  des  marcs  delà  l"sorte=10,  12,  14,  16,  18; 
Nomb.desmarcsdeIa2«  =20,  15,  10,  6,  O; 
Nomb.desmarcsdelaS^      '  =  0,    3,    6,    9,  12. 

Problème  Un  fermier  a  acheté  100  pièces  de  bétail  pour 
4000  fr.,  savoir  :  des  bœufs  à  400  fr.  la  pièce,  des  caches  à 
200  fr.,  des  veaux  à  80  fr.,  et  des  moutons  à  20  fr.  Combien 
y  avait-il  d^ animaux  de  chaque  espèce? 

Réponse.  En  excluant  les  solutions  qui  renferment  un  zéro , 
le  problème  admet  les  dix  suivantes  : 

Bœufs 1,    1,    1,    1,    1,    1,    1,    1,    4,    4; 

Vaches 1,    2,    3,    4,    5,    6,     7,    8,    1,    2; 

Veaux 24,  Stl,  18,  16,  12,    9,    6,    3,    5,    2; 

Moutons. . .  74,  76,  78,  80,  82,  84,  86,  88,  90,  92. 
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CHAPITRE  VIII. 


DU  CARRÉ  ET  DE  LA  RACINE  CARRÉE  DES  QUANTITÉS  ALGÉ- 
BRIQUES. —  CALCUL  DES  RADICAUX  DU  SECOND  DEGRÉ. 


__  i* 

Valeur  amUgné  de  la  racine  carrée.  — *  Quantités  imagiiiaires. 

454.  La  quantité  qui,  élevée  au  carré ,  reproduit  une  quantité 
donnée ,  se  nomme  la  racine  carrée  de  cette  quantité.  En  arith- 
métique ,  où  il  n'y  a  point  de  quantités  négatires  et  où  Ton  ne 
considère  que  les  valeurs  absolues  des  nombres,  une  racine  carrée 
ne  peut  avoir  qu'une  seule  valeur.  Il  est  évident,  par  exemple. 
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que  la  racine  carrée  de  4  ne  peut  pas  être  aotre  que  2«  Il  en  est 
encore  de  même  en  géométrie  lorsqu'on  demande  quel  est  le  côté 
du  carré  dont  la  surface  est  donnée. 

Mais  il  en  est  autrement  par  rapport  à  l'algèbre  »  qui  admet  éga- 
lement» dans  ses  calculs,  et  les  quantités  positives,  et  les  quantités 
négatives ,  et  d'autres  encore  que  nous  ferons  bientôt  connaître» 
Il  est  clair  en  effet  que  4  est  aussi  bien  le  carré  de-—  2  que  celui 
4e  +  ^  )  et  en  général,  si  Ton  convient  de  désigna  par  V^  A  une 
quantité  dont  le  carré  soit  A ,  la  racine  carrée  de  A  sera  aussi  bien 
— VA  que  +  V^  A.  On  représente  ces  deux  valeurs  d'une  manière 
abrégée  en  écrivant  rtn/  A 

Une  proposition  importante  doit  être  démontrée  ici  :  c'est  que 
la  quantité  A  n*a  pas  d'autre  racine  carrée  que  ces  deux-là.  En 
effet,  les  différentes  racines  carrées  de  A  ne  sont  autres  que  les 
valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équation  a:*=r A ,  ou ,  ce  qui  est  là 
même  chose ,  à  celle-ci 

rp*_Arr=o, 

Au  lieu  de  x* — A,  on  peut  écrire  x* — (V/^)'î  P^^is,  en  décomr 
posant  cette  différence  "de  carrés  en  deux  facteurs  (41),  on  a 

Sous  cette  forme ,  on  voit  que  toute  valeur  de  x  qui  ne  serait  ni 
+  {/  KyUi — V"  A ,  ne  rendrait  nul  aucun  des  deux  facteurs  ;  donc 
elle  ne  saurait  rendre  nul  le  produit  x^ — A  ^  ddUc  la  quantité  A 
»  h'a  point  d'autre  racine  carrée  que  =b  v/  A. 

Ainsi  la  racine  carrée  d'une  quantité  a  deux  ^eurs  mil 
sont  égales  et  de  signes  contraires,  et  elle  n'en  a  pas^aa" 
vantage. 

488.  A  parier  rigourensentent,  l'expression  V^î  suffit  aansfe 
signe  !±: ,  pour  représenter  les  deux  racines  carrées  de  A  :  car  elle 
désigne  indifféremment  toute  quantité  dont  le  carré  est  A.  Lors 
donc  que,  pour  indiquer  ces  deux  racines,  on  écrit  ±:v/ A, le  ra- 
dical est  pris  dans  un  Mns  restreint,  lequel  consiste  à  supposer 
que  4/  A  ne  désigne  plus  que  l'une  des  deux  valeurs. 

166.  Il  peut  arriver  que  la  quantité  placée  sous  le  radical  carré 
soit  négative,  comme  dans  l'expression  y/^^*  Or,  il  n'existe  au- 
cune grandeur  positive  ou  négative  dont  le  carré  soit  négatif; 
c'est  pourquoi  Ton  dit  alors  que  les  valeurs  du  radical  sont  ima^ 
ginaires.  A  proprement  parler ,  ce  ne  sont  plda  des  quantités: 
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cependant ,  comme  on  les  $oome(  aux  règles  du  ealeul  algébrique , 
on  leur  conserve  cette  dénomination  -,  mais  la  qualification  d'îiTia- 
ginaires  suffit  pour  ôter  toute  équivoque.  Par  opposition,  on  ap- 
pelle réelles  les  quantités  positives  ou  négatives. 

157.  Tout  radical  carré  imaginaire  peut  se  transformer  en  un 
produit  de  deux  facteuiis,  Tun  réel,  et  l'autre  égal  à  l/-*l.  Soit 
le  radical  imaginaire  i/— A,  La  quantité  A  étant  positive  par  elle- 
même,  elle  doit  ^voir  deux  racines  carrées  qui  soient  réelles.  NoBh 
mons  a  Tune  d'elles,  celle  qui  est  positive  par  exemple,  on  pourra 
toujours  représenter  y/— A  par  ay^  pourvu  qu'on  détermine  j' de 
manière  qu'on  ait  (ûçy)'=— A.  Cette  condition  revient  à  a»y*=-7A; 
ou  Wen ,  puisque  A  est  le  carré  de  a,  à  Ay»r:=— A  \  ou  bien  encore, 
en  divisant  par  A ,  à 

j^«=:;— 1,    d'où  yz=z±.\/^. 

Or,  pour  avmr  les  valeurs  de  V^^^,  il  faut  multiplier  a  par  eellès 
àey;  donc  les  valeurs  de  V^— A  peuvent  s'exprimer  pardza  |/^^. 

i58.  Par  ce  qui  précède  on  est  conduit  natureUement  à  dis- 
tinguer, parmi  les  résultats  qui  se  déduisent  du  calcul ,  deux  es- 
pèces de  çaleurs  ou  déterminations  :  les  unes ,  qu'on  nomme 
arithmétiques, ^dxi^Q  qu'elles  sont  tout  à  fait  de  la  nature  de  celles 
qu'on  trouve  par  les  opérations  de  l'arithmétique,  c'estrà-dire  essen- 
tiellement réelles  et  positives  \  les  autres,  qu'on  nomme  algébrir- 
ques^  parce  qu'elles  comprennent  les  valeurs  négatives  et  les  ima- 
ginarres^t  qui  ne  doivent  leur  existence  qu'aux  combinaisons  des 
signes  de  l'algèbre.  Ces  dénominations  ont  le  mérite  d'avoir  une 
conformité  parfaite  avec  les  idées  qu'elles  sont  destinées  à  rap- 
peler. 

Carré  et  raeine  carrée  des  monômes. 
159,  Soit  un  produit  quelconque /^çr...,  on  a 

donc  on  fait  le  carré  d'un  produit  en  élevant  les  facteurs  au 
carré. 

Si  on  fait  le  carré  d'un  facteur  a%  qui  a  déjà  un  exposant ,  on 
a  (a'')*=^a''  xa^^a*"  :  c'est-à-dire  qu'il  suffit  de  doubler  l'exposant. 
Donc  on  fait  le  carré  d'un  monôme  quelconque  en  élevant  son 
coefficient  au  carré  et  en  doublant  les  exposarus. 
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Suivant  cette  règle  on  aurait  immédiatement 


(l«'*'^)=l 


a^lfc 


160.  Par  une  réciprocité  évidente,  on  conclut  des  règles  ci- 
dessus  que  la  racine  carrée  d'un  produit  s'obtient  en  extrayant 
celle  de  tous  les  facteurs  ;  et  que  la  racine  carrée  d'un  monôme 
s'obtient  en  extrayant  celle  du  coefficient  et  dinsant  les  expo- 
sants par  2. 

Ces  nouvelles  règles  donnent 

\/pqr=VpVqS/r',    \/64a^b^=ia^b. 

161.  Quand  tous  les  facteurs  d'un  monôme  ou  d'un  produit 
ne  sont  point  des  carrés ,  on  indique  d'abord  la  racine  carrée ,  et 
ensuite  on  simplifie  le  radical  en  mettant  en  dehors  de  la  racine 
tous  les  facteurs  carrés.  Par  exemple ,  s'il  s'agit  de  \/ bOa^b^c^on 
décompose  la  quantité  placée  sous  le  radical  en  2Sa^b*x,2ac^  et 
alors  on  aura   * 

\/50a^b^c=  v/25a*5*X  V/  2âc=^a^b[/2âc. 

En  général ,  pour  simplifier  un  radical  carré,  on  décompose 
la  quantité  placée  sous  le  radical  en  deux  produits ,  dont  l'un 
ne  contienne  que  des  facteurs  carrés ,  et  dont  V autre  n^ en  con^ 
tienne  aucun -j  puis  on  extrait  la  racine  du  premier  produit , 
et  on  indique  celle  du  second. 

D'après  cette  règle ,  si  on  nomme  a  la  racine  carrée  de  A ,  on 
pourra,  comme  au  n*  157,  écrire  v/^^=\/a'X — 1=^^/^^ 

i62.  Quels  que  soient  a  et  i^^  on  a 


(a\_a     cL^^a^ 
b)^b^b~T^' 


donc  le  carré  d'une  fraction  algébrique  s'obtient  en  élevant  au 
carré  son  numérateur  et  son  dénominateur. 

Donc  aussi ,  la  racine  carrée  dune  frojction  s'obtient  en  ex-- 
trayant  celle  du  yiumérateur  et  celle  du  dénominateur. 

Par  cette  règle  on  a 

39â^_7g*y 

163.  Quand  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  sont  point 
des  carrés ,  on  pourra  indiquer  la  racine  de  chacun  d'eux ,  et  la 
simplifier  ensuite  s'il  y  a  lieu  -,  mais  plus  ordinairement  on  fait  en 


i/ 
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sorte  qu'il  n'y  ait  point  de  radical  au  dénominateur.  À  cet  effet , 
on  introduit  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  les  facteurs  qui 
manquent  au  dénominateur  pour  être  un  carré ,  alors  on  peut  en 
extraire  la  racine ,  et  il  ne  reste  de  radical  qu'au  numérateur. 

Ainsi ,  soit  \/^  ttt^  •  ^"  remarquera  que  le  nombre  60  de- 
vient un  carré  en  le  multipliant  par  2 ,  et  que  le  facteur  c^  en  sera 
un  aussi  en  le  multipliant  par  c.  On  multipliera  donc  les  deux 
termes  de  la  fraction  par  2c^  et  on  aura 

I  y^^^—  \  j/^^^bc  _y%a^Ec  _a'\/Mc 
K      50c^~  K       lOOc^  ■"     lOc*   ~     10c' 

164.  Je  ne  dis  rien  des  signes  ;  mais  il  est  toujours  sous-entendu 
qu'une  racine  carrée  doit  êtregprise  avec  le  signe  ambigu  dz. 

Quand  on  simpliGe  une  racine  qui  ne  peut  pas  s'extraire,  le  ra- 
dical qui  reste  alors ,  étant  pris  dans  le  sens  le  plus  général ,  suffit 
pour  donner  à  l'expression  ses  dem^>%Wure. .  I^m^  clay  en  effet 
qu'en  le  prenant  en  +  et  en  -*,  on  aura  les  deux  valeurs  de  la  ra- 
cine indiquée.  Ainsi,  par  exemple,  je  puis,  sans  aucune  r^ètriction^ 
poser 

ces  égalités  auront  tout  à  fait  le  môme  sens  que  si,  distinguant  les 
deux  valeurs  de  chaque  radical ,  j'eusse  écrit 

Carré  et  racine  carrée  des  polynômes. 

165.  Soit  un  polynôme 

a-k-b+c+d, 

dans  lequel  a^  b,  c,  d  représentent  des  quantités  quelconques. 
Considérons  tous  les  termes ,  excepté  le  dernier ,  comme  n'en 
formant  qu'un  seul ,  et  alors  formons  le  carré  de  ce  polynôme 
comme  celui  d'un  binôme  m+d:  on  aura 

(a+b+c+dy:=::{a+b+cy+2{a+b+c)d+d\ 

En  formant  de  la  même  manière  le  carré  de  a+b+c^  il  vient 

f 
ia+b+c+dr=^Ca+b)'+^(a+b]c+i^ 
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Puis  f  en  faisant  le  carré  de  a+b , 

(a+b+c+dy^a*+2ab+6* 

De  là  on  conclut  que  le  carré  d'un  polynôme,  quel  que  soit  le 
nombre  de  ses  termes,  contient  le  carré  du  !•'  terme,  plus  le 
double  produit  du  V^  par  le  2%  plus  le  carré  du  2«  ;  et  encore 
le  double  produit  des  deux  premiers  par  le  S*,  plus  le  carré 
du  3®  ;  et  encore  le  double  produit  des  troiê  premiers  par  le  4«, 
plus  le  carré  du  A^  ^  et  ainsi  de  suite. 

Remarquons  en  passant  que  si  on  effectue  tous  les  doubles  pro- 
duits énoncés  dans  cette  règle ,  le  produit  du  polynôme  renfi^r- 
mera  les  carrés  de  tous  les  termes,  plus  tous  les  doubles  produits 
de  ces  termes  multipliés  deux  à  deux. 

166*  Celte  règle  étant  établie,  proposons-nous  d'extraire  la 

racine  carrée  d*mi  piilj^aûme  quelconque ,  que  je  nommerai  P. 

'Supposonfe  qu^[(e  ptdyn^meiBIcon^enne  la  lettre  x,  qu'il  ait  été 

ordonné^ de  manière  que  les  exposants  de  la  lettre  x  aillent  en 

décroisât  i  et  qu'alors  ce  polynôme  soit 

P=A+B+C+... 

Désignons  par  a+b+c+,.,  la  racine  ordonnée  de  la  même  ma- 
nière. Sdîi  carré  devra  reproduire  le  polynôme  P  :  or,  d'après  la 
règle  ci-dessus ,  parmi  les  termes  qui  composent  le  carré  de  cette 
racine ,  eelui  dans  lequel  j:  a  le  plus  haut  exposant  est  évidem- 
ment a*  ;  donc  A  est  le  carré  de  a ,  donc  le  1"  terme  de  la  racine 
s'obtient  en  extrayant  la  racine  carrée  du  1"  terme  du  poly- 
nôme proposé. 

Retranchons  de  P  le  carré  de  ce  terme  :  le  reste  que  Je  nom- 
merai R ,  sera 

R==:B+C+...; 

et  il  devra  contenir  le  double  produit  du  !•'  terme  de  la  racine 
par  le  2*,  plus  le  carré  du  2%  etc.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  le 
double  produit  du  1*'  terme  par  le  2«  doit  contenir  j:  à  un  plus  haut 
exposant  que  les  autres  parties  de  R  ;  donc  B  est  ce  double  pro- 
duit; donc  le  2«  terme  de  la  racine  se  irom^  en  divisant  le  !«' 
terme  du  reste  B.par  le  double  du  !•'  terme  de  la  racine. 

Maintenant  que  les  deux  premiers  termes  a+b  de  la  racine  sont 
connus,  ajoutons  6  à  2a  et  multiplions  U+b  p«r  è  :  le  produit 
aéra  égal  au  double  du  1«'  terme  multiplié  par  le  2*|  plus  le  carré 


du  2^  Si  oa  retraneba  ce  produit  du  reste  K,  on  aura  donc  un 
nouveau  reste  IRf,  lequel  ne  contiendra  plus  que  le  double  produit 
des  deux  premiers  ternies  de  la  racine  par  le  S'',  plus  le  carré  du 
3%  etc.  En  raisonnant  ici  comme  tout  à  l'heure,  on  reeonnait  d'a- 
bord que ,  dans  ce  reste,  le  terme  où  a:  a  le  plus  haut  exposant  est 
le  double  produit  du  1"  terme  delà  racine  par  le  3«^  et  par  suil^ 
on  conclut  que  le  3«  urme  de  la  racine  se  trouve  §n  ïHifisam  le 
l^  terme  du  reste  VJ par  le  double  du  1"  terme  de  la  racine^ 

Les  trois  premiers  termes  a+h-^-c  de  la  racine  feront  trouTer 
le  4%  comme  les  deux  premiers  oat  fait  trouver  le  3^  Ainsi ,  on 
ajoutera  le  terme  c^  qu'on  vient  de  déterminer ,  au  double  2iz+36 
des  deux  premiers,  on  multipliera  la  somme  2a+ 2^4<r  par  c^  puis 
on  soustraira  le  produit  du  reste  K^  Par  là  on  aura  un  nouveau 
reste  R"  ;  et  c'est  encore  en  divisant  le  1"  t^me  de  ce  reste  par 
le  double  dw  1*  terme  de  la  racine  qu'on  obtiendra  le  4*  terme 
de  cette  racine. 

En  continuant  aÎQsi ,  on  est  sûr,  quand  le  polynôme  P  est  un 
carré ,  de  découvrir  successivement  tous  les  termes  de  la  raciM  : 
car  cbaqu;e  division  en  fait  trouer  un.     . . 

On  doit  déjà  reconnaître  qumplus  grande  analogie  existe  entre 
la  règle  qui  sert  à  extraire  la  racine  carrée  d'un  polynôme  et  celle 
qu'on  emploie  pour  les  nombres.  Mais  TanalfO^fie  s'apercevra  mieux 
eucore  sur  un  exemple. 

Mynome  donné.  j         Racine. 


Sx» +3^—1 

t-    ni  I    •  r  I 
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!•'  reste. , .      +I2a?5+6a:'— 6ât;+ 1 


2*  reste...  — 4a:«— 6a?+l 

+4x^^6x—t 

3*  reste...  o       0     o 

On  entrait  la  racine  carrée  du  P'  terme  ix^,  et  on  obtient  ainsi 
le  1^'  terme  3^^  de  la  racine. 

Du  polynôme  donné  on  retmnebe  le  cairé  de  œ  terme ,  ce  qui 
âonne  te  l"  resté;  pyia  tm  fait  le  double  4x^  de  ce  terme,  et  Fon 
diYiae  le  W  tanne  du  riate  par  ce  double ,  e'est-4-dire,  +êÈ^  par 
4x\  Le  quotit&t  4*84?  eit  le  i^  terme  de  la  raeineé 


y 
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A  cdté  de  4x%  double  du  l""'  terme  de  la  racine  y  on  ajoute  le 
2«  terme  +3x,  on  multiplie  la  somme  4x*+Sx  par  le  2«  terme  Sx, 
puis  on  retranche  le  produit  du  l^*'  reste,  ce  qui  donne  un  2«  reste. 
On  divise  encore  le  l*'  terme — 4x*  de  ce  reste  par  le  double  4x* 
du  l"*'  terme  de  la  racine  ]  et  le  quotient  —  1  sera  le  3«  terme  de  la 
iracine. 

*  Au  double  des  deux  premiers  termes  de  la  racine  on  ajoute  le 
3%  ce  qui  fait  4x'+6a:— 1;  on  multiplie  cette  somme  par  le 
3*  terme— 1 ,  et  on  retranche  le  produit  du  2«  reste.  On  a  zéro  pour 
3«  reste;  et  de  là  on  conclut  que  les  termes  trouvés  2ar*+3x— 1 
composent  la  racine  carrée  du  polynôme  donné. 

167«  En  général ,  ce  qui  avertira  tout  à  la  fois  que  le  polynôme 
est  un  carré  et  que  la  racine  est  complète,  c'est  qu'alors  on  arrivera 
à  un  reste  nul.  En  effet,  par  la  manière  même  dont  les  calculs  sont 
faits ,  chaque  reste  qu'on  obtient  n'est  autre  chose  cjuele  polynôme 
proposé ,  diminué  de  toutes  les  parties  qui  composent  le  carré  de 
la  quantité  trouvée  à  la  racine  par  les  opérations  qui  ont  précédé. 
Lors  donc  que  la  racine  sera  complète,  on  ne  peut  pas  manquer 
d'avoir  un  reste  nul  \  et,  récipronement,  dès  qu*on  parvient  à  un 
tel  reste,  il  est  évident  que  les  termes  écrits  à  la  racine  composent 
la  racine  exacte  du  polynôme  proposé. 

D'un  autre  côté,  quand  le  polynôme  donné  ne  sera  point  un 
carré ,  il  est  très-important  de  remarquer  que  les  calculs  en  aver- 
tiront encore.  Supposons  toujours,  comme  on  l'a  fait  jusqu'ici , 
qu'on  ordonne  de  manière  que  les  exposants  de  x  soient  décrois- 
sants, et  observons  qu'à  chaque  soustraction  le  1''  terme  de  la 
quantité  sur  laquelle  se  fait  la  soustraction  est  détruit  :  de  là  il 
suit  que  l'exposant  de  x  doit  aller  en  diminuant  dans  le  premier 
terme  des  restes  successifs,  et  par  conséquent  aussi  dans  les  termes 
de  la  racine. 

Gela  posé,  nommons  K  le  dernier  terme  du  polynôme  proposé  P, 
c'est-à-dire  le  terme  où  ^r  a  le  plus  petit  exposant;  et  soit  k  la  ra- 
cine carrée  de  K.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  si  P  est  un  carré , 
k  devra  être  le  dernier  terme  de  la  racine  ;  par  conséquent  la 
marche  progressive  du  calcul  devra  le  faire  trouver.  Or,  si  cela 
n'arrive  pas ,  on  est  sûr  que  les  calculs  amèneront  à  la  racine  un 
terme  de  degré  moindre  que  k^  donc  alors  il  sera  évident  que  P 
n'est  point  un  carré.  La  conclusion  serait  la  même  si  le  calcul 
amenait  le  terme  k  et  que  lo  reste  suivant  ne  fût  pas  nul. 
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468.  Toutes  les  explications  précédeirtes  (166  et  167)  semblent 
accommodées  au  cas  où  Ton  ordonne  les  polynômes  de  manière  que 
les  exposants  d'une  lettre  soient  décroissants.  Mais  quand  on 
adopte  Tordre  contraire ,  elles  subsistant  encore ,  sauf  une  légère 
modification  dans  le  caractère  auquel  on  reconnaitque  le  polynôme 
n'est  pas  un  carré. 

D'abord  on  aperçoit  sans  peine  que  la  même  marche  de  calcul 
fera  encore  connaître  successivement  tous  les  lermes  de  la  racine; 
et  lorsqu'on  parviendra  à  un  reste  nul,  on  pourra  encore  Conclure 
que  le  polynôme  est  un  carré,  et  que  les  termes  trouvés  sont  ceux 
de  sa  racine. 

Ensuite,  pour  modifier  le  caractère  auquel  on  juge  que  le  poly- 
nottie  n'est  point  un  carré ,  il  suffit  de  remarquer  que  l'exposant 
de  la  lettre,  d'après  laquelle  on  ordonne,  va  en  croissant  dans  Itô 
termes  qu'on  trouve  successivement  à  la  racine ,  et  que  dans  le  cas 
où  le  polynôme  est  un  carré,  le  calcul  doit  amener  un  dernier 
terme  égal  à  la  racine  carrée  du  dernier  terme  de  ce  polynôme  ; 
donc ,  si  en  effet  on  arrive  à  un  pareil  terme ,  sans  trouver  ensuite 
un  reste  nul,  ou  si  on  arrive  àgtin  terme  de  degré  plus  élevé,  alors 
on  pourra  affirmer  que  le  polynôme  n'est  pas  un  carré. 

169.  Quelquefois  cette  conclusion  s'aperçoit  à  la  simple  inspec- 
tion du  polynôme  :  car  nous  avons  dit  que,  dans  le  cas  où  il  serait 
un  carré ,  la  partie  de  ce  polynôme  qui  renferme  une  lettre  quel- 
conque au  plus  fort  ou  au  plus  faible  exposant  doit  être  un  carré; 
par  conséquent,  dès  que  cette  condition  vient  à  manquer  à  l'égard 
de  l'une  des  lettres,  le  polynon^e  ne  saurait  être  un  carré.  Si  cette 
impossibilité  ne  se  montre  pas  tout  d'abord,  elle  peut  encore  se 
manifester  dans  le  cours  des  opérations,  quand  il  se  trouve  un 
reste  dont  le  l""'  terme  n'est  pas  divisible  par  le  double  du  1"  terme 
de  la  racine. 

170.  Je  terminerai  par  une  observation  que  le  lecteur  a  sans 
doule  déjà  laite.  Quand  on  ordonne  les  polynômes  par  rapport  à 
une  lettre  x,  on  peut  rencontrer  plusieurs  lermes  où  a:  ai t  le  même 
exposant.  Dans  ce  cas,  on  adoptera  une  des  dispositions  pres- 
crites pour  la  division  (46);  et  il  est  clair  que  nos  raisonnements 
subsisteront  en  entier,  aussi  bien  que  les  règles  qui  en  ont  été 
déduites.  On  peut  aussi  considérer  tous  les  termes  qui  contiennent 
une  même  puissance  de  x  comme  s'ils  n'en  formaient  qu'un  seul, 
mais  alors  les  opérations  partielles,  devant  s'effectuer  sur  des  po- 

10 
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ly nomes,  ne  pourront  plus  sa  faire  à  simple  vue,  et  il  faudra  les 
développera  part^  comme  dans Taxemple suivant  : 


m 

o 


I  (  —Hab—eaxi-ib'—nb+d 


Racine. 


«5  /_(2a*-4a6:a;' 


>f*«*«M*M«««*i»aaBa«ap««M«k  , 


•  l—(4a6—6a)a?+ 46»— 126+9 
+(2a*— 4a6)iP^ — a»a?» 


f  (  «-^(4tt6— 6a)£r+46»— 1 2i+ 9 
-K4â*— 6a)iïf~46*+ 1  â6~9 


m m** 


0  0 

ire  i^ératioQ  ptrMlQ. 
a*— 4aè+46*  I»— î6 

2a~26 


«— MMMIM 


«taMdM^MkirfaiM 


1d 


3«  opémion  p&rtfel!6. 

4a6— 6a-86»+12fe 
— 4a64-86* 


«MMMa 


i^«ih*»M«*A«H 


■«MiiM*#a 


•—6a  +126 
0  0 


{a—^b)x^^ax+±b^^ 

•"■■■■*•**■-■■■    '■' M '      «< 

(2a— 46)<r* 

(2a— 46)0?»— ao? 

(2a— 46)x*— 2aa?+ 26  -3" 


1«  Dpéralido  ptrtieUe. 


-^2a«+4a6 
+5a*— 4a6 


0 


2a*'*-*é6 


■  ■   »■■■■ 


•a 


2a— 46 


>**«Mi>MI*i 


S6-3 


Gftietil  4tB  rftdteavk  du  seeond  degré« 

171.  I^liiicis  souvent  les  raetnes,  de  quelque  ordre  qn^éHes 
soient^  ne  peuvent  pas  s'^iprimer  enetement  sans  le  secours  des 
radicaux  ;  par  conséquent  les  caleuls  dans  lesquels  ees  racines^doi- 
vent  entrer  se  iixiMxveut  aussi  coiB^iqnéi  de  radicaaix^  Notre  «bj^t 
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est  ici  d'exposer  les  différentes  transformations  ou  réductions 
^        qu'on  opère  sur  les  radicaux  carrés.  Elles  sont,  pour  la  plupart , 
^        déjà  connues ,  et  il  suffira  de  les  indiquer  brièvement. 

1 72.  On  a  vu  que  la  racine  carrée  d'un  produit  s'obtient  en  ex- 
trayant celle  do^itmiie  facteur  (160)  \  donc  on  a 

Et  réciproquement  on  a  aussi 

Par  là  on  roît  comment  on  passe  un  facteur  hors  d'un  radical  carré, 
et  comment  on  le  fait  entrer  sous  ce  i^adical  lorsqu'il  est  en  dehors. 

1 73.  Les  règles  ordmaires  du  calcul  donnent 

(^       ^        a{\/b—\/ç)         _a()/S^\/c) 
a        _        a{\/b+\/c)  ,__a(\/'B+[/c) 

Ces  exemples  apprennent  comment  on  peut,  dans  certains  cas , 
faire  disparaître  les  radicaux  carrés  qui  embarrassent  le  dénomi- 
nateur d'une  fraction/ 

1 74.  Soit  l'expression  _^ 

Simpliflons  d^abord  les  radicaux  :  on  aura 

Par  suite ,  l'expression  proposée  devient  d'abord 

M'+^ab{/l—^\/i^ 
puis ,  sous  une  forme  équivalente , 

3a»+/6a6~yVy. 

Dans  cet  exemple  on  a  réduit  à  un  seul  plusieurs  radicaux  joints 
entre  eux  par  i-  e\  par—,  lesquels  sont  différents  en  apparence  et 
se  ramènent  cependant  à  êlre  semblables.  On  nomme  ainsi  ceux 
qui  ne  diffèrent  que  par  4ei  facteurs  extérieurs. 
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i  75.  Puisqu'on  extrait  la  racine  carrée  d'un  produit  en  extrayant 
celle  de  chaque  facteur  (160),  on  a  y  âb-\/^ax \/^b,  ou ,  ce  qui 
est  la  même  chose , 

Vax\/b=i\/âb; 
et,  puisqu'on  extrait  la  racine  carrée  d'une  flVMisn  en  extrayant 
celle  du  numérateur  et  celle  du  dénominateur  (162),  on  a  aussi 

Ainsi  s'effectuent  la  multiplication  et  la  division  des  radicaux  car- 
rés :  c'est-à-dire  qu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  l'une  par  l'autre 
les  quantités  qui  sont  sous  les  radicaux,  et  qu'ensuite  on  met  le 
résultat  sous  un  radical  de  même  degré. 

Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  les  radicaux  du  second  de- 
gré, attendu  qu'ils  sont  compris  parmi  les  radicaux  à  indice  quel- 
conque ,  dont  Je  m'occuperai  dans  le  chapitre  XI. 


>%%%'W%<%»%  * 


CHAPITRE  IX. 

ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRE  ET  QUESTIONS  QUI  EN  DÉPENDENT. 


Eésolation  des  équationg  da  second  degré  A  une  seule  ineonnae. 

176.  Lorsque,  par  Févanouissement  des  dénominateurs,  ou  par 
toute  autre  préparation ,  une  équation  ne  renferme  plus  que  des 
termes  connus  et  des  termes  affectés  du  carré  de  l'inconnue ,  on 
peut  toujours  la  ramener  à  la  forme 
[1]  :c'=:A, 

et  alors  sa  résolution  est  facile.  En  effet ,  puisque  le  carré  de  x  doit 
reproduire  A ,  il  s'ensuit  que  x  est  une  racine  carrée  de  A  :  or,  celle 
quantité  a  deux  racines  carrées  représentées  par  ±:t/  A ,  et  n'en 
a  pas  davantage  J54)  ;  donc  on  aura  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion [1]  dans  les  deux  valeurs 

x=±.\/'K. 
Exemple  I.  Soit  Téquation 

a  h 
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On  chasse  d'abord  les  dénominateurs,  et  successivement  il  vient 

(26— 3a)x»=5a6»+a«6, 

5ab*+a'b  _^ .    y  ôôF+o^ 


^*—    26-3a   '    ^ K 


Exemple  n. 


2&-^a 

9a:— 18        x 


bx         x+^' 
9ii?»— 36=5aî»,    4a?»=:36, 

X  ^^v  p      X     '•'    ■<?• 

Exemple  IIL         3x*+17=5x'+S9, 

2a:«=:— 72 ,    a?»=— -36 , 

a?=±: /^:^=it  6  V/ ^- 

177.  Considérons  maintenant  l'équation  la  plus  générale  du 
2«  degré.  Elle  doit  renfermer  trois  sortes  de  termes  :  les  uns  affec- 
tés du  carré  x'  de  Tinconnue,  d'autres  affectés  de  x  au  premier 
degré,  et  d'autres  entièrement  connus.  Après  avoir  transposé 
tous  les  termes  dans  le  premier  membre ,  on  pourra  réunir  en  un 
seul  tous  ceux  qui  contiennent  x*,  aussi  en  un  seul  ceux  qui  con- 
tiennent X,  et  aussi  en  un  seul  ceux  qui  sont  tout  connus.  Alors 
l'équation  preadra  la  forme 

ax^+bx+c=0. 

On  fait  encore  subir  à  cette  équation  une  simplification,  qui  con- 
siste à  dégager  le  carré  x*  de  son  multiplicateur  a,  A  cet  effet , 
on  divise  tous  les  termes  par  a,  et  il  vient 

a       a 

Si  le  terme  en  a:' avait  le  signe—,  on  changerait  tous  les  signes^ 

de  sorte  qu'on  peut  toujours  ramener  le  premier  terme  à  être  or'. 

t%  t  b         c 

Soit  fait ,  pour  abréger,  -  =p,  -  z=q  :  on  aura 

x^+px+q=^0  'y 

et  telle  est  la  fo^me  générale  à  laquelle  on  réduit  les  équatipo^  du 
second  degré, />  et  q  étant  des  quantités  connues.  » 

Par  exemple ,  si  l'on  propose  l'équatii^ 

__^=,10^4ar. 
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an  la  changera  aocceasivemeut  en  ceUes*ci  : 

~âa?» + 33a>-^60=0, 

Cette  dernière  éqoation  est  évidemment  comprise  dans  Téquation 
x*+px+q=Oy  en  faisant  />?=— 4^,  q^dO. 

i  78.  Occupons-nous  donc  de  résoudre  l'équation  générale 

[2]  x*+px-j^q^O. 

Cela  serait  facile  si  on  pouvait  lai  donner  la  forme 

(x+my^n, 

metn  étant  des  quantités  connues.  En  effet ,  dans  celle-ci  on  voit 
qu'il  faut  choisir  x  de  manière  que  le  carré  de  x+m  soit  égal  à  n-, 
^nc  x+m  doit  être  une  racine  carrée  de  n.  Or,  îl  y  a  pour  n  deux 
racines  carrées ,  qu'on  désigne  par  ±.  \/7îJ  donc 

x-\'m^±\/n] 

et  par  auîte ,  en  transposant  m, 

Revenons  à  l'équation  [î],  et  cherchons  à  la  mettre  sous  la  formé 
(x+m)*=n.  En  transposant  q  dans  le  second  membre,  elle  de* 
vient  d'abord 

x^+px-^q. 

M«n  tenant  rappelons  que  le  carré  d'un  binôme  se  compose  du 
carré  du  1*'  terme,  plus  le  double  produit  du  1*'  par  le  2%  plus  le 
carré  du  2«.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  regarder  x*+px  comme  les 
deux  premières  parties  du  carré  de  x+^p/:  car  x^  est  le  carré  de 
X,  etpx  est  le  double  produit  de  x  par  ^p.  Le  premier  membre 
ixi*+px  serk  donc  le  carré  de  x+{p,  si  on  lui  ajoute  lé  carré 
de  |p  ou  ^p*.  Or,  on  peut  en  effet  loi  ajouter  ce  carré,  pourvu 
qu'on  l'ajoute  aussu  au  second  membre  ;  et  de  coUq  manière  l'équa- 
tion deviendra 

(oo+ipY^ip^'^q. 

Al(m  I  en  raisobnaùt  cornai  pour  l'équation  (x+m)'=:^,  on  en 
tire  d'abord 

[3]  x+^p^±\^îp==qi    . 

et  par  conséquent 

[4]  x=::—ip±\/W-^ 


On  a  ainsi  deux  valeurs  pour  x.  Il  n'y  en  a. pas  d'autre  :  Mr^pôur 
que  (:c+*/?)'  soit  égal  à  [p^^q,  il  faut  que  x+{p  soit  égal  à  la 
racine  carrée  de  {p^—q;  or,  nous  savons  que  cette  racine  n'a 
que  les  deux  valeurs  désignées  par  i:v/i/>'-îi  donc  toutes  les 
valeurs  de  x  doivent  se  tirer  de  l'équation  [3]. 
.  On  nomme  en  général  racines  d'une  équation  toutes  les  valeurs 
de  l'inconnue  qui  satisfont  à  cette  équation.  En  conséquence,  nous 
dirons  que  les  valeurs  [4]  sont  les  racines  de  l'équation  [2]. 

179.  Si  l'on  veut  vérifier  ces  valeurs,  il  suffit  de  les  substituer 
tour  à  tour  dans  l'équation.  En  substituant  la  première ,  où  le  ra- 
dical a  le  signe  +,  il  vient  

(-iP+\/W^>+p(-ip+  v'ïP^)+q=^y 
iP'—pViP'-q+ÏP'-q-lp'+pv  \p'—q+q=^h 

et ,  réduction  faite ,  on  voit  que  le  premier  membre/st  identique- 
ment nul.  La  seconde  valeur  de  œ  se  vérifie  semblablement ,  sans 
autre  changement  que  celui  du  signe  qui  précède  le  radical.    » 

180.  On  a  fréquemment  à  résoudre  des  équations  du  2«  degré; 
pour  cette  raison ,  il  est  commode  de  traduire  la  formule  [4]  en 
langage  ordinaire  et  d'établir  ainsi  une  règle  applicable  à  tous 
les  cas.  En  observant  que  p  est  le  coefficient  de  x  pris  avec  le 
signe  dont  A  ^t  précMé  dans  l'équation  [2],  et  que  g  est  le  terme 
tout  connu  écrit  dans  le  premier  membre ,  la  règle  sera  celle-ci  : 

Lorsqu'une  équation  du  2'  degré  est  ramenée  à  la  forme 
x*+px+q— 0,  Vinconnu^  est  égale  à  la  moitié  du  coefficient 
de  npris  açec  un  signe  àontraire,  plus  ou  moins  la  racine 
carrée  de  la  somme  qu'on  obtient  en  ajoutant  au  carré  de 
cette  moitié  le  terme  tout  connu  ^  pris  aussi  açec  un  signe 
contraire. 

181.  Appliquons  cette  règle  à  quelques  exemples. 
ExtHi^LE  L  Soit  réqtïatlon 

a?*— 10a?+9:=0. 
Il  faut  remarquer  :  1*»  qu'elle  a  déjà  la  forme  prescrite  dans  la 
règle  ;  S»»  que  le  coefficient  Aècù  est  —  lo,  dont  la  moitié,  avec  un 
signe  contraire ,  est-f  ^  ;  3®  que  le  terme  tout  connu  est-f-9.  Alors 
la  règle  donne  sur-le-champ 

et  les  detix  Yaleors  dé  x  sont 
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Exemple  II.  Soit  l'équation 

On  la  ramènera  d'abord  à  la  forme  œ^+px+q—0.  Pour  chasser 
les  dénominateurs ,  on  multipliera  tous  les  termes  par  6a?,  puis,  en 
continuant  les  calculs,  il  viendra 

3a:»— 2a:— 8  =  0, 

Ainsi,  les  valeurs  de  a? sont  ir=^+f =2,  et  0?=^— ^=— *. 

Exemple  m.  a:— 2  rr^"^^ 

oî»— 2a:=:4a>-'9, 
x^^x+9  =zO, 
a:==3±:i/939r 

a:  =  3. 
Dans  ce  cas ,  les  d«ux  valeurs  de  x  se  réduisent  à  une  seule. 
Exemple  IV.        lOOx»— lOOa:+4i=o, 


41 

I00> 


2  — r        100    > 


Les  deux  valeurs  de  x  sont  imaginaires,  à  cause  du  radical 
V^—m-  Profitant  de  la  remarque  faite  dans  le  n°  157,  j'ai  extrait 
la  racine  carrée  de  -^  sans  faire  attention  au  sig;ne—,  et  j'ai  rem- 
placé ce  radical  par  |  v^  — 1 . 

GomposiUon  de  Téquation  du  2«  degré  et  de  ses  coeffieienU.  ^  Discussion 

des  racines. 

182.  On  a  décomposé ,  n«  154,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion a?'— A=:0  en  deux  facteurs  (x~\/Â)(x+V^A)  :  une  dé- 
composition analogue  peut  s'opérer  dans  l'équatioii  générale 

[2]  x*+px+q=9. 
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Remplaçons  a:*+/>a:  par  l'expression  équivalente  (a?+4/>)*—ip'  : 
on  aura 

et  comme  \p^—q  peut  se  changer  en  (v/  i/>*— ?)*>  on  mettra  en 
évidence  la  différence  des  car-rés  de  x+  {p  et  de  \^  ip^—q-  Or, 
cette  différence  est  égale  au  produit  de  la  somme  de  ces  deux 
quantités  par  leur  différence  \  donc 

x^+px+q={x+ip—  V  \p^—q)  (•^+  i/>+ v/4j^*— «)• 

Telle  est  la  décomposition  que  nous  voulions  faire  connaître. 

Elle  fournit  un  nouveau  procédé  pour  résoudre  l'équation  [2]. 
En  effet,  elle  montre  que  les  valeurs  de  x  doivent  rendre  nul  le 
produit  ci-dessus.  Or ,  ce  produit  devient  nul  en  égalant  à  zéro- 
l'un  ou  l'autre  des  facteurs  -,  et  en  outre  il  est  évident  qu'il  ne  sau- 
rait devenir  nul  si  aucun  des  facteurs  n'est  zéro  :  donc  les  valeurs 
de  X  y  qui  conviennent  à  l'équation  [2] ,  doivent  se  tirer  des 
équations 

lesquelles  donnent  les  racines ,  déjà  connues  (178) , 
[4]      x=—^p+\/\p'—q,    x=—^p—[/ip*—q. 

i83.  De  nouvelles  propriétés  se  présentent  ici,  qui  recevront 
plus  tard  une  grande  extension ,  et  qu'il  importe  de  remarquer 
dès  à  présent. 

1*»  Il  est  évident  que  les  deux  facteurs  du  premier  membre  de 
Véquation  x*+px+q=0  sont  les  différences  quCon  obtient  en 
retranchant  de  x  chacune  des  deux  racines  ;  de  sorte  qu'en 
nommant  a/  et  x"  ces  racines ,  on  a 

x*+px+q={x—x^  (x—xf). 

2«  Si  on  effectue  la  multiplication  {x — xf){X'^af)j  on  trouve 

x^'^{xf-\'3d')x+o[fafi 

et  comme  ce  produit  doit  être  identiquement  égal  à  x^+px-\-q, 
il  s'ensuit  qu'on  a 

p^—xf-^x",    q=^x^x\ 

Ces  relations,  qui  peuvent  d'ailleurs  se  vérifier  immédiatement  sur 
les  valeurs  [4],  s'énoncent  en  ces  termes  :  Dans  toute  équation 
du  2«  degré,  ramenée  en  la  forme  x*+px+q=0,  te  coefficient  p 
du  second  terme  est  égal  à  la  somme  des  deux  racines  y  prises 
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avec  des  lignes  comratref,  et  le  terme  tout  connu  q  est  égal  au 

produit  de  ces  racines. 

Quand  on  sait  que  IfS  deux  racines  d'une  équation  du  2«  degré 
sont  réelles,  les  relaltons  ci-dessus  font  connaître  sur-le^hamp 
la  nature  de  ces  racines.  Par  exemple,  admettons  que  celles  de 
l'équation  op^—2x—7:=zO  soient  réelles  :  on  conclura  immédiate- 
ment  qu'elles  sont  de  signes  différents ,  car  leur  produit  est  égal 
au  terme  tout  connu  — 7,-  et,  en  outre,  que  la  plus  grande  est 
positive ,  car  leur  somme  est  égale  à  +2,  coefficient  de  x  pris  avec 
un  signe  eontraire. 

184.  Maintenant  diacotons  lea  racines  de  réqaâtîon  [2].  Les 
Yaleiir s* générâtes  de  cet  racines  sont 

et  le  terme  i/>*  est  positif,  quel  que  soit  le  signe  de/>. 

Si  q  est  négatif  dans  Téquation  d?'+jpj:+g— 0>  la  quantité 
i/?* — ç  sera  positive  et  >{/?%•  donc  V  {p^ — q  sera  une  quantité 
réelle  et  plus  grande ,  en  valeur  absolue ,  que  \p'j  donc  le  terme 
— ^/?,  placé  devant  le  radical,  ne  changera  point  les  signes  des 
deux  valeurs  d^  ce  radical  ;  donc  les  deux  valeurs  de  op  seront  de 
signes  contraires  entre  elles.  Il  estd'ailteurs  évident  que  la  plus 
grande  est  de  même  signe  que  — i^p^  et  par  conséquent  de  signe 
contraire  à  jt>. 

Si  Ton  a  ç=0,  les  deux  valeurs  de  x  sont  j:=0  et  a:=— /).  Alors 
l'équation  générale  se  réduit  à  x^-\-px-0  ou  x{x-\-p)^0  j  et  il  est 
clair  que  ses  rgcînes  sont  en  effet  x    0  et  j:=— p. 

Si  ç  est  positif  et  <!/>%  'e  radical  \/\p^—q  sera  encore  réel , 
mais  <â7?5  donc  les  deux  valeurs  de  x  seront  de  môme  signe  que 
le  terme  -  ^p  placé  devant  le  radical  :  c'est-à-dire  qu'elles  sont 
toutes  deux  positives  quand/)  est  négatif,  et  toutes  deux  négatives 
quand  p  eat  positif. 

Si  l'on  a  q~{p^,  les  deux  valeurs  de  x«e  réduisent  à  une  seule, 
x^—^gp.  Dans  ce  cas,  puisque  q^ip^,  l'équation  devient 

x*+px+{p'=0  ou  {x+{p)*=0,     , 

Le  premier  membre  est  donc  un  carré,  et  alors  on  voit  clairement 
.que  1  jnc^nue  n-'a  en  effet  que  la  seule  valeur  arrrr-^p  ;  car  au- 
cune autre  ne  peut  rendre  ce  carré  égal  à  zéro. 
.     Enfln ,  si  g  est  positif  et  >i/»*,  la  quantité  ip^-^q  placée  sous 
le  radical  êstnégatiTe,  et  les  deux  valeur»  de.xfiontlûMgtnaireB. 


ChangeoM  le  Big»  de  la  ^oâiittié  \p^-^q ,  et  nofni!ion$  r  la  racine 
carrée  de  ^— 4/>*.  On  aura  i/>"— <r^*-r*  -,  done 

donc  les  valeurs  de  or  pourront  s'écrire  ainsi 

De  !/>»— g— -^r"  on  tire  9=î/>*+r%  et  par  suite  l'équation  gé- 
nérale devient 

IjO  prenner  mwibre  est  alors  la  sdmœe  de  deui  carrés,  et,  soua 
oelte  forme  y  on  reconnaît  pourquoi  les  deux  valeurs  de  x  sont 
imaginaires  :  c'est  qu'il  n'existe  évidem nient  aucune  valeur ,  soit 
positive ,  soit  négative  «  qui ,  mise  à  la  plaoe  de  x^  puisse  rendre 
nulle  la  somme  de  ces  deux  carrés. 

Particularités  i  remarquer  dans  les  équations  de  la  forme  ax'''\4)0>\-e=Xi. 

i86.  Pour  ràMniAre  l'éqiiali<in 

on  la  divise  d'abord  par  a,  afln  de  lui  donner  la  forme  ordinaire 

,  b        c 

•    ,      -         *  •  • 

puis  on  en  tire,  par  là  règle  générale  (180), 


ott ,  6B  réduiNDt  »ti  i»ém«  dénomittateur  sous  le  radical , 

b  ^%    y/b^ — wc 
Ta      V^        4a'    ' 
Les  règles  connues  (4  78)  donnent 


1  >^r!zz 


Ib'—Aac       V  b' — Aac 


I      ' 


Aa^  2a 

donc  les  valeurs  de  x  )[)euvent  s*éérlre  ainsi  : 

2a  ...     . 
Sttivtttit  qu'on  iori  d'^4ac>0  on  t^o  ou  <0,  eUes  ieinont 
réelles  et  inégales ^  W  réelles  et  égales,  ou  bien  imaginaires* 
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186.  Mais  le  cas  particulier  que  nous  voulons  remarquer  icl,^ 
c'est  celui  où  la  quantité  a,  coefficient  de  x*  daqs  l'équation  pro- 
posée, diminue  jusqu'à  être  zéro.  Soit  donc  fait  «==0  :  les  deux 
valeurs  de  x^  prises  séparément,  deviendront 

^b+vb^      --b+b      0 


a:= 


x= 


0  _  0  0' 

— 6— 1/6'       —b—b      — 2S 


0  0  0  • 

La  première  se  présente  sous  la  forme  ^  ;  mais  d'après  les  obser- 
vations du  n«  424,  il  ne  s'ensuit  pas  pour  cela  qu'elle  soit  indéter- 
minée, et  mAme  on  va  montrer  qu'elle  ne  l'est  point.  Quant  à  la 
seconde ,  elle  est  infinie. 

Reprenons  la  valeur  générale  de  la  première  racine , 

—b+Vô*—4ac 


x= 


Si  a  était  facteur  au  numérateur  et  au  dénominateur,  on  le  sup- 
primerait, puis  on  poserait  a=:0,  et  l'on  lairait  la  vraie  valeur 
de  X.  A  la  vérité ,  on  ne  peut  pas  mettre  en  évidence  ce  facteur  ; 
mais  la  difficulté  est  facile  à  éluder.  Multiplions  le  numérateur  et 
le  dénominateur  par  — A— V  b^—Aac  :  il  viendra 

f — 6+  V  b^—Aac)  (-^b—  V  b^—\ac) 

^2a(b+  V  b^—^ac) 

Le  numérateur  est  alors  le  produit  de  la  somme  et  de  la  diflférence 
des  deux  quantités— 6  et  \/b^—4ac ;  donc  il  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  carrés ,  savoir  b*—b*+4aç  ou  4ac.  On  voit  ainsi  que  Qa 
est  facteur  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  la  der- 
nière expression.  £n  le  supprimant,  elle  devient 

—2c 

b+{/¥—4ac 

c 
et  si  alors  on  y  fait  «=0,  elle  donne  x= — t,  pour  la  vraie  valeur 

de  la  racine  qui  s'est  présentée  d'abord  sons  la  forme  §. 

2b 

Relativement  à  la  yaleur  a:= ,  il  Y  a  seulement  à  observer 

V  0 

que  le  diviseur  zéro  pouvant  être  regardé  ici  comme  limite  de 
grandeurs  décroissantes,  soit  positives ,  soit  négatives,  il  s'ensuit 
que  la  valeur  infinie  doit  avoir  le  signe  andugu  =t  (120). 
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Ainsi*  en  résumé,  les  valeurs  générales  de  x,  déduites  de 
réquation  ax^+bx-^C—O,  deviennent,  dans  l'hypolhèse ^-0 , 


b 


Il  est  digne  de  remarque  qu'on  ait  pour  ce  cas  particulier  trois 
valeurs  de  x,  tandis  que  dans  le  cas  général  il  n'en  existe  que  deux. 
Pour  bien  comprendre  que  ces  valeurs  conviennent  véritable- 
ment à  l'équation  ax»+6a?+c=:0 ,  mettons-la  sous  la  forme 

— 6a:— c 


x^ 


=«. 


Lorsqu'on  suppose  û5=rO ,  la  question  est  donc  de  trouver  les  va- 

— bX'^'C 
leurs  qui  peuvent  rendre  nulle  l'expression  fractionnaire  — — — . 

Or  on  voit  tout  d'abord  que  la  valeur  oc=  -r-  la  rend  nulle  -,  et 

b      c 
comme  la  méqae  expression  peut  s'écrire  sous  la  forme  — ~  —  ^> 

on  reconnaît  qu'elle  devient  aussi  zéro  par  les  valeurs  a:r=±:  ».(*). 
187.  Considérons  le  cas  plus  particulier  encore  où  l'on  aurait 
à  la  fois  a—0  et  6—0.  Alors  les  deux  valeurs  générales  de  x  de- 
viennent ^.  Oo  a  vu  plus  haut  que  la  première  peut  se  changer  m 

6+v/6"— 4ac' 
Transformons  la  seconde  d'une  manière  analogue  :  elle  devient 

d'abord  «...,.......«^  ' 

{—b—V  b''-4ac){—b+  V b'—4ac)  ^   ' 

2a(—b+[/b*—^ac) 

puis  9  en  réduisant , 

2c 

a:= '     - 

— b+V  O'—^àc 
Maintenant,  en  faisant  a=::0  et  b^O,  les  valeurs  de  a:,  ainsi 
transformées,  donnent  toutes  deux  a:=iQo  ^  et  ici  encore  l'infini 
doit  être  pris  avec  le  signe  ±:. 


-' -.  --  -  ,      ■■    I    .1    ■   II.  I  ■  I    ■    I    ■        ■!■         M 


f  )  DADS  la  théorie  aDal^titftte  des  courbes,  ces  vaUurs  répomlfinl  ftMi  intersec- 
tions de  la  ligne  des  abscisses  x  avec  la  courbe  de  S''  ordre,  dont  Téquation  est 
j.>|,  I  ft/p-j-c— 0.  Si  on  construit  celle  courbe,  on  reconnaît  que  l'axe  des  x  la  ren- 
contre d'abord  à  une  distance  finie  de  l'origine,  et,  de  plus,  qu'ij  en  est  asymp- 
tote ,  tant  du  côté  des  x  positifs  que  du  côté  des  x  négatifs ,  ce  qui  rcvienl  à  dire 
qu'il  la  rencontre  à  l'ift6iri  dans  Taii  et  l'autre  sens. 
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Késolation  d^  quelques  problèmes  qui  dépendent  du  f  dtgré* 

188.  Problème  I.  Trousser  un  nombre  tel  qu'en  le  multi- 
pliant par  un  nombre  double ,  le  produit  soit  égal  à  un  nombre 
triple  augmenté  de  9. 

Soit  ce  le  nombre  demandé ,  cet  énoncé  donne  sur4e-cbamp 

xX2a:==:3x+9-, 

et  de  celte  équation  on  tire  successivement 

2j:*— 3a>— 9=0 , 
j:*--|j:~|=0 

DoncenGn       a:=^=3,    et    a:=— fi=— |. 

La  valeur  positive  :r=3  satisfait  à  la  question  dans  le  sens  précis  ' 
de  renoncé»  Si  dans  l'équation  primitive  on  dunage  x  ea«»-cr  ^  eiio 
devient 

arX2jp^9— 3x,- 

et  de  là  on  conclut  que  la  valeur  négative  **»4  9  ^^^  Pi^^  poaiti* 
vement,  résout  le  problème  dont  renoncé  demanderait  quel  est 
le  nombre  qui,  multiplié  par  son  double,  donne  un  produit 
égal  à  9  diminué  du  triple  de  ce  nombre. 

189.  Problème  II.  Partager  un  nombre  donné  p  en  deux 
parties  dont  le  produit  soit  égal  à  un  nombre  donné  q. 

En  désignant  par  x  Tune  des  deux  parties  du  BoaSutep,  Fautre 
sera  j>— x^  et  réquation  sera 

x(p^x)=:q, 
ou  bien  ar» — ^/>x+g~0 , 

Ces  deux  valeurs  semblent  annoncer  dew  mamèies  de  satisfaire 
à  la  question  \  mais  leur  somme  étant  égale  au  nombre  à  parta- 
ger p,  il  s'ensuit  qu'en  prenant  Tiine  d'elles  pour  x,  l'autre  sera 
p — ^o:,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  les  deux  parties  cherchées.  Ce 
résultat  était  d'ailleurs  facile  à  prévoir  >  car  x  ne  désignait  pas 
Tune  des  parties  plus  que  l'autre ,  et  le  calcul  devait  par  con^ 
quent  les  donner  toutes  deux  pour  valeurs  (to  X* 


d'oA 
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D'après  ce  qui  â  été  dit  sur  la  composition  des  équations  du 
2«  degré  (483),  on  pouvait  remarquer  tout  d'abord  que  les  deux 
nombres  inconnus,  devant  avoir  pour  somme />  et  pour  produit 
g,  sont  les  deux  racines  d'une  équation  du  2'  degré  dans  laquelle 
Je  coelïïcient  de  x  serait  égal  à  — /?,  et  le  dernier  terme  égal  à  q; 
donc  ils  doivent  être  déterminés  par  réquation  x^—px+q^O. 

Le  problème  n'est  pas  toujours  possible,  car  si  on  domie  9>^ 

les  valeurs  de  x  sont  imaginaires.  La  plus  grande  valeur  que  puisse 
avoir  q,  sans  que  le  problème  soit  impossible,  est ^,  et  alors  les 

deux  valeurs  de  x  sont  égales  à^.  Donc  le  plus  grand  produit 

qu'on  puisse  faire  ayeo  les  deux  parties  d'un  nombre  est  égal  au 
carré  de  la  moitié  de  ce  nombre. 

190.  Cette  conséquence  se  présente  immédiatement  lorsqu'on 
résout  le  problème  proposé  en  prenant  pour  inconnue  la  différence 
des  deux  parlies  cherchées.  Nommons  z  cette  différence,  a  la  plus 
grande  partie  et  b  la  plus  petite.  Comme  leur  somme  est  p,  op 
aura  (92) 

et,  d'après  l'énoncé ,  on  doit  avoir 

■(l+l)(MH. 

ou  y  en  effectuant  la  multiplication , 

II*     «• 

Cette  équation  montre  que  k  plus  grande  valeur  du  produit  a  lieu 
lorsque  la  différence  z  est  nulle,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose, 
lorsque  les  deux  parties  sont  égales  entre  elles. 
Pour  trouver  a  et  h,  de  l'équation  ci-dessus  on  tire 

et  par  conséquent  on  a 

On  devra  prendre  les  signes  supéj  leurs  ensemble,  ou  bien  les  signes 


,4 
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inférieurs  ensemble  :  mais  on  n*a  toujours  qu'une  seule  solution , 
puisqu'on  ne  fait  ainsi  que  changer  Tordre  des  parties. 

491 .  Problème  III,  Déterminer,  sur  la  droite  qui  joint  deux 
lumières ,  le  point  qui  est  également  éclairé  par  chacune. 

Je  supposerai  connu  ce  principe  de  physique ,  que  les  intensités 
d'une  même  lumière,  pour  des  points  qui  en  sont  inégalement  éloi- 
gnés, sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  carrés  de  leurs  distances 
à  cette  lumière  :  c'est-à-dire  qu'à  une  distance  double,  triple,  etc., 
l'intensité  de  cette  lunaière  sera  4  fois,  9  fois,  etc.,  plus  petite. 

Je  nommerai  a  l'intensité  de  la  première  lumière  pour  les  points 
placés  à  l'unité  de  distance ,  et  b  l'intensité  de  la  seconde  pour  les 
points  placés  à  la  même  distance.  C'est  par  ces  quantités  que  l'on 
compare  les  deux  lumières  entre  elles,  et  l'on  dit,  pour  cette  rai- 
son ,  que  â;  et  6  en  sont  les  intensités. 


h-t -'• 


C"  A 


b"""c'' 


I 

Soient  A  et  B  les  deux  lumières,  et  C  le  point  cherché.  Je  ferai 
AB=d,  KCz=x,  d'où  BC=d — x.  D'après  le  principe  cité,  aux  dis- 
tances 2,3,4,...  l'intensité  de  la  lumière  A  serait  7,  -,  Ts....;  donc, 

^  4   9    16 

pourle  pointe, àladistance^r^elleest—.  Pareillement  l'intensité  de 

^                                   b 
la  lumière  B,  pour  le  même  point  C,  à  la  distance  d — x,  est  7-; r-. 

Or,  l'énoncé  exige  que  ces  deux  intensités  soit  égales;  donc  on  a 
réquation  ^ 

r  1  a_      b 

Elle  peut  s'écrire  ainsi 

(d — xy=^-x*'f 

et,  pour  éviter  d'introduire  des  radicaux  dans  le  calcul ,  je  mettrai 
C  au  lieu  du  rapport  de  A  à  a,  ce  qui  vient  à  désigner  par  c  la 
racine  carrée  de  ce  rapport.  Alors  réquation  à  résoudre  sera 

[è]  {dr-'xy=zc*x!'. 

On  pourrait  développer  le  carré  de  d — x,  et  mettre  cette  équa- 
tion sous  la  forme  x^+px  ^q—0\  mais  on  la  ramène  sur-le-champ 
au  1"  degré  en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres.  On 
trouve  ainsi,  en  donnant  à  chaque  racine  le  signe  ±:, 
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€t,  à  cause  de  l'ambiguïté  des  signes ,  celte  équation  équivaut  aux 
quatre  suivantes  : 

[c]  +(d—x)=^+cx,    +(rf— x)=— cor. 

Mais  si  on  change  tous  les  signes  des-deux  dernières,  on  retoml» 

sur  les  deux  premières  ;  par  conséquent  on  se  bornera  à  ooASÎdérer 

les  équations  [c]. 

A  ce  sujet  on  peut  remarquer  d*une  manière  générale  que  toutes 

>  les  fois  qu'on  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres  d'une  équa- 

^  tion ,  il  suffit  de  mettre  le  signe  db  devant  l'un  d'eux. 

Je  résous  donc  les  équations  [c],  et  j'en  tire  les  deux  valeurs 

d  d 


j?  =  v.'  .     >    ;r= 


b 

Discussion.  V  Soit  <?<!.  Comme  c*  représente  le  rapport  -, 

cette  hypothèse  revient  à  supposer  la  lumière  A  plus  intense  que  B. 
Alors  la  première  valeur  de  x  est  positive ,  <d  et  >-^d.  Donc  il 
existe  entre  les  deux  lumières,  et  plus  loin  de  A  que  de  B,  un  point 
C  également  éclairé  par  chacune. 

La  seconde  valeur  de  a:  est  aussi  positive,  mais  >rf.  Elle  déter- 
mine un  point  (el  que  C,  au  delà  de  B  par  rapport  à  A;  et  il  est 
facile  de  reconnaître  qu'en  ce  point  l'intensité  de  la  lumière  qui 
émane  de  A  est  la  même  que  celle  qui  émane  de  B.  En  effet ,  on 
est  certain  que  cette  valeur  de  x  satisf^t^  l'équation  [a]  ;  donc  j 
en  la  désignant  par  x^  on  doit  avoir    ,, 

a  b  a  b 

ou 


égalité  dont  les  deux  membres  sont  précisément  les  intensités  dont 
il  s'agit. 

2<>  soit  c>l  :  c'est-à-dire  que  l'intensité  de  1^  lumière  B  surpasse 
celle  de  A.  Il  est  clair  qu'on  doit  trouver  pour  le  point  B  ce  qui 
vient  d'être  dit  du  point  A,  et  réciproquement.  C'est  ce  que  les 
valeurs  de  x  confirment. 

La  première,  qui  est  positive  et  <id,  montre  qu'il  existe  entre 
A  et  B  un  point  également  éclairé  par  chaque  lumière,  mais  qu'il 
est  plus  rapproché  de  A  que  de  B. 

La  secofide  valeur,  de  x  est  négative  :  dé^nons-Ia  i^ar  *-a'. 

11 


t 
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domzûe  eelte  vdleor  doit  toujoard  satisfaire  à  l'équation  [a],  on  a 

a  _      b 

Or,  si  de  l'autrô  côté  de  A  on  prend  AC'=jc',  îe  premier  membre 
«fc  i'^^lité  chIwiu^  exj^imera  rintensité  de  la  lumièrB  que  le  point 

')C'  tit^  de  A|  et  1q  second  mend^re,  celle  de  la  lumière  qu'il 
reçoit  de  B  ;  donc  il  est  également  éclairé  par  A  et  B.  Ainsi >  conr 
tfomément  au  n""  J104  9  la  valeur  négative  de  x  indique  un  simple 

..  ebMgem^nt  de  position  dans  la  disUnce  que  cette  lettre  représente. 
3«  Soit  {7=1  y  ce  qui  siqpjpose  deux  lumières  d'égato  intensité.  Is^ 
deu:^  valeurs  de  x  denennent 

■  '  .  * 

_d  d 

lia  seconde  étant  infinie ,  il  n'existe  plus ,  à  proprement  dire , 
qu*un  seul  point  également  éclairé  :  il  est  déterminé^  par  la  ^e- 
.mièi^e  v^leur^  et  c'est  le  nûKeu  même  de  la  ligne  AB. 

Poqr  montrer  comment  la  vateur  infinie  peut  conVenûr,  à  la  ques- 
tîM^,  remarquons  que  dans  la  cas  actuel^  où  q^X^  l'équation  [6] 
peut  s'écrire  ainsi  : 

Alors  on  Voit  qu'en  donnant  à  x  une  très-grande  valeur,  le  premier 
membre  différera  très*peu  de  runlté,et  que  cette  différence  peut 
'  être  rendue  aussi  petite  qu'on  voudra  en  prenant  x  suffisamment 
grand.  C'est  là  le  sens  qu'on  doit  attacher- à  lavaleiir  infinie,  la- 
quelle a  d'ailleurs  ici  le  signe  ambigu  =!;:. 
192,  Pour  exercice ,  Je  proposerai  «nicore  les  énoncés  suivants  : 
^      Problème  IV.  Deux  ouvriers  employés  à  des  prix  différents 
ont  été  payés  au  bout  d^un  certain  temps.  Le  premier  a  reçu 
96  fr.^  et  le  second,  qui  aviit  travaillé  6  jours  de  moins,  a  reçu 
54  fr.  Si  le  second  avait  travaillé  ïouslésjoutSy  et  que  le  pre- 
mier eût  manquéQjours,  ils  auraient  reçu  tous  deux  la  mérm 
somme  :  on  demande  combien  de  jours  chacun  a  travaillé^  et 
le  prix  de  sa  journée?  Réponse  :  le  l**"  a  travaillé  ^4  jours  et  ga- 
gnait *A  fr.  par  jour  ;  le  2«  a  travaillé  1 S  jours  et  gagnaît  3  fr. 

Problème  V.  Un  marchand  fait  escompter  par  un  banquier 
deux  billets  ;  Vun  de  1 577  fr.  ÔO  e.  ^  payable  dttns  trdisjnais,  et 
Vautre  de  2605'^.^  payable  êan$  1  mùis.  U  reiçoUpciur  HU>ut 
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Ut  somme  cte  40S0  fr.  :  on  demande  létaux  de  V  intérêt  diaprés 
lequel  V escompte  a  été  réglé.  RépOfwe  :  le  taux  Mtnid  de  fin- 
térôt  était  de  ^  ff .  ^  c.  pour  lOO  fr. 

Problème  VI.  Trouver  deux  nombres  ^  et  "^  tels  que  [si  pn 
les  multiplie  respectivement  par  des  nombres  donnés  a  et  b,  la 
somme  des  produits  soit  égale  à  un  nombre  connu  p  -,  et  tels 
encore  que  si  on  multiplie  lewrs  carrés  par  Jm  ménuê  nmthféê 
a  et  b,  la  somme  des  nouveaux  produits  soit  égale  àunauxtê 
nombre  connu  q.  Réponse  ;  i 

■ 

ap±  \/ab[  a+b,q—p*]  ip:^V  akifl^b)q-^^] 

a{a+b)  .  .  ,Ka+b)        •    \ 

IV»  £»Si,k  caase  des  deux  încoiynui^,  te  ledeor  Iroave  ^h^IMd.  dWcollé  A 
résoudre  ce  problème ,  il  peut  remettre  à  s'en  occuper  après  le  &<>  1 94. 

Équations  i  Que  seiAe  inconnue  qu^on  réisout  comme  celle  du  2^  degré.— Ëxçmplef 
qui  renferment  plusieurs  inconnues  et  qui  dépendent  du  2*  degriSf. 

■  t       •  *  *         ■  « 

195.  Lorqu'une  équ«tioi|  ne^ontieot  <pi6  deux  puissances^  4e 
l'inconnue,  dont  l'une  a  un  exposant  dQiible  de  c^ui  de  Vwifi^f 
on  peut  la  mettire  sous  la  forme 

[1]  x^^'+px^+q^O^ 

En  considérant  d'abord  x^  comme  rincponue,  a:""  en  sera  le  carré, 
et  l'équation  se  résoudra  içomoie  celles  du  2*  degré.  On  a  ainsi 

Représentons  d'une  manière  abrégée  par  a  et  6  les  deux  valeurs 
deâ:f?',ooaura- 

et  quand  on  saura  résoudre  ces  équations,  C%sf-â-dîre  trouver 
•  toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  chaeupe  d'elles ,  il  est  évi- 
dent qu'on  connaîtra  toqtes  tes  solutions  del'équatioti  [1]. 

Ces  équations  sont  de  la  classe  de  celles  qu'on  nomme  à  deux 
/erm^^/et  je  remettrai  â  m'en  occuper  plus  tard.  Pour  le  moment 
je  m'arrêterai  au  cas  de  m=fS.  L'équation  [1]  est  alors 

r  «  •  '  " 

e^  pre^ai^l  .oç^^  jpour  inconnue  on  qa  Ur^  4'^b«M'4 


j ,  », 
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et  ensuite,  cbacune  de  ces  nouvelles  équations  donnant  deux  ra* 
cines,  Téquation  [2]  en  admettra  quatre,  savoir  : 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  l'équation  particulière 

a:*— 12a:*— 64— 0. 

On  fwa  dans  les  formules  précédentes  />==^12, 9=>— 64^,  et  elle» 
donneront 

a:=±i\/6— V^  36+64=±  y/  ^^:=±:2 1/  ^=T7 

Ainsi ,  l'équation  dont  il  s'agit  a  quatre  racines ,  deux  réelles  et 
deux  imaginaires  :  ar^=b4,  jr=:±:2|/ — l. 

194.  Les  principes  qui  ont  servi  à  résoudre  les  équations  à\\ 
!•'  degré  à  plusieurs  inconnues ,  reçoivent  aussi  leur  application 
dans  le  deuxième  degré. 

Exemple  I.  Soient  les  équations 

[3]  ^+y=«^    x*+y*r^b*. 

Pour  les  résoudre ,  de  la  première  on  tire 

y:=a — x; 

on  substitue  cette  valeur  dans  la  2%  laquelle  devient  successivement 

x^+{a—xy=b% 
^x*—^ax+a^=b% 

x^^aa:= — ^ — . 

Cette  dernière  donne  deux  valeurs  pour  a:  ^  et  en  les  portant  dans 
l'expression  y=^a — x,  on  aura  pour  y  deux  valeurs  correspon- 
dantes. Il  vient  ainsi 


\y—iazç:{V^b—^* 

Il  faut  avoir  bien  soin  de  prendre  les  signes  supérieurs  ensemble, 
et  les  signes  inférieurs  ensemble.  Les  deux  solutions  qu'on  obtient 
ainsi  ne  diffèrent  que  par  le  simple  changement  de  j:  en  y  et  dey 
en  x;  et  ce  résultat  était  facile  à  prévoir,  puisque  ce  changement 
n'en  fait  subir  aucun  aux  équations  [3].  Une  observation  analogue 
se  présente  dans  l'exemple  suivant. 
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Exemple  IL  Soient  les  équations 
[4]  a:'»+y*=a%    xy—h^. 

»  La  2*  donne  y =~,  et  par  suite  la  1'*  devient 

X 

j:»4-— =a*    ou    X* — a*x+o*=.0. 
Ëa  considérant  d'abord  a:*  oomme  Tiaconnue ,  on  tire  de  là 

et  ensuite,  si  on  prend  séparément  ces  deux  valeurs,  on  en  aura 
quatre  pour  x,  savoir  : 

[ai  x=±:^  \a^^-\\/  a^^b\ 

\b\  x:=±.^\a*—{v  a*-^U\ 

h* 

En  mettant  ces  valeurs  dans  l'expression  y= — ,  on  obtiendra 

les  valeurs  correspondantes  day.  Si  on  substitue  d'abord  les  va- 
leurs [à]y  il  vient 

_  6* 

Pour  simplifier,  on  multipliera  les  deux  termes  de  cette  fraction 
par  le  radioal  V  èa*— |l/a^~^A^  :  il  en  résulte 


En  réduisant  le  dénominateur  on  le  trouve  égid  à  b*  \  donc 

Sans  nouveau  calcul ,  il  est  clair  que  les  valeurs  dey,  correspon- 
dantes à  celtes  de  la  formule  [6],  seraient    > 

y=±\/ la*+iv  a^— 4M. 
On  voit  donc  que  les  équations  [4]  admettent  quatre  solutions  qui 
sont  complètement  connues.  En  prenant,  dans  chaque  accQlade. 
ci-dessous  les  signes  supérieurs  ensemble  et  les  signes  inférieurs 
ensemble ,  ces  solutions  seroqt  représentées  assez  distinctement  de 
cette  manière ,  '   '  '. 

(x=±Via'+iya*—4b*    (x—±.Vià'~iv  a<— ï^  ' 


I: 
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Les  mêmes  équations  [4]  peuvent  se  résoudre  plus  simplement 
comme  il  suit.  £n  ajoutant  à  la  r*"  le  double  de  la  2%  et  observant 
que  x*+y*+2xy  est  le  carré  de  x+y,  il  vient 

(x+yyzsiir+ib\    d'où    :x^^y^±:\/a^+26\ 
Pareillement  y  en  retranchant  de  la  r«  le  double  de  la  2%  on  a 
(a>-y)»=a* — 2i%    d'où    a:— y=d=  f/a*— 2*'. 

Mainteiiaiît  qu'on  cooMtt  te  soBHiie  û^+y  et  la  âifférenoe  x-^-y, 
la  règle  du  n°  92  donnera  les  yaleiWdes  deux  inconnues.  On 
peut  d'ailleurs  associer  comme  on  voudra  los  signes  des  deux  radi- 
caux* En  les  prenant  tous  deux  avec  le  même  signe  ^.  il  yiçndr«. 

Puis»  en  les  prenant  avec  des  signes  contraires»  oq  aura 

f  a?=±:i(v/û»+26»— /a'— 26») , 

(  y=±\{  /a* + 26»+  /ûf  »— 26»;  • 

On  obtient  encore  quatre  solutions,  comme  par  le  premier  pro- 
cédé; mais  elles  se  présentent  sous  une  (orme  différente  :  au  lieu 
de  radicaux  superposés,  elles  ne  renferment  que  de^  radicaux 
séparés. 

Comme  les  solutions  trouvées  dans  chatiue  procédé  doivent  être 
les  mêmes ,  on  est  certain  que  les  vàlfurs  déterminées  par  le  se- 
cond  ne  sont  qu'une  transformation  de  celles  qu^ûn  obtilBnt  par  le 
premier.  On  expliquera  tout  à  Theure  (196)  une  méthode  de  cal- 
cul pour  opérer  ces  transformatiônis; 

EXEMPLE  m.  Soient  les  équations  |[énérales 

dans  lesquelles  P,  Q,  P',  Q^  80iiLde$ltmQtîon8  qtielcofcK|ue»dey. 

Par  la  soustraction  /  on  en  déduit  ceUe-ci 

En  mettant  cette  valeur  de  x  dans  Tune  des  équations  [3],  dans  la 
l'Vpar  exemple ,  il  vient 

(Q'-Q)'+P(Q'-Q)CP-P')+Q(P-PO*=o; 

ou ,  ^fO»  une  autre  forme ,  ,     . 

CQ'-Q)';f(P-rF)(PQ'--W-o,      ', 


C^tte  équatiôin  Be  contînt  plus  cpie  la  seule  inocoiiiue^r  >  ^  quand 

on  saura  la  résoudre ,  elle  fera  connaître  les  valeurs  dey.  En  les 
substituant  dans  Texpression  de  x  écrite  plus  haut  ^  on  obtiendra 
les  valeurs  correspondantes  ^  x. 

195.  Pour  que  l'analysQ  du  2»  degré  fût  complète ,  il  faudrait 
considérer  les  cas  où  les  inconnues  sont  en  plus  grand  nombre 
que  les  équations.  Le  plus  simple  est  celui  d'une  équation  unique 
entré  deux  inconnues  x  et  y.  Sïon  la  résout  par  rapport  à  une 
dés  inconnues  ^^  par  exemple,  oh  trouvera,  en  général,  une  ex- 
pression qui  renferipera  x  sôus  un  radical  \  de  tellQ  sorte  qu'en 
donnant  à  cette  inconnue  x  des  valeurs  rationnelles  quelconques, 
on  en  trouverait  pour  y,  qui  seraient  irrationnelles.  On  peut  alors 
se  proposer  de  rechercher  les  valeurs  rationnelles  de  a:  pour  les-, 
quelles  les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  aussi  rationnelles. 
Mais  la  difficulté  de  ce  problème ,  à  moins  qu'on  ne  le  restreigne 
à  quelques  cas  fort  simples ,  est  supérieure  à  de  simples  éléments^ 
CbnsUltei  la  Théorie  des  nchhbres  àblJEo^i^Ni^^ 

Racine  carrée  d'une  qnanUté  en  ]^rtie  commen^arable  et  en  partie  incommensu- 
rable>  ou  bien  en  partie  réelle  et  en  partie  imaginaire. 

496.  Proposons^nôQS  dW^m^re  torâk?i'ha  carrée  d'une  quan- 
4Ué  enpco'tie  commemurctbte^  et  m  partie  tncommensisraèi^j  • 

'  Si  on  fait  le  earfé  de  [/"iâ*^  )/  W,  à  et  b  étant  des  quantités  ra- 
tionnelles, on  trouve  un  résultat  delà  forme  A' +t/B,daiîS lequel 
A  et  B  sont  de^  quwiités  rationnelles.  De  là  on  cqnçjjut r^piproque- 
ment  que  la  racine  carrée  d'une  expression  de  cette  dernière  forme 
peut  aussi,  dato  certains  cas,  se  ramener  à  la  première  ;  c*est  cette 
transformation  qu'il  s'agit  d'effectuer,  lorsqu'elle  est  possible.  Il 
fau£dono  considérer  A.  et  B  comipe  des  quaAtUésratii^AOiies, 
j/B  pomme  une  quantité  irrationnelle,  etdétermii^r.pouraet^ 
des  valeurs  rationnelles  telles  qji'op.ait  , 

fen  développant  le  carré ,  il  vient 

I  •'••I  ^  •»•/». 

«+*+V/4â5=A-)fV'B.,         .    •.,,., 

Dans  le  l*'  membre ,  a+b  doit  étreÉumrombre  tationnel ,  et  il 
n'y  a  que  la  partie  {/4ab  qui  puisse  we  lin  nouîbre  irrationnel. 
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■» 

Or  je  dis  qu'on  doit  avoir  séparément  les  deux  égalités  suivantes  : 
[1]  a+6-A,  [2]  Aab-K 

Supposons  qu'il  en  soit  autrement  et  isolons  \/4ab  dans  le  1"^ 
membre;  il  viendra  t/4ûè=A— a — 6+  v^B.  Faisons  A— a— è=* 
afin  d'abréger,  puis  élevons  au  carré.  On  aura 

4a*=A»+B+2*i/B,  ou  4a*— *»— B=2*i/Ë: 
égalité  absurde  ;  car  une  quantité  rationnelle  n'est  jamais  égale  à 
une  quantité  irrationnelle.  L'absurdité  ne  peut  cesser  qu'en  posant 
A~0 ,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  a+b=^A.  Alors  la  dernière 
égalité  se  réduit  à  4aé— B=0  ou  4a6=B ,  et  l'on  est  ramené  ainsi 
aux  équations  [1]  et  [2]. 

Si  on  élève  la  l'""  de  ces  équations  au  carré,  et  qu'on  en  retranche 
la  2%  le  premier  membre  de  l'équation  résultante  sera  le  carré  de 
a — b^  donc  ■    • 

[3]  a~6=|/A'— B., 

Il  est  permis  de  supposer  que  a  est  la  plus  grande  des  deux  quan- 
tités  a  fit  *^  ^  pour  cette  raison  on  prendra  le  radical  y  A*— B 
avec  le  signe  +. 

Maintenant  on  connaît  donc  par  les  équations  [1]  et  [3]  la  somme 
et  la  différence  des  inconnues  a  et  6,*  par  conséquent  on  aura 

La  question  exige  que  les  valeurs  de  a  ei  de  6  soient  rationnelles  ; 
or  il  est  évident  qu'il  faut,  pour  que  celte  coiulitipn  soit  remplie, 
que  A' — B  soit  égal  à  un  carré  C*. 

•   Alors  il  viendra  a=        •  ,  6=  -^^  5  et  par  suite 


t4]       v'I+7b-1/^+  |/^- 

Comme  on  suppose  tacitement  \/Ë  positif,  les  radicaux  du 
deuxième  membre  doivent  se  prendre  tous  deux  avec  +,  ou  tous 
deux  avec  —  :  autrement,  en  élevant  ce  membre  au  carré,  on  ne 

reproduirait  pas  le  terme  +V  B,  mais  bien  — yW.    ^___,_^ 

Cette  explication  même  prouve  que  si  l'on  avait  y  A — V/  B,  il 
faudrait  prendre  les  deux  radicaux  avec  des  signes  contraires  ^  et 
en  conséquence  on  écrirait 

[5,      v/ï=TÏ=l/?i5-L/  , 


LEÇONS  d'algèbre.  ^69 

Pour  exemple,  soit  Texpressioii  \/n+yW.  On  a  A=t2, 
B;=l  40,  A'— -B=4.  Ce  (ternier  nombre  est  un  carré,  et  Ton  a  C==2  : 
on  peut  donc  aHpUqiier  la  formule  [fl ,  et  il  vient 

\/l2+i/i40= 

Soit  encore  l'expression  V 1  — 2a?v/ 1  —x^  On  aura  A;=l, 
B=4a?»— 4a;S  v^A*— B  ou  C=l— 2a?».  Puisque  C  est  sans  radical, 
et  que  d'aillébrs  le  second  radical  de  l'expression  proposée  a  le 
signe  —,  il  y  a  lieu  d'appliquer  la  formule  [5],  et  il  vient 

\/ 1— 2a:i/ 1—0?»=  {/i—x^—a:. 

C'est  la  même  valeur  de  \/i—x^  qui  entre  dans  les  deux  membres. 
En  outre ,  on  doit  observer  qu'il  faudra  mettre  le  signe  ±  devant 
le  second ,  si  on  veut  qu'il  représente  les  deux  valeurs  du  premier. 

197.  Lorsque  la  quantité  A» — B  n'est  pas  un  carré ,  Jes  valeur^ 
de  a  et  de  ô  ne  sont  plus  rationnelles  ;  mais  il  est  clair  qu'eD  les  substi- 
tuant dans  V  â+\/b^,  on  n'en  a  pas  moins  une  expression  équi- 
valente à  \/  A+v  B.  Seulement,  comme^He  est  alors  beaucoup 
plus  compliquée,"  elle  est  plus  rarement  employée.  Cependant, 
quand  »/  B  est  imaginaire,  elle  conduit  à  un  résultat  qui  mérite 
de  fixer  l'attention.  Changeons  B  en  — B»,  A  +  VB  devient 
A+Bv/  —î\  et  ce  qu'il  y  a  de  remarquable,  c*est  que  la -racine 
carrée  de  A+Bv/  --Tse  ramène  elle-même  à  une  expression  de 
la  forme  a+b[/—î^  dans  laquelle  aelb  sont  des  quantités  réelles, 
qui  peuvent  d'ailleurs ,  ainsi  que  A  et  B ,  n'être  pas  rationnelles. 

Cette  proposition  devient  évidente  sur-te-cbamp  en  changéani 
B  en  — B»  dans  les  calculs  du  numéro  précédent.  Alors,  au  Heu 
de  C=i/ P^,  onaC=!V/A»+B*-,  donc 

A+»/AM^»      ^_A— \/A'+B» 

Le  radical  v/A»+Ji'  étant  >A,  la  valeur  de  a  est  poaitiVe  ,.et 
celle  de  b  est  négative.  Représentons-les  par  a»  et  — ^p»,  on  aura 
{/â=±cL    v^Â'=±:p\/^^,  et  par  suites  ^ 

[6]  v^  A+Bv/=ï=rh(a+pV=:î).      . 

Je  prends  a  et  p ,  tous  deux  avec  +,  ou  tous  deux  avec  — ,  parce 
que  le  produit  2a§  doit  être  égal  à  B,  qui  eist  supposé  positif.  S'il 
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y  avait  -  devant  B^/IHT^ilest  clair  qu'alors  on  devrait  écrire 

[7]  V^A-Bv/:rï=:di;(«-.pi/:rr). 

Il  serait  facile  de  parvenir  directement  à  ces  dernières  formules 
en  posant  >/A+Bi/=ï=«+pv/ri,  et  en  déterminant  pour 
«  et  p  desjaleors  réelles  teUes  que  A+Bv/^  soit  le  carré  de 
<*+?y'~l-  Je  laisserai  cet  exwcice  au  lecteur. 

■Pour  offlrir  une  application ,  choisissons  l'expression  très-simple 
V  —  V^— 1-  En  la  comparant  avec  y/  A±.By^,  on  a  A=o 
B=l ,  a=i  ;  *=— i ,  «=  /l ,  p=  t/  î  ;  donc 

198.  Remarque.  Ajoutons  les  formules  [6]  et  [7],  en  ne  pre- 
nant que  le  signe  +  pour  chacune  d'elles  :  les  imaginaires  se  d^ 
tjTuiront ,  et  il  restera 

|/ A+BV/  I:T+ V  A-B  V  =î=8«=:V^2A+2  V  À»+b». 
Ainsi ,  dans  le  cas  particulier  de  A=0  et  B=i ,  on  aarait 

'  Bémar(}ue  sur  le»  maœirfiums  et  les  minimumt* 

4 

199.  On:  •  troavé  plus  haut  (189)  que  te  produit  maximum 
qu'il  est  possible  de  fopoier  avec  les  deiix  parties  d'un  nombre  €ist 
égal  au  produit  de  'sea  deux  moitiés.  Cette  proposition  peut  étrq 
généraliséei.^n  ces  ietm^s  :  LeproduU  de  pimi^urs,  rèombrçsj 
dont  la  somme  est  égale  à  un  mmbre  donnée  de^Uni  maximum 
quand  ce^  nombres  sons  égauijo  entre  eié&p*    - 

Supposons  qu'on  ait  a+^+c+tf+..'==ft  ^«t  qùa parmi  les  difr 
férentes  maniérés  de  choisir  les  nqmhre^a,  byC,  d,...  sans  que 
cette  condition  cesse  d'avoir  lieu ,  on  yt  pris  celle  qui  rend  le 
produit  abcd...  maximum  :  je  dis  qu*alors  tous  ces  nombres 
sont  égftus.  En  effet,  si  aetb,  par  ex^nple ,  étaient  inégaux ^ 
on  aurait  (189)  .  ^ 

et  par  conséquent  - 
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Dans  le  second  produit ,  la  somme  des  facteurs  est  la  même  que 
dans  le  premier,  c'est-à-dire  égaleàj!?.  Donc  le  produit  abcd. . . 
n'est  pas  un  maximum  y  à  moins  que  tous  ses  facteurs  ne  soient 
égaux  entre  eux.  • 

200.  Le  procédé  du  n*»  189 ,  par  lequel  on  a  reconnu  le  produit 
maximum  des  deux  parties  d^un  nombre ,  est  susceptible  d'ex- 
tension. Supposons  qu'une  fonction  soit  composée  d'une  indéter- 
minée x^  combinée  avec  des  quantités  données,  et  qu'on  demande 
la  valeur  de  x  pour  laquelle  la  fonction  est  maximum  ou  mini- 
mum. On  raisonnera  d'abord  comme  s'il  fallait  rendre  cette  fonc- 

'  '      '      '  *    •  ■ 

tion  égale  à  une  quantité  quelconque  z  :  on  am'a  ainsi  uneéqua; 
tion  d'où  Ton  tirera  la  valeur  de  Xy  et  alors  on  cherchera  s'il 
esXst/d  quelque  valeur  de  z  au  delà  ou  en  deçà  de  laquelle  les  va- 
leurs  correspondantes  de  x  deviènnen  timaginaires.  Dans  le  premier 
cas ,  cette  valeur  de  z  est  un  maximum  que  l'expression  proposée 
ne  peut  point  dépasser  ;  dans  le  second  ^  c'est  un  minimum. 
Par  exemple,  soit  la  fraction 

En  rôgalaût  à  «,  on  a  l'équation  ^^T^^-  —  ^>  â'où  Ton  tfre 

x=z+î±\/z^—\. 

On  voit  sur-leKdiawip  4^'^  faisan^  z=^+t  y  on  a  a:^?:^»  et  que 
les  valeurs.de  z,  mu  peu  moindres  que  1  rendjent  a;  im^gipaire^ 
donc  l'expression  proposée  a  une  valeur  minimum^  laqp^llie.  e&t 
égale  à  1  et  correspond  à  a?:==:2.. 

Pareillement ,  en  faisant  z=^l ,  on  a  •Cf=05,et  une  valeur  né-p 
gative  de  ;5  un  peu  pjlus  petjite  que  1  rendrait  or  imaginaire.  Or,  en 
algèbre ,  des  qqaniités  négatives  qui ,  abstraction  faite  du  signe.—, 
vont  en  dynainuant»  doivent  èlre  regardées ,  quaind  on  n'en  sépare 
point  le  signe,  comme. croissantes  :  on  peut  donc  dire  que  les  vi^ 
leurs  de  z  un  peu  plus  grandes  que  —1  rendent  x  imaginaire  -,  donc 
z^^—l  est  un  maximum  ^hqwl  correspond  àa::=;^0. 

Le  caractère  essentiel  d'un  maximum  n'est  pas  de  surpasser 
foutes  les  autres  valeur$,maigL seulement,  celles  qui  le  précèdent  et 
qui  le  suivent  immédiatement.  tJne  observation  analogue  doit  se 
faire  sur  le  minimum.  Je  iî*lnsiste  pas  ici  sur  la  détermination  des 
mMâmèmis  et  4e0  minmmnw  i  îii$(|ii'à  présent  elte  a  toujours  été 
comprise  parmi  les  applieatiûw  un  oaloul  différentleL  - 
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CHAPITRE  X. 

PUISSANCES  ET  RACINES  EN  GENERAL. 


Paiftsances  et  racines  des  monômes.  —  EiposanU  fractionnaires. 

201 .  Soit  un  produit/>9r...,  et  n  un  nombre  positif  quelconque  ; 

on  a 

(pqr...Y=pqr...Xpqr...X.pqr..,x  etc. 

=ppp...'Xqqq...y<rrr...xete. 

donc  on  élève  un  produit  à  une  puissance  en  éles^ant  cfiaque 
facteur  à  cette  puissance. 

S'il  s'agît  d'une  quantité  a""  qui  a  déjà  un  exposant,  on  aura 

donc  on  éUveà  une  puissance  une  quantité  qui  est  déjà  affectée 
â!un  exposant^  en  multipliant  cet  exposant  par  le  degré  de  la 
puissance, 

'  Si  l'on  veut  élever  à  une  puissance  un  monôme  quelconque , 
on  peut  le  regarder  comme  un  produit ,  et  en  conséquence  élever 
tous  les  facteurs  à  cette  puissance  :  or ,  cela  revient  à  éleçer  le 
coefficient  à  cette  puissance  et  à  multiplier  tous  les  exposants 
par  le  degré  de  cette  puissance. 

Lorsqu'une  quantité  est  positive,  toutes  ses  puissances  sont  po- 
sitives ;  mais  lorsqu'elle  est  négative ,  il  est  clair,  d'après  la  règle 
des  signes ,  qu'il  y  aura  -f-  devant  la  2«  puissance ,  — devant  la  3«, 
+  devant  la  4« ,  etc.  Ainsi ,  en  général,  quel  que  soit  le  signe 
d^une  quantité ,  les  puissances  paires  de  cette  quantité  ont  le 
signe  +,  et  les  puissances  impaires  conservent  le  signe  de  cette 
quantité. 

Au  moyen  des  règles  ci-dessus ,  on  aura 

(±:2a'6'c)^=+16a"ô'VS    (±ia^b^c)^=:=±32a'^b*''c\ 

202.  On  peut  renverser  ces  règles ,  et  on  obtiendra ,  pour  l'exy 
traction  des  racines ,  les  règles  suivamtès  : 


1»  On  extrait  la  racine  d'un  produit  en  extrayant  ki  racine 

de  chaque  facteur. 

2»  On  extrait  la  racine  d'une  quantité  qui  a  un  exposant 
en  divisant  cet  exposant  par  le  degré  ou  V indice  de  la  racine. 

3«  On  extrait  la  racine  dlun  monôme  quelconque  en  ex-- 
trayant  celle  du  coefficient  ^  et  en  divisant  les  exposants  de 
chaque  lettre  par  Vindice  de  la  racine. 

4°  Quand  la  racine  à  extraire  est  d'indice  pair  ^  elle  doit 
avoir  le  signe  ambigu  ±l  -,  et  quand  elle  est  d'indice  impair,  elle 
a  le  même  signe  que  la  puissance. 

Par  ces  régies  on  trouve 

^  %la'^b'^=±Za^b\     ^^marW=ia*b, 
^ —3'2a'b''=:—2abK 

205.  Quand  le  coefficient  d'un  monbme  n'est  point  une  puis- 
sance exacte  de  l'ordre  marquée  par  l'indice  de  la  racine  à  extraire, 
ou  que  les  exposants  des  différents  facteurs  ne  sont  point  divi- 
sibles par  cet  indice ,  la  racine  du  monôme  s'indique  d'abord  au 
moyen  du  signe  v/  ;  puis  on  simplifie  le  radical ,  comme  on  l'a 
déjà  fait  pour  le  radical  carré.  Par  exemple,  soit  il^  96a'^b^c^\  On 
observera  que  9G=z2^x^ya7=:a^xa^j  c^^c^^'xc;  donc 

C'est-à-dire  que  pour  simplifier  un  radical  quelconque,  on  dé- 
compose la  quantité  sous  le  radical  en  deux  facteurs ,  dont 
Tun  ne  renferme  que  des  puissances  exactes  de  mérne  ordre 
que  la  racine  à  extraire,  et  dont  l'autre  n*en  renferme  aucune -^ 
puis  on  extrait  la  racine  du  premier  facteur,  et  Von  indique 
celle  du  second.     ^ 

204.  Aucune  quantité  réelle ,  soit  posilive,  soit  négative,  quand 
t)n  rélève  à  une  puissance  paire,  ne  peut  donner  de  résultat  né- 
gatif-, par  conséquent ,  toute  expression  composée  d'un  radical 
de  degré  pair ,  placé  sur  une  quantité  négative,  représente  une 
Quantité  imaginaire. 

Telles  sont,  en  supposant  que  a  et  6  soient  des  grandeurs  po- 
sitives par  elles-mêmes , 

\>=^^    jk^^=a^,    ^^2a^b\ 

Mais  toutes  ces  quantités  peuvent ,  de  mâme  que  les  radicaux 
carré»  imaginaires  (1S7),  se  transformer  en  produits  dans  lesquels 
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il  n'entre  d'antre  imaginaire  qu'une  racine  de-*l.  Par  exemple 
il  est  clair  qu'on  a  , 

205.  De  même  que  la  division  a  conduit  aux  exposants  néga- 
tifs ,  de  même  Textractioa  des  racines  mène  à  l'emploi  des  expo- 
sants fractionnaires.  D'après  la  règle  2®  du  n°  202,  si  l'on  veut 
extraire  la  racine  5«  de  a'%  on  doit  diviser  l'exposant  par  5 ,  et  la 
racine  cherchée  est  a'.  Mais  en  se  bornant  à  indiquer  la  division, 

on  peut  écrire  ^^^^a"  =«  ^ . 

Si  Texposant  de  a  n'était  point  divisîbto  par  6 ,  la  Eacine  ne 
pourrait  plus  s'extraire  $  tnais  rien  n'empéehe  d'indiquer  encore 
la  division  de  l'exposant ,  lequel  aura  alojrs  pour  dénominateur 
l'indice  de  la  racine.  Les  algébristes  ont  en  effet  adopté  cette  con- 
vention ,  et  en  conséquence  ils  regardent  comme  équivalentes  les 

deux  expressions  v^a*"  et  a". 

Arrangements ,  permutations ,  combiDaisons. 

206.  Pour  former  une  puissance  quelconque  d'un  binôme  ^  on 
sera  conduit  incidemment  à  résoudre  une  question  qui  exige  quel- 
ques développements  »  et  dont  il  est  bon  de  connaître  la  solution 
d'avance.  Elle  fait  d'ailleurs  partie  d'une  théorie  utile  dans  un 
grand  nombre  de  recherches ,  et  surtout  dans  le  calcul  des  pro- 
babilités. Cette  théorie,  que  Je  vais  exposer  ici,  est  ceUe  des  oT" 
rangements  j  des  permutations  et  des  combinaisons* 

207.  arrangements.  Plusieurs  lettres,  a^  b,o,d^  e,...  étant 
données ,  imaginons  qu'on  les  prenne  deux  k  deux  de  toutes  les 
manières  possibles ,  en  sorte .  que  chaque  assemblage,  de  deux 
lettres  soit  différent  des  autres,  ou  par  les  lettres  qui  le  composenti 
ou  par  l'ordre  dans  lequel  elles  sont  écrites  :  on  aurait  ainsi  ce 
qu'on  nomme  les  arrangements  deux  à  deux  des  lettres  don- 
nées. On  comprend  de  même  ce  qu'on  entend  par  arrangements 
trois  à  trois  y  quatre  a  quatre^  etc.  Rien  de  plus  simple  que  de 
composer  ces  différents  arrangements  et  d'en  déterminer  le  nom- 
bre. Le  seul  soin  à  prendre  sera  de  suivre  un  ordre  qui  les  fasse 
trouver  tous  sans  en  répéter  aucun.    ^ 

PiMur  avoir  le0  arrangements  2  à  2 ,  il  soffit  4e  plaeer,  à  côté  de 
eha^que  lettre,  altomatifement  tbaûone  des  lettres  rartiAtes»  De^ 
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cette  manière  on  obtient  des  arrangements  tels  qne 

aby  cLc y  ad,  ae^,, 
hcLf  hc,  hdy  hCy: 
etc.  ; 

et  en  même  temps  on  voit  qu*ea  désignant  par  m  le  nombre  des 
lettres  «,  b\  c,,..  et  par  A»  le  nombre  de  leurs  arrangements  2  à  2, 
on  aura 

On  passe  aux  arrangements  3  à  3  en  plaçant ,  après  chaque  ar- 
rangement die  deux  lettres ,  alternativement  chacune  des  lettres 
qui  n'entrent  pas  dans  cet  arrangement.  Il  vient  ainsi 

àbç,    abdj    abe,..,^ 
acb ,    acd,    cLce^^*»* 

et  en  nommant  A^  le  nombre  de  tous  ces  arrangemmto  3  à  3,  on  a 

A3=Aft(m— 2)=m(m*— '1)  (m— 2), 

On  s'élèverait  semblablement  aux  arrangements  4  à  4;  et i  pour 
en  connaître  le  nombre,  on  aurait  la  formule 

Chaque  fote  qu'on  s'élèvera  à  des  arrangements  qui  auront  une 
lettre  de  plus ,  il  est  clair  qu'i^  s'introduira  dans  la  formule  un 
faoteor  de  pins ,  lequel  sera  inférieur  d'une  unité  au  facteur  placé 
avant  lui.  Dès  lors  on  peut  conduré  avec  certitude  que  l'expression 
générale  du  nombre  des  arrangements  nkn  devra  renfermer  n 
facteurs  pris  consécutivement  dans  la  suite  m,  m — 1 ,  m — 2 ,  etc. 
Le  dernier  facteur  sera  donc  m — (/i— 1)  ou  ntr—n+X ,  et  par  con- 
séquent, en  appelant  A„  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres 
n  à  71,  on  doit  avwr 

[1]  A»=m(m— l)(/?r=2)....(m— n+1). 

En  faisant  7i=2, 3,  4,  le  dernier  facteur  m— n+l  se  réduit  suc- 
œssiveavent  à  m— 1,  m— 2,  m— 3,  et  l'on  retrouve  les  valeurs  de 

Aa,  As,  A4, 

208.  Permutations.  Après  avoir  placé  plusieurs  lettres  les  unes 
à  côté  des  autres ,  si  on  change  de  toutes  les  manières  possibles 
Tordre  de  ces  lettm ,  on  formera  leurs  permûtaitons.  Les  pei^ 
mutatfonsid  n  leltns  ne  «ont  doue  autre  chose  que  les  arrange- 
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méats  de  ces  n  lettres  nk  n,et  par  conséquetit  od  peut  calealer 
leur  nombre  par  la  formule  [1],  en  faisant  m=n.  Si  on  repré- 
sente par  Pn  le  nombre  des  permutations  de  n  lettres ,  on  aura 
P„=/i(/i— 1)  (n— 2) . . .  1 ,  ou ,  en  renversant  l'ordre  des  facteurs , 

[2]  P„=1.2.3 n. 

On  peut  trouver  cette  formule  directement  comme  il  suit  Avec 
2  lettre  il  n'y  a  que  deux  permutations.  Celles  de  3  lettres  se  for- 
meront en  plaçant  alternativement ^  après  chaque  lettre,  les  per- 
mutations des  deux  autres ,  ce  qui  donnera  2 . 3  permutations.  En 
continuant  ce  raisonnement ,  on  voit  que  le  nombre  des  permuta- 
tions de  4  lettres  est  2.3.4,  et  qu'en  général ,  pour  n  lettres ,  ce 
nombre  serait  2. S. 4.,. m. 

209.  Combinaisons,  Lorsque  parmi  les  arrangements  n  à  non 
ne  conserve  que  ceux  qui  diffèrent  entre  eux  par  une  ou  plusieurs 
lettres,  ceux  qu'on  obtient  ainsi  sont  désignés  sous  le  nom  de 
combinaisons  ou  de  produits.  Par  exemple ,  les  deux  arrange^ 
ments  abc  et  bca  ne  forment  qu'une  seule  combinaison  ou  qu'un 
seul  produit 

Parmi  les  arrangemen  ts  de  m  lettres  nkn/\\  est  clair  que  chaque 
combinaison  de  n  lettres  doit  se  trouver  répétée  autant  de  fois  quil 
y  a  de  permutations  possibles  entre  les  n  lettres  de  cette  combi- 
naison. Donc,  en  divisant  le  nombre  total  des  arrangements  de  m 
lettres  n  à  n  par  celui  des  permutations  de  n  lettres ,  on  obtiendra 
le  n  mbre  des  combinaisons  de  m  lettres  n  kn.  Ainsi,  ce  dernier 
!:.umbre  étant  désigné  par  C;,,  il  sera  donné  par  la  formule 

roT             ^       A„     m(m— l)(m— 2).  .(m— n+l) 
.    W  C«=p;=      1  ^  .  3 ^      • 

Si  on  veut  avoir  en  particulier  le  nombre  des  combinaisons 
2  à  2,  3  à  3,  etc.,  il  faudra  faire  h=:2,  3,  etc.  5  et  il  viendra 

C.--j-^      C3= j-y--3 ,  etc. 

L'hypothèse  n^l  donne  C,  =m,-  et  en  effet  les  combinaisons 
de  m  lettres  une  à  une  ne  peuvent  être  que  ces  lettres  ellei- 
mémes. 

2i0.  Le  nombre  des  combinaisons  qu'on  peut  faire  avec  des  let- 
tres étant  essentiellement  entier,  il  s'ensuit  que  la  division  indi- 
quée dans  la  formule  [3]  doit  s'effectuer  exaclQmeot.  DoBc  uf^ 
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produit  de  n  nombres  entiers  consécutifs  est  toujours  divisible 
par  le  produit  des  n  premiers  nombres  entiers. 

Binôme  de  Nxwroii,  daDA  le  cas  de  rexpesant  entier  positif. 

21  i .  Tout  binôme  peut  être  représenté  par  x+a,  et  la  question 
est  de  trouver  une  formule  générale  au  moyen  de  laquelle  on 
puisse  obtenir  immédiatement  une  puissance  quelconque  de  x-i-a 
sans  passer  par  toutes  les  précédentes.  La  formule  qui  atteint  ce 
but  est  peut-être  la  plus  importante  de  l'analyse  :  on  l'appelle  vul- 
gairement binôme  delVewton,  du  nom  de  son  inventeur. 

La  première  idée  qui  se  présente  est  de  faire  les  puissances  suc- 
cessives de  x+a  par  voie  de  multiplication ,  et  d'examiner  s'il  est 
possible  d'y  apercevoir  une  loi  qui  permette  de  former  immédia- 
tement une  puissance  quelconque ,  sans  passer  par  les  puissances 
inférieures.  Ces  calculs  se  présentent  comme  il  suit  : 

x*+ax 
+aoo  +a* 

(x+dY=x*  +  2ax  +a'. 
x^+2ax*+a*x 
+  ax*+^a'x  +a^ 

{x+ay=^x^+Sax*+Sa'x  +a^. 
oc^ + *Sax^ + 3a»x* +a^x 
+  ax^+Sa*x^+Sa^x+a^ 


{x+a)^=rx^ + 4ax^+6a*x* + 4a^x + a*, 

La  loi  générale  des  exposants  est  évidente ,  mais  celle  des  coeffi- 
cients ne  Test  pas.  Â  la  vérité ,  on  voit  bien  que  ceux  du  premier 
terme  et  du  dernier  sont  égaux  à  Tunité ,  et  que  ceux  du  second 
et  deTavant-dernier  sont  égaux  à  l'exposant  du  binôme  ;  et  même, 
pour  les  termes  intermédiaires,  ou  reconnaît  bien  encore  que  les 
coefficients  également  éloignés  des  extrêmes  sont  égaux ,  mais 
leur  composition  ne  s'aperçoit  point. 

Ces  coefficients  proviennent  des  réductions  qu'entraînent  les 
termes  semblables.  Or,  en  multipliant  entre  eux  des  binômes  tels 
que  x+a,  x+b,  x+c,  etc. ,  dont  les  seconds  termes  sont  diffé- 
rents, ces  réductions  n'auraient  plus  lieu,  et  il  peut  se  faire 
qu'alors  la  composition  des  termes  du  produit  se  manifeste. 

12 
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SI  a*  GoMidérons  doneles  pi^duito  saco^psifi  d^  qch 
Voici  les  trois  premier»  : 

{x+a)  (x+b)  =x^+a\x  +ab, 

(x+a)  (x+b)  (x+c)  =x^+cAx^+alÀx  +abc, 

•^b     •^Uc 


(x+a)  {x^b)  [x+c)  ix-\'d):±=x^+à 

+b 

+d 


x^+ab 
+àc 
•+-bc 

+ad 


x^\'àb(M'{'ahcd. 


En  considérant  comme  un  seul  terme  tous  ceux  qui  f  enferment 
la  même  puissance  de  x^  on  retrouve  ici ,  pour  les  exposants  de  x^ 
la  même  loi  que  dans  les  puissances  de  a?4-<^.*  c'est-à-dire  que 
dans  le  premier  terme  V exposant  de  x  est  égal  au  nombre  des 
binômes  facteurs^  et  quHl  dimU^Hit  progressivement  d'une 
unité  jusqu'au  dernier  terme,  où  il  est  zéro. 

La  loi  suivant  laquelle  se  composent  les  multiplicateurs  de  ces 
puissances  est  également  facile  à  apercevoir.  La  plus  haute  puis- 
sance est  multipliée  simplement  par  l'unité^  Celle  dont  V expo- 
sant a  une  unité  dé  thoins  test  par  la  somme  des  seconds  ter- 
mes des  binômes  ;  celle  qui  a  2  unités  de  moins ,  Vest  par  la 
somme  des  dtçer^  produits  qu'on  obtient  en  combinant  ces 
seconds  termes  2  à  8^)  celle  qui  a  3  unités  d^  moins,  Vest  par  la 
somme  des  produits  qu^on  obtient  en  combinant  ces  seconds 
termes  3  à  S  5  ainsi  de  suite  Jusqu^au  dernier  terme ,  où  V ex- 
posant de  X  est  zéro,  et  qui  est  égal  au  produit  de  tous  les 
seconds  termes  dés  binômes, 

La  marche  qu*on  suit  dans  les  multiplications  successives  suflîl 
pour  convaincre  que  ces  lois  s'^étendenl  à  tant  de  binômes  qtf  on 
voudra-,  mais  sMl  restait  encore  quelque  doute,  la  démonslratioa 
suivante  le  dissiperait. 

Admettons  pour  un  moment  que  ces  lois  soient  vraies  pour 
te  produit  d'un  certain  nombre  m  de  binômes  5  je  vais  prouver 
qu^ellês  le  seront  encore  en  prônant  un  binôme  de  plus.  Soit 
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le  produit  de  m  binômes  ar-f  a^  x^-  b,  x+c. ...  Si  on  le  moIUplie 
par  un  nouyeau  binôme  x-^h  il  viendra 


x"*^^+A 
+  1 


jc"+  B 


<  •  • 


On  reconnaît  sur^e-obamp  que  la  Idi  de^  eîposatitâ  dé  x  est  la 
^nèrne  :  car  Texposant  de  x,  dans  le  premier  terme ,  est  égal  ati 
nombre  des  binômes  facteurs ,  et  il  décroît  successivement  d'une 
unité  jusqu'au  dernier  terme,  qui  ne  contient  plus  x. 

La  loi  des  coelBcients  se  soutient  également.  D'abord  îl  est  Clair 
que  celui  du  l  «'  terme  est  encore  Tonité. 

Dans  le  2«  terme,  où  Texpoeant  de  or  a  tthe  unité  de  moins,  le 
coeiBcient  est  A+î.  Or,  A  étant  la  somme  des  seconds  termes  des 
m  binômes  x+a,  *+*,...  il  s'ensuit  que  A+l  est  celle  des  se- 
conds termes  des  m-f  1  binômes  x+a,  x+b,.,.  x+t 

Dans  le  S«  terme,  où  l'exposant  de  a:  a  2  unités  de  moins,  le 
coefficient  est  B+ZA.  Or,  d'une  part,  B  exprime  la  somme  des 
produits  2  à  2  des  m  seconds  termes  a,  b,  c...^  et,  d'autre  part,  lA 
est  celle  des  produits  de  ces  m  termes  par  /  :  donc  B+/A  est  la  * 
somme  de  tous  les  produits  2  à  2  qu'on  peut  former  avec  les  m-f  i 
seconds  termes  a^b,  c,...  l. 

Dana  le  4«  terme,  oô  l'exposant  de  je  a  3  unités  de  moini,  lé 
coefficient  est  C+ZB.  Or,  d'une  part^  C  exprime  la  somme  dei^ 
produits  â  à  3  qu'on  peut  former  avec  les  m  quantités  a,  b,  e,.,.- 
et,  d'autre  part,  iB  est  la  somme  de  leurs  produits  2  à  a'moltll 
plies  par  l  :  donc  C+ffi  est  la  somme  de  tous  les  produite  3  à  8 
qu'on  peut  faire  avec  les  m+t  seconds  termes  a,  b,  c,,..  L 

Ce  raisonnement  peut  se  continuer  pour  tous  les  autres  termes 
jusqu'au  dernier  HT,  qui  est  évidemment  le  produit  des  m+l  se- 
conds termes  a,  b,  c,...  Z,  puisque  Y  est  le  produit  deg  m  quan- 
tités a,  b,  c,... 

Ainsi  la  loi  de  composition ,  supposée  vraie  pour  m  binômes , 
est  encore  vraie  en  prenant  un  binôme  de  plus.  Or,  par  le  fait  did 
la  multiplication ,  on  l'a  reconnue  vraie  dans  le  cas  de^  deux  ftc- 

teurs;  donc  elle  estvraie  pour  trois.  Étant  vraie  pour  trois  eUt 
le  sera  pour  quatre ,  et  ainsi  de  suite ,  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs.  Donc  enfin  elle  est  générale. 

213.  Maintenant ,  pour  revenir  à  la  puissance  (x+ii)«,  il  suffira 
de  supposer,  dans  le  produit  de  m  binômes  x+a,  x+b,...  tous  les 
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seconds  termes  égaux  à  a.  D'abord  il  est  clair  que  les  puissances 
de  X  contenues  dans  les  ternies  successifs  seront  encore 

Mr       •      M»  I     «A»  ••••••      M»     • 

et  que  le  premier  terme  sera  simplement  ^"'. 

Dans  le  produit  des  m  binômes ,  le  multiplicateur  de  ^if^"^  est 
la  somme  des  m  seconds  ternies  des  binômes  ;  donc ,  dans  le  dé- 
veloppement de  {po-\-aYy  ce  multiplicateur  deviendra  ma-^  donc 
le  2«  terme  de  ce  développement  est  maaf''^^. 

Dans  le  3*  terme  du  produit  des  m  binômes ,  les  divers  produits 
2  à  2  qui  multiplient  ^r"*"*'  deviennent  tous  égaux  à  a'  ;  donc  leur, 
somme  sera  égale  à  autant  de  fois  a^  qu'on  peut  faire  de  produits 
2  à  2  avec  m  lettres  ;  donc ,  si  on  nomme /?  le  nombre  de  ces  pro- 
duits ,  le  3«  terme  du  développement  de  {x+aY  sera  de/^a^x""'- 

En  général ,  la  somme  des  produits  par  laquelle  chaque  puis- 
sance de  X  est  multipliée ,  dans  le  produit  des  binômes ,  doit  se 
changer  en  une  puissance  de  a^  répétée  autant  de  fois  que  cette 
somme  contient  de  produits.  Par  conséquent,  en  désignant  par 
P>  Q>  r,....  le  nombre  des  produits  2  à  2, 3  à  3,  4  à  4,....  de/w let- 
tres ,  le  développement  de  {x+ay  pourra  s'écrire  ainsi  : 

Pour  dernier  terme,  j'ai  pris  simplement  a"*,  parce  qu'il  doit  être 
le  produit  de  m  quantités  égales  à  a. 

La  question  est  donc  ramenée  à  chercher  les  coefficients 
p,  q,  r,...;  mais  comme  ils  sont  déjà  connus  par  le  n«  209,  il  n'y 
a  plus  qu'à  substituer  leurs  valeurs,  et  l'on  a  enfln  la  formule 

(1)  (a?+ar= 

x'^+  Y  ax^^+ ,    ^    2  "^ r72 ."  3' — 

m(m^l)(m-2)(m-3)^J,,, ^^„ 

^  1    ,  2  .  3.  4  ^ 

214,  La  loi  des  termes  est  si  évidente  qu'on  peut  écrire  immé- 
diatement un  terme  de  tel  rang  qu'on  voudra. 

!•  Il  est  clair  que  chaque  coefficient  a  pour  dénominateur  la  suite 

1.2.3 jusqu'au  nombre  qui  marque  combien  il  y  a  de  termes 

qui  précèdent,  et  pour  numérateur  les  facteurs  décroissants 
;y^(;y^— 1)  (/^ — 2) . . .  jusqu'à  cclui  où  m  est  diminué  d'autant  d'uni- 
tés ,  moins  une^  qu'il  y  en  a  dans  le  dernier  facteur  du  dénomi- 
aateur. . 


»tti— 3 
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2*"  II  est  clair  aussi  que  Texposant  de  a  est  toujours  égal  au 
nombre  des  termes  qui  précèdent ,  et  celui  de  x  égal  à  m  diminué 
de  ce  même  nombre ,  de  telle  sorte  que  la  somme  des  exposants 
de  X  et  de  a  reste  constamment  égale  à  m. 

En  conséquence ,  si  on  désigne  par  T»  un  terme  quelconque 
dotit  le  rang  est  n^  on  aura ,  pour  le  terme  Ti,4.t ,  qui  occupe  to 
rang  n-^-l  ou  qui  en  a  /i  avant  lui , 

_m{m—\){jn—'l). .  .(m— n+1)  ^„^«,. 
^-*-^-~      1.2.  3 n       ^"^       ' 

Cette  expression  est  le  terme  général  de  la  formule  [1].  On  rap- 
pelle ainsi,  parce  qu'en  ysupposant  successivement fc=i,  2, 3, 

on  peut  en  déduire  tous  les  termes  de  cette  formule ,  à  partir  du 
second.  Par  exemple,  pour  avoir  le  7*  terme,  on  y  ferait  7i=:6,  et 
il  viendrait 


^  _  m(yn— l)(m— 2)(m— 3)(7n— 4)(m— 5) 


^6jjm-$ 


Si  on  voulait  avoir  le  dernier  terme,  il  faudrait  observer  que  la 
formule  a  en  tout  m+1  termes,  et  que  par  suite  il  faut  supposer 
ji=m.  Alors  il  vient 

rn  7n{m — 1  )  (m — 2) ....  1 

Or,  le  numérateur  renferme ,  dans  un  ordre  inverse ,  les  mêmes 
facteurs  que  le  dénominateur,  et  x°  est  la  même  chose  que  Tunité  ; 
donc  celte  expression  se  réduit  à  a"*,  ainsi  que  cela  doit  être. 

Si  on  prenait  pour  n  un  nombre  entier>m^  il  y  aurait  un  facteur 
m— m  ou  zéro  parmi  ceux  du  terme  général,  ce  qui  avertirait  que 
tous  Iç^  termes  sont  nuls  au  delà  du  rang  m+l ,  c'est-à-dire  que  la 
formule  du  binôme  n'a  pas  plus  de  m+\  termes. 

Remarques  sur  la  formule  du  binôme.  —  Gomment  on  Tapplique»^ 

2iS,  Quand  on  veut  faire  une  puissance  particulière  de  X'\'a, 
la  cinquième,  par  exemple,  il  est  commode  d'employer  chaque 
terme  au  calcul  du  suivant.  Or ,  si  on  examine  avec  attention  les 
termes  successifs  du  développement  de  {x-^-aT,  on  découvre  cette 
règle  générale  :  Pour  passer  d'un  terme  au  suivant,  multipliez 
son  coefficient  par  V exposant  de  x  dam  ce  terme  y  diçisez-le 
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par  le  nombre  gui  marque  le  rang  de  ce  ierme,  ajoutez  une 

wUté  à  Vepppo$aM  deti^ei  reiranche^^n  une  à  celui  de  x. 

Sî  l'on  ne  trouve  p«i  cette  loi  040^  évidente  à  Hoepection  de 
la  formule  [i],  il  suffira  de  montrer  qu'elle  s'otieerve  en  passant 
d'un  terme  de  rang  quelconque  au  suivant.  A  cet  ^e(,  on  ehan- 
gera  /i  en  /i+l  dans  l'expression  du  terme  général,  et  on  aura 
ainsi  celle  du  terme  de  rang  n+2y  savoir  : 

1.2.    3 n.  in+i)    ^     ^ 

Or,  si  on  compare  les  expressions  de  T^^  et  de  T^, ,  on  voit 
qu'en  effet  T,4-  se  forme  de  T«4.,  selon  la  règle  énoncée. 

Comme  le  1"  terme  de  chaque  puissance  de  a^i-a  est  toujours 
connu  immédiatement,  oh  pourra,  par  cettç  règle,  en  déduire  Je 
2«;  de  celui-ci  le  3*;  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple ,  soit  {x-^taf.  I,e  1"  terme  du  développement  étant 

x*  OU  o^x^leS'  sera  y  a'rc^=5^x^,  le  3*  sera  -^  a^x^^lOa^x^ , 

b    M         10.3    •  10  2 

le  4«  sera  -r-t^af^tOa^x^,  le  5^  sera  ^-^^  a*x=5flf<ar,  et  enfin 

termes ,  il  viendra 

{x+af=a^ + 6aa^  ^.  l  Oa*x^+\  ^a^x^+^a^x-^-aK 

f  16.  Dans  cet  exemple ,  les  coefficients  des  termes  également 
éloignés  des  extrêmes  sont  égaux.  Pour  démontrer  cette  propriété 
en  général ,  reprenons  le  terme  T„4., ,  qui  en  a  n  avant  lui  dans  le 
êéveloppement  de  (ar+a)*.  On  a 

i-M^^^^  ■■«, .■.■....,  ■■■    , .  >  Il  ,., a^  ". 

1   .  z  .    o  •• n 

En  multipliant  et  en  divisant  le  coefficient  de  a'o:'"""'*  par  la  suite 
{m—n){m—n — l)...2.l,  le  numérateur  de  ce  coefficient  renfer- 
mera tous  les  facteurs  depuis  1  jusqu'à  m  y  et  on  aura 

1.2.3*4 . . , .  ^ijrh^Vm 

i.2.3..  72X1.2.3,  ..(w-^/ï) 

Abiinienant  j  coostdérons  le  terme  qui  en  a  /»  après  lui»  Le 
nombre  total  àm  termes  de  la  pui«6ance  ix+af  étant  iw^f  A,  celui 
dont  il  s'agit  doit  en  avoir  m^n  avant  lui ,  par  cooséqu»t  on  le 
trouvera  en  remplaçant/»  par  i^^n  dand  Tu^.  Il  n*ep  résulte 


«4-1  =  *  rx  n J  ^  o — '  ,L, V  Wxr 
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pour  le  odeiBeicmt  aucun  changement ,  ai  cç  n^eai  dana  l'ordre  des 
fticteura  du  dénoainataur ^  donc,  dana  le  développement  de 
{x'J^àf^  les  iermes  également  éloignée  des  eoctrémee  «mi  de$ 
coeffkiênif  égauûo. 

Au  fond  cette  démonstration  revient  à  prouver  que  le  nomlwt 
des  prodoits  m^^n  à  nu^n  qu'on  paut  former  avec  m  lettres  est 
égal  A  celui  des  produita  n  à  n^  ce  qui  eat  faeile  à  reeonnattre  d 
priori.  En  effet,  si  on  divise  le  produit  de  toutes  lea  m  lettres 
sucoessivement  par  ehacuu  des  produits  it  à  n^  on  aura  tous  les 
produits  m^n  i  nv^n^  donc  ils  sont  en  même  nombre. 

On  peut  encore  démontrer  la  même  propriété  d'une  manière 
f6rt  simple  comme  {I  suit  :  coneevons  qu'on  ait  formé  la  puiiaanee 
(oj+étf*  par  des  nmltiplioations  successives ,  et  qa*ensuite  on  ait 
fait  les  mêmes  calculs  en  prenant  a+x  au  Heu  de  vi»+a.  Il  est  évi- 
dent que  les  deux  résultats  doivent  se  déduire  l'un  de  l'autre,  en 
changeant  ;ir  en  a  9t  a  en  â?f  et,  d'un  autre  côté,  il  est  évident 
aussi ,  par  le^  règles  de  la  multiplication ,  qu'ils  doivent  être  com- 
posés des  mêmes  termes  :  donc,  par  le  changeipent  de  j:  en  a  et 
de  a  en  x,  chaque  terme  du  développement  de  (x-\-a)"'  doit  re- 
produire un  terme  de  ce  même'développement.  Cela  posé,  le  terme, 
qui  dans  ce  développement  en  a  n  avant  lui,  peut  être  représenté 
par  kWaf''' ,  k  étant  un  coefficient  qui  ne  renfcrrM  ni  a  ni  »f 
Or  si  on  échange  a  et  :^,  ça  terrpe  devient  kw^""^*^;  donc  ka^^'x^ 
est  aussi  un  t^rme  du  déyçloppement  de  {x-^-aT.  Mais  l'exposant 
de  X  montre  qu'il  en  a  n  après  lui;  donc  les  termes  également 
éloignés  des  extrêmes  ont  des  coefïlcienls  égaux. 

21 7.  Si,  au  lieu  de  (x+a)"*,  on  a  {x^ay\  on  remplacera  a  par— a 
dans  tous  les  termes  do  développement  de  {x+ay.  Cela  revient 
à  mettre  —  devant  ceux  qui  contiennent  a  à  un  exposant  impaÎTi 
c'est-à-dire  devant  tous  1^  termes  de  rang  pair  :  de  sorte  qu'on  a 

\  i  .  n 

218.  Dans  les  développements  de  {x+etf^  et  de  (a>-rt)"«  fUisonê 
x=\  et  a==t  :  iia  dqnn^nt 

»«»4 — j-n^ — j — —  f»^  »■  .1 ..  u.t  ^,  u*>  >frete. 


184  l.BÇOIfS  D'ALGÈBRE. 

Donc  y  dans  toute  puissance  de  x+a  y  la  somme  des  co^^ 
cients ,  y  compris  ceux  des  termes  extrêmes  >  est  égale  à  une 
puissance  de  2 ,  indiquée  par  celle  du  binôme  ;  et  la  somme  des 
coefficients  de  rang  pair  est  égale  à  celle  des  termes  de  rang 
impair. 

219.  Pour  montrer  comment  on  doit  faire  les  calculs,  quand 
on  veut  élever  à  une  puissance  un  binôme  quelconque,  je  pren* 
drai  Texemple  (2a' — 36x')^. 

On  commence  par  développer  (x-^a)^  comme  dans  le  n""  âlâ , 
en  ayant  soin  de  placer  les  termes  à  la  suite  les  uns  des  autres  à 
mesuré  qu'on  les  forme,  et  de  leur  donner  alternativement  les 
signes  +  et  — -.  On  aura  soin  aussi  de  remarquer ,  lorsqu'on  aura 
trouvé  le  4^  terme,  que  les  coefficiwts  des  trois  derniers  sont  les 
mêmes ,  dans  un  ordre  inverse ,  que  ceux  des  trois  premiers.  De 
celte  manière ,  on  peut  écrire  sur-le-champ 

iX'-'a)^=x^—6ax^+15a*x^—20a^x^+ 1 6a^x*^6a^x+a^. 

Maintenant,  pour  passer  de  {x—af  à  (2a'— SAjj*/,  il  n'y  a  qu'à 
changer  x  en  2a',  el  a  en  3bx*.  Il  vient  d'abord 

(2a'— 3Aa:*)«=(2a')«— 6(3&a:»)(2a')5+l5(3ôa:»)»(2a')^ 
— 20(3èar»)'(2a')'+  I6(36a:*)4(2a')*---6(36a:')\2a')+(36a:*)«  ; 

puis ,  en  effectuant  les  calculs , 

(2a'— 3ix»)^=64a«»— 576a'5Aa:»+2160a"4*a:^ 
— 4320a9i'a:«+4860a«ô4x«— 29l6a'65x««+729*«^". 

220.  On  prouve  ordinairement  plus  commode  de  n'avoir  à  dé- 
velopper que  des  puissances  de  binômes  qui  aient  l'unité  pour  pre^ 

mier  terme.  Or,  x+a=zx(l  +  -')  ;  donc,  en  posant -:=2, 


(j:+a)'"=?j:'«(l+«)«. 

On  voit  qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  développer  (l+^r,-  et  pour 
cela  il  suffit  de  remplacer,  dans  la  formule  [1]  du  n°  215,  x  par  l 
et  a  p«r  z.  Il  vient  ainsi 

On  réduit  cette  formule  à  la  règle  suivante  :  ^près  avoir  formé 
avec  l'exposant  m  les  fractions-,  '^^,  ^^,  îïîi:? , etc. , 

12  3  4. 
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prenez  V  unité  pour  premier  terme. du  développemem '^  multi- 
pliez cette  unité  par  la  V"  fraction  et  aussi  par  z  -,  multipliez  le 
résultat  par  la  V  fraction  et  encore  par  z  -,  multipliez  le  nou-- 
çeau  résultat  pour  la  3*  fraction  et  encore  par  z\  et  ainsi  de 
suite.  Enfin  y  ajoutez  tous  ces  résultats  au  premier  terme  1 ,  et 
cous  aurez  le  développement  de  (1+z)". 

On  verra  plus  tard  que  la  formule  [1  ]  ne  cesse  point  d'être  vraie 
quand  l'exposant  m  est  fractionnaire  ou  négatif.  C'est  surtout  dans 
ces  cas  qu'il  convient  d'employer  la  règle  ci-dessus,  parce  qu'elle 
a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  la  loi  des  coefficients  numé- 
riques propres  à  chaque  développement  particulier. 

Paissances  des  polynômes. 

221.  En  considérant  deux  termes  d'un  trinôme  comme  n'en 
formant  qu'un,  on  ramène  au  binôme  les  puissances  de  ce  trinôme, 
et  Ton  en  peut  dire  autant  de  tous  les  polynômes.  Je  vais  mon- 
trer ici  comment  on  parvient  par  cette  voie  au  terme  général  de  la 
puissance 

c'est-à-dire,  au  terme  qui  renferme  les  lettres  a^  b^  c,...  à  des 
exposants  quelconques  n,  n',  n",... 

Posons  x^b+c+d.,..  :  la  puissance  ci-dessus  sera  égale  à 
(a+xf,  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n**  216,  la  partie  qui  contient 
a"  dans  le  développement  de  (a+x)"  peut  s'écrire  ainsi  : 

1.2.3.4 /nxa"3:'"""" 

^^^  1.2.3...7iX1.2.3....(/w— n)' 

Posons^— c+df...;  on  aura  j:"*""''=(i+y)'"-"",  et  par  suite,  si 
on  développe  cette  dernière  puissance ,  la  partie  qui  contiendra  £"' 
sera  égale  à 

1.2.3.4 (m— n)x&">"-"-"^ 

1.2.3 n'xl.2.3...,..(/w— /i— wO* 

En  mettant  cette  quantité  au  lieu  de  x""""  dans  l'expression  [a] , 
le  résultat  représentera  l'ensemble  des  termes  qui  contiennent  a"b^' 
dans  la  puissance  du  polynôme  donné.  Ce  résultat ,  en  effaçant 
les  multiplicateurs  et  les  diviseurs  qui  se  détruisent ,  sera 

1.2.3.4 mxa*'6"^y"*-"""'*' 

f*^  1.2.3.../ixl.2.3.../ï'xl.2,3.,.(m— /î^wO* 
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Po9on«  encore  «55=^+...  :  on  aura y'^^»-"«'sat(c+jBy»i'*'»-»«f  et  U 
parti©  d«  ^'^-''~«'  dans  laquelle  se  trouve  c*"  sera 

1.2.3.4... .  .(m— n— /lOxc""^"*"'"^"^""'''' 
1.2.1. .nVl,2.1..(/n— 72— n'-^ii*)   * 

Par  suite ,  en  mettant  dane;  [i^]  cette  espreaniOD  nu  lieu  ddy^"^'*-"^ 
et  fdiâdpt  les  réductions ,  on  aura 

1.2.3.4 mXâ5'*A'*'c*"j5'"'*"^"'-'*'' 


1.2.3...n><lX3_n^><TXS^^ 

Il  est  évident  ^  'sans  pousser  l<^s  raj$onnementii  plus  loin  1  qu#  ^ 

on  nomme  V  le  terme  général  du  développement  de 

ce  terme  pourra  se  représenter  ainsi 

wr  1.2.3,4 ;/îXa''6"'c?«\.. 

1.2.3,. .wxl. 2.3.. .^'xi,2.3.../^"^x;;/ 
Tî,  «',  n%,.,  éi^nt  tels  nombres  entiers  positifs  qu'pp  voudra,  pourvu 

que  leur  somme  soit  égale  à  m.  De  sorte  qu'on  obtiendrait  tous  les 
termes  du  développement  dont  ij  s'sgit  en  donnant,  dans  cette 
formule ,  à  n^  7^'_,  n%..,  toutes  le§  valeurs  entières  et  positive^ quj 
satisfont  à  la  condition 

Rçmarqm,  Quand  on  f«it  un  de  ees  nombres  égsMz4ro, 
V  prend  une  forme  illwsoire.  Par  ewmple ,  soit  nv^o  :  ig  suite 
1.2.3... 71  placée  au  dénominategr  ne  peut  plus  avoir  de  sens-,  car 
en  prenant  des  facteurs  croissants  à  partir  de  1 ,  on  ne  peut  pas 
rencontrer  le  facteur  zéro.  Pour  lever  cette  difficulté,  remontons 
au  terme  général  [a]  du  développement  de  {a+xy',  et  remar- 
quons que  l'hypothèse  w=0  le  réduit  à  ,  J^°  ^>  Mais,  d'un  autre 

l.i.o...0 

côté,  l'hypothèse  n:zz.ù  devrait  donner,  dans  ce  développement , 
le  terme  qui  ne  contient  point  <2,  et  ce  terme  est  a:*",-  donc,  pour 
iiue  ee  terme  puisse  se  déduire  de  la  formule  M ,  il  sufflt  de 
considérer  la  suite  1.2.3.. .n  comme  équivalente  à  1  dans  le  eas 
partieulier  de  yi^O.  La  même  observation  doft  s'étendre  aux 
autres  suites  de  facteurs  contenues  dans  le  dénominateur  de  V  ;  et 
alors  V  donnera ,  sans  ameune  exeeption ,  tous  les  termes  dp  la 
puissance  m  du  polynôme  a+3-f  c-f  etc. 
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Racines  quelconques  des  nombres  et  des  polynômes. 

899.  Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  ait  à  extraire  la  racine 
cinquième  d'un  nombre. 

On  formera  d'abord  le  tableau  des  puissances  cinquièmes  des 
neuf  premiers  nombres ,  et  Ton  s*en  servira  pour  obtenir ,  à  une 
unité  près,  la  racine  des  nombres  moindres  que  10*,  c*e8t-&-dire 
qui  n'ont  pas  plus  de  cinq  chiffres. 

Quand  uni  nombre  a  plus  de  cinq  chiffres ,  sa  racine  cinquième 
en  aura  plus  d'un ,  et  on  peut  la  décomposer  en  deux  parties  a+b, 
a  étant  les  dizaines  et  b  les  unités.  Alors  on  examinera  comment 
se  compose  la  puissance  5«  de  a+b;  mais,  comme  on  ne  se  ser«- 
vira  que  des  deux  termes  qui  renferment  les  plus  hautes  puissances 
de  a  ^  on  posera  seulement 

(a4-6)*=:«*+5a*6+  etc. 

Ces  riHioiiMiiieDU  et  cenn  qui  resteot  encore  à  faire  «ont  telle- 
mesit  semblables  k  e^ux  qu'on  fait  pour  trouver  la  racine  cubique, 
que  je  crois  inutile  de  m'y  arrêter  davantage. 

923.  Quand  le  degré  de  la  racine  est  un  nombre  composé  de 
plusieurs  facteurs  ^  elle  peut  s'extraire  au  moyen  de  racines  suc- 
cessives dont  les  degrés  sont  ces  divers  facteurs.  En  effet  ^  d'après 
la  2"  règle  du  n*»  902,  on  a 

m  n   p 

Or,  ai  on  n^ulait  extraire  de  o^^'p  la  racine  de  Tordre  mnp,  cette 
racine  serait  évidemment  a  :  c'est-à-dire  la  même  qu'on  trouve  en 
extrayant  d'abord  lancine  m,  puis  la  racine  n,  puis  encore  la 
rapine /i. 

On  pourra  dono  obtenir  la  racine  4«  au  moyen  de  deux  raeiiiia 
carrées,  la  racine  8*  an  moyen  de  trois,  la  racine  16"^  au  moyea 
d^  quatre,  et  ainai  de  suite  :  c'est-à-dire  que  toute  racine  dont  le 
degré  est  une  puiasaDee  da  8  peut  s'extraire  par  des  racines  car^ 
fées  successives.  Au  reste,  quand  on  a  besoin  d'extraire  des  riH 
einea  da  degré  élevé ,  il  est  toujours  plus  commode  de  faire  ^Cii 
/opérations  par  logarithmes. 

294.  Passons  aux  polynomea.  La  question  à  résoudre  est  eelt^ 
ci  2  On  supposa  qu'un  polyiumte  donmf  P  m  la  pui$$anç^  m 
é*un  polynôme  inconnu  p,  et  il  s'agit  de  reirouw  P* 

Considérons  le^  deux  polynômes  comme  ordonnés  aeloo  to 
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exposants  décroissants  d'une  même  lettre  x^  et  nommons  a,  b, 
f ,. . .  les  termes  inconnus  de  la  racine  p  :  ils  devront  être  tels  qu'en 
élevant  a+b+c.  à  la  puissance  m,  on  retrouve  tous  les  termes 
qui  composent  P.  Or,  si  on  imagine  qu'on  effectue  cette  puis- 
sance par  multiplications  successives,  il  est  clair  que,  dans  le  résul- 
tat, le  terme  où  x  aura  le  plus  haut  exposant  sera  la  puissance  m 
de  a,-  donc  on  comiailra  le  1*'  terme  de  la  racine  cherchée  p  en 
extrayant  la  racine  m"*  du  1«'  ternie  du  polynôme  donné  P. 

Le  l*"'  terme  de  la  racine  étant  trouvé,  il  sera  facile  d'obtenir 
le  2''^  mais  je  préfère  montrer  tout  d'abord  comment,  lorsqu'on 
connaît  plusieurs  termes  successifs  de  la  racine  à  partir  au  l*"" ,  on 
peut  déterminer  le  terme  qui  vient  immédiatement  après.  - 

Soit  u  la  somme  des  termes  connus ,  et  v  celle  des  termes  incon- 
nus, on  doit  avoir  P=(M-f  ^)'",  ou,  en  développant, 

P=:M'"-|-mu'""V+Ai^"^  V+A/m"*""V'^+  etc. 

Je  n'ai  point  mis  en  évidence  la  composition  des  coefficients  Ar^  ^,.., 
parce  que  cela  serait  utile,  ainsi  qu'on  va  le  voir.  De  cette  égalité, 
on  tire 

P — M'«=rmï/'"""  V+Atm"^  v+A/a"»*^  V-f-  etc. 

D'une  part,  le  1"  membre  P— m"*  est  une  quantité  qu'on  peut  cal- 
culer en  formant  la  puissance  m  de  la  quantité  connue  u  et  en  la 
retranchant  du  polynôme  P.  D'autre  part ,  le  second  membre  est 
une  somme  de  produits  au  moyen  desquels  on  peut  facilement  as- 
signer la  composition  du  1"  terme  du  reste  P — u*",  et  par  suite  dé- 
couvrir le  1*'  terme  de  la  partie  inconnue  v. 

D'abord ,  si  on  développe  m"*"*,  il  est  clair ,  d'après  les  seules 
règles  de  la  multiplication ,  que  le  premier  terme  du  développe- 
ment ,  c'est-à-dire  celui  qui  renferme  x  au  plus  haut  exposant , 
sera  a"*— "^  donc,  si  on  nomme /le  !•'  terme  de  ç',  le  !•'  terme  du 
produit  mu"*'" V  sera  nuv^'^^f.  Par  un  raisonnement  semblable , 
on  voit  que  les  premiers  termes,  dans  les  développements  des 
autres  produits,  seront  respectivement  ka^'^^f^,  A/â5"*""Y^v--  Ces 
termes,  abstraction  faite  des  coefficients  qui  n'ont  aucune  in- 
fluence sur  le  degré  de  x ,  peuvent  se  déduire  du  terme  m€e^''^f 
en  y  supprimant  un  ou  plusieurs  facteurs  égaux  ka,  et  en  les 
remplaçant  par  autant  de  facteurs  égaux  à  /.  Or,  /étant  en  x  d'un 
degré  inférieur  à  â^  ^  ces  changements  ne  peuvent  donner  que  des 
termes  de  degré  inférieur  à  nuv^^^f.  Donc ,  après  avoir  soustrait 
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du  polynôme  donné  P  la  puissance  m  de  la  partie  u  trouvée  à  la 
racine ,  le  1*'  terme  du  reste  est  égal  au  produit  de  m  fois  la  puis- 
sance m— 1  du  1*'  terme  a  de  la  racine  par  le  premier  terme  dé 
ceux  qui  restent  encore  à  trouver.  Donc  enfin ,  en  divisant  le 
!•'  terme  du  reste  par  m  fois  la  puissance  m — 1  du  1*'  terme  de 
la  racine,  on  connaîtra  un  nouveau  terme  de  cette  racine. 

Cette  conclusion  donne  le  moyen  de  découvrir  successivement 
tous  les  termes  de  la  racine  une  fois  que  le  premier  est  connu. 
Pour  avoir  le  2«  terme  b,  on  retranche  du  polynôme  donné  P 
la  puissance  m  dul*^  terme  a  de  la  racine ,  puis  on  divise  le 
1*'  terme  du  reste  par  ma"""';  pour  avoir  le  3**  terme  c  de  la 
racine  y  on  retranche  de  P  la  puissance  m  déà-{-bypuis  on  di- 
vise le  1*'  terme  par  ma"*""';  ainsi  de  suite, 

225.  Ce  procédé  fera  toujours  connaître  si  le  polynôme  donné 
est  ou  n'est  pas  une  puissance  exacte  du  degré  m.  En  effet,  pour 
peu  qu'on  fasse  attention  aux  réductions  qui  doivent  s'opérer  en 
formant  les  restes  successifs ,  on  voit  que  le  1"  terme  de  chaque 
resle  contient  la  lettre  j?;,  d'après  laquelle  on  a  ordonné,  à  un  ex- 
posant moindre  que  le  1"  terme  du  reste  précédent;  donc  on 
finira  ou  par  trouver  un  reste  nul ,  auquel  cas  le  polynôme  donné 
est  la  puissance  m  de  la  quantité  écrite  à  la  racine,  ou  par  trouver 
un  reste  dont  le  1"  terme  ne  sera  plus  divisible  par  m  fois  la  puis- 
sance m — 1  du  1*'  terme  de  la  racine ,  et  alors  on  sera  certain  que 
le -polynôme  donné  n'est  pas  une  puissance  exacte  du  degré  m. 

On  peut  aussi  remarquer  que  si  le  polynôme  donné  est  une 
puissance  de  degré  m,  la  racine  m*"'  de  son  dernier  terme  doit 
être  le  dernier  terme  de  la  racine  de  ce  polynôme.  Donc ,  si  le  cal- 
cul conduite  placer  à  la  racine  un  terme  de  degré  moindre ,  on 
sera  encore  assuré  que  le  polynôme  n'est  pas  une  puissance  exacte 
de  Tordre  tw. 

226.  Au  lieu  d'ordonner  de  façon  que  les  exposants  d'une 
lettre  x  soient  décroissants,  on  peut  ordonner  en  sens  contraire; 
et  il  est  clair  que  les  raisonnements  qui  font  trouver  la  racine  (224) 
subsisteront  en  entier.  Alors ,  dans  le  premier  terme  des  restes 
successifs ,  l'exposant  de  x  va  en  augmentant ,  et  par  conséquent 
il  ne  sera  jamais  un  obstacle  à  ce  qu'on  puisse  eiTectuer  les  divi- 
sions qui  doivent  donner  les  termes  de  la  racine.  Mais  comme  la 
racine  du  dernier  terme  du  polynôme  donné  doit  toujours  être  le 
deiinier  terme  de  la  racine  cherchée^  il  s'ensuit  que  le  calcul  ne 
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peut  amener  à  la  racine  un  terme  de  degré  supérieur  que  dans  le 
cas  où  le  polynôme  donné  n'est  pas  une  puissance  «Kacte* 

Il  serait  superflu  de  parler  des  eas  où  la  lettre  x,  d'après  laquelle 
on  ordonne ,  se  trouve  au  même  exposant  dans  plusieurs  tsnnea^ 
Ce  qui  a  été  dit  à  ce  sujet  »  en  traitant  de  la  division  et  de  ta  radine 
carrée ,  doit  se  répéter  ici  littéralement. 

CHAPITRE  XL 

CALCUL  DES  RADICAUX  ET  DES  EXPOSANTS  FRACTIONNAIRES» 


Galctt)  des  radletoi  arlOniélIqiaes. 

227.  Dans  les  commencements  de  l'algèbre  »  on  ne  considérait 
que  des  grandeurs  positives ,  et  alors  non-seulement  les  quantités 
sous  les  radicaux  étaient  positives  >  mais  les  valeurs  des  radicaux 
étaient  elles-mêmes  regardées  comme  telles.  Plus  tard ,  lorsque 
les  quantités  négatives  furent  introduites  dans  le  calcul,  onrcr* 
marqua  qu'un  radical  de  degré  pair  devait  être  précédé  du 
signe  ±:\  et  plus  tard  encore,  après  de  nouveaux  progrès  » 
quand  on  y  admit  les  quantités  imaginaires ,  on  reconnut  que  les 
radicaux  pouvaient  avoir  aussi  des  déterminations  de  cette  espèce. 

Sous  Tacception  restreinte  dont  j'ai  parlé  d'abord ,  c'est-à-dire 
lorsque  les  radicaux  ont  des  valeurs  positives  et  qu'on  rejette 
toutes  les  autres,  ils  seront  très-bien  désignés  par  la  dénomination 
de  radicaux  aril/imêtiques  ,*  et ,  quand  on  leur  donne  toute  l'ex- 
tension que  permet  l'emploi  des  signes  de  l'algèbre ,  par  celle  d^ 
radicaux  algébriques^ 

Je  vais  exposer  ici  les  règles  de  ealeul  relatives  aux  premiers  : 
l'ordre  à  suivre  sera  le  même  que  pour  les  radicaux  earrés. 

ââ8.  On  a  déjà  dit  (201)  qu'on  élève  un  produit  à  une  puissance 
en  y  élevant  tous  ses  facteurs ,  et  que  par  conséquent  on  en  extrait 
la  racine  en  extrayant  celle  de  chaque  facteur  ;  donc 

m m 

Va'^b^zaVbi 
douc^  s'U  y  a  sous  te  radical  une  puissance  de  même  dâftd 


que  le  radical,  on  peut  mettre  lit  racine  de  cette  puissance  en 
facteur  hors  du  radical,  et  y  réciproquement ,  un  facteur  placé 
devant  un  rMioal  peut  passer  sous  ce  radical,  en  V  élevant  à 
la  puissance  marquée  par  V indice. 

229.  Lorsque  plusieurs  radicaux  de  degrés  différents  sont  joiaU 
entre  eux  par  les  signes  +  et  •^,  comme  dans  l'expression 
3av/^a"6+i^a*6'— a*1^2âï,  ils  ne  donnent  lieu  à  aucune  ré- 
duction*, mais  il  en  est  autrement  lorsqu'ils  ont  le  même  indice  i 
et  qu'en  les  simplifiant  il  reste  la  même  quantité  sous  chacun  d'eux. 
Par  exemple ,  soit 

§i  m  simplifie  les  tkûkmx,  il  vient 

Maintenant  tous  leâ  r&di(;auî  âônt  Semblables ,  c^est-à-dire  qu^ts 
ne  diffèrent  que  par  les  facteurs  placés  en  dehors  ;  dès  lors  on 
peut  les  réduire  à  un  seul  et  écrire 


m         m 


âSO.  Soit  le  produit  [/a\/'hVc*  En  relevant  à  la  puissance  m 
•n  tmum  ub&^  donc  il  est  égal  à  la  raoiiie  m^^  de  abc^j  donc 

m      m      m  M  

Ainsi ,  on  multiplie  entre  eux  plusieurs  radicaux  de  tnêrM 
degré  en  formant  le  produit  des  quantités  placées  sous  les  ra- 
dicaux,  et  en  affectant  ce  produit  du  radical  commun. 
231  «  On  élève  une  fraction  à  une  puissance  en  y  élerant  son 

m  m 

numérateur  et  son  dénominateur.  Donc ,  si  on  divise  \f  ?par  l/5J 
la  puissance  m  du  quotient  sera  v  ;  donc 


m 


Vb 

m 

donc  un  dMie  Vunpâ^  Vautre  deux  radicaux  de  même  indice 
en  êipisam  Vêênepar  fuutte  lej  quantités  placées  sous  tes  radt- 
eawt,  9i  en  afféektm  te  ^UùHmt  du  radical  commun. 

252.  Considérons  maintenant  les  puissances  des  radicaux. 
D'abord ,  par  la  règle  de  là  gldUiplicatlod  (230) ,  il  est  clair  qu'en 
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m 

prenant  n  facteurs  égaux  à  v/5,  on  a 

01  M         m        01  ni  tu 

donc  on  élève  un  radical  à  une  puissance  en  élevant  à  cette 
puissance  la  quantité  placée  sous  le  radical. 

On  élève  encore  un  radical  à  une  puissance  en  divisant,  quand 
cela  est  possible  y  V  indice  du  radical  par  V  exposant  de  la  puis- 
sance^ Ainsi , 

mil  m 

(v/â)"=v/«' 

•  mn 

En  effet ,  \/1l  est  une  quantité  mn  fois  facteur  dans  a  :  on  peut 
donc  partager  a  en  m  groupes ,  chacun  composé  de  n  facteurs 

mn  mn 

égaux  à  v/a.  Or  chaque  groupe  équivaut  à  (VaY;  donc  cette 
dernière  quantité  est  m  fois  facteur  dans  a^  donc  enfin 


mn 


f  Si  l'exposant  de  la  puissance ,  sans  être  un  diviseur  de  l'indice, 
a  seulement  avec  lui  un  facteur  commun ,  on  pourra  faire  con- 
courir les  deux  règles  à  la  formation  de  la  puissance.  Par  exem- 

mn 

pie ,  soit  {y/af^.  On  remarquera  qu'on  peut  faire  la  puissance  np 
d'une  quantité  en  élevant  d'abord  cette  quantité  à  la  puissance  n, 
et  le  résultat  à  la  puissance  p.  Or,  d'après  la  seconde  règle , 

«m  w  _^  mm 

(v/â5)'=V/a,-  et,  d'après  la  première,  (\/ay=\/aP;  donc 

mn  m 

(i/ây'=i/ap. 

235.  Pour  extraire  une  racine  d'un  radical ,  il  n'y  a  qu'à  ren- 
verser les  règles  ci-dessus.  D'abord  on  a 


m 


car  en  élevant  y/akla  puissance  n,  on  retrouve  \/  cF.  Donc  on 
extrait  la  racine  Sun  radical  en  extrayant  celle  de  la  quan- 
tité qui  est  sous  le  radical. 

Lors  même  que  la  quantité  sous  le  radical  n'est  pas  ube  puis- 
sance de  môme  ordre  que  la  racine  à  extraire ,  on  peut  encore 
appliquer  cette  règle ,  mais  alors  la  racine  à  extraire  ne  sera  qu'in- 
diquée. Par  exemple ,  on  écrira 
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mn  m 

En  second  lieu,  puisqu'on. a '()/ay=^y  a,  on  doit  avoir  aussi 


mn 


donc  on  peut  extraire  une  racine  d'un  radical  en  multipliant 
Vindice  du  radical  par  le  degré  de  la  racine  à  extraire. 

Cette  manière  de  prendre  la  racine  d'un  radical  est  la  plus  usi- 
tée. D'ailleurs,  chacune  des  deux  règles  montre  également  que 
Tordre  dans  lequel  on  extrait  deux  racines  successives  est  tout  à 
fait  indifférent*,  et  il  est  clair  que  cette  conclusion  s'étend  à  un 
nombre  quelconque  de  racines  successives. 

234.  La  multiplication  et  la  division  des  radicaux  de  même  in- 
dice réduit  ces  radicaux  à  un  seul.  Il  en  sera  donc  de  même  pour 
des  radicaux  quelconques  si  on  les  ramène  préalablement  au  même 
indice,  et  c'est  ce  qui  est  facile.  Remarquons ,  d'un  côté ,  qu'on 
élève  un  radical  à  une  puissance  en  élevant  à  cette  puissance  la 
quantité  placée  sous  le  radical  (232)-,  et,  d'un  autre  côté,  qu'on 
extrait  une  racine  d'un  radical  en  multipliant  l'indice  du  radical  par 
celui  de  la  racine  qu'on  veut  extraire  (233).  De  là  il  suit  que  la 
valeur  d'un  radical  ne  change  poira  si  on  multiplie  son  indice 
par  un  nombre,  et  qu'en  même  temps  on  élève  à  la  puissance 
marquée  par  ce  nombre  la  quantité  placée  sous  le  radical. 

Cette  remarque  montre  que  plusieurs  radicaux  peuvent  se  ra- 
mener à  un  indice  commun  par  les  mêmes  règles  qui  servent  à  ré- 
duire des  fractions  au  même  dénominateur.  Ici  les  indices  des 
radicaux  remplacent  les  dénominateurs  des  fractions. 

Par  exemple,  soit  le  produit 

Comme  chaque  indice  est  premier  avec  les  deux  autres ,  le  plus  petit 
nombre  divisible  par  chacun  d'eux  est  le  produit  3x4x5=60,  et 
ce  sera  l'indice  auquel  je  ramènerai  les  radicaux. 

En  divisant  60  par  les  trois  indices,  on  obtient  les  quotients  20, 
15,  12  :  c'est  par  ces  nombres  qu'on  doit  multiplier  respective- 
ment les  indices  des  trois  radicaux,  en  même  temps  qu'on  élèvera 
les  quantités  placées  sous  les  radicaux  aux  puissances  marquées  par 
ces  nombres.  De  cette  manière  il  vient 

6o  6o  6o 

P=  V/ô^^X  ï/Ô^^Xï/Ô*^} 

13 
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puis ,  en  effectuant  la  multiplication  et  simpliGant , 


60  60 


P = V/  a"«6'" = ab*  \^  a^^b^^. 
Soit  encore  le  produit 

Ici  le  plus  petit  nombre  divisible  par  chaque  indice  est  24.  Obser- 
vons en  outre  que  les  facteurs,  numériques  sous  les  radicaux  sont; 
des'puissances  de  2,  savoir  :  32=2^  128=27,  64=2^  En  rédui- 
sant les  trois  radicaux  à  l'indice  24 ,  on  aura 

24  «4  »4 

Calcol  des  eipoaaaU  fraotioBoatiM. 

253.  Puisque  les  exposants  fractionnaires  ne  font  que  remplacer 
des  radicaux  (205),  c'est  du  calcul  des  radicaux  qu'on  doit  tirer 
les  règles  dii  calcul  de  ces  exposants.  11  est  inutile  d'avertir  qu'il 
ne  sera  encore  question  ici  que  de  radicaux  arithmétiques. 

En  parcourant  les  différents  cas  que  peuvent  présenteir  la  mul- 
tiplication et  l'élévation  aux  puissances,  il  vient 

p  q  m  n  mn  pn-^qm 

a*  X  0^= {/'ÔF  v/  â^ = v/  ai""^"'= cT^. 


m 


M 


Tous  ces  résultats  sont  remarquables  en  ce  qu'ils  sont  précisément 
les  mêmes  que  si  Von  eût  appliqué  immédiatement  aux  exposants 
fractionnaires  les  régies  établies  pour  les  exposants  entiers. 

Cette  analogie  entre  les  deux  sortes  d'exposants  a  lieu  encore 
dans  la  division  et  dan$  l'extraction  des  racines.  En  effet,  dans  ces. 
opérations  les  règles  des  exposants  se  déduisent  de  celles,  de  la 
multiplication  et  de  l'élévation  aux  puissances 5  donc,  elles  doi- 
vent, comme  dao^  )%  muitiplicaUoA  et  rétôvation  a|ix  puissances. 
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rester  les  niômes  pour  les  exposants  fractionnaires  que  pour  les 
exposants  entiers. 

Par  là  il  devient  évident  que  la  division  peut  donner  naissance  à 
des  exposants  fractionnaires  négatifs  \  par  conséquent  la  conven- 
tion du  n""  58  s'étandra  aussi  à  ces  derniers,  Q'est-à-dire  que/?  étant 
entier  ou  fractionnaire ,  l'expression  a~p  est  toujours  équivalente 

à  — .  De  là  il  suit  que,  pour  les  exposants  négatifs  fractionnaires, 

les  règles  seront  absolument  les  mêmes  que  pour  les  exposants 
négatifs  entiers;  el  comme ,  pour  ceux-ci ,  on  a  vu  qu'elles  étaient 
les  mêmes  que  pour  les  exposants  positifs ,  on  conclut  que  tous  led 
exposants ,  entiers  ou  fractionnaires ,  positifs  ou  négatifs,  entrent 
selon  les  mêmes  règles  dans  les  diverses  opérations  de  Talgèbre. 

A  la  vérité,  on  n'a  considéré  (60, 61)  les  exposants  entiers  né- 
gatifs que  dans  la  multiplication  et  la  division,  et  qon  pas  dans  les 
élévations  aux  puissances  \  mais  la  conclusion  ci-dessus  n'en  est 
pas  moins  vraie.  En  efifet ,  metn  étant  des  nombres  quelconques, 
entiers  ou  fractionnaires ,  il  est  facile  de  voir  qu'on  a 

11 

(ejf")*      a"*" 

l  1 

(a-^-^s- — — = — --==ér^«. 

Ces  résultats  montrent  qu'on  doit  toujours,  comme  pour  les  expo- 
sants positifs ,  multiplier  l'exposant  de  a  par  celui  de  la  puissance. 
256.  En  général,  toute  notation  bien  ctKusie  doit  être  la  repré~ 
sentation  exacte  de  l'opération  dont  elle  tire  son  origine  ;  et  cette 
condition  est  si  fidèlement  remplie  par  les  différentes  sortes  d'ex« 
posants,  qu'il  est  toujours  facile  de  transformer  une  expression , 
dans  laquelle  elles  se  trouvent ,  en  une  autre  qui  ne  renferme  que 
des  exposants  positifs  et  des  radicaux.  Pour  qu'il  ne  puisse  rester' 
aucun  doute  à  cet  égard,  j'effectuerai  eette  transformation  sur  la 
fonnule  /    «         \ 

Ne  considérons  pour  un  moment  que  la  quantité  placée  entre 
parenthèses ,  et  posons 

M 
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A  cause  du  sens  attaché  au  signe  j/ ,  quand  il  y  a  — "*  pour  in- 
dice ,  on  doit  avoir 


«^  p 

.  z        ^sia         \ 

à  cause  des  exposants  négatifs ,  cette  égalité  se  change  en  celle-ci 

11-^ 
—  =  — ,    d*où    2"  =  a%- 

et  cette  dernière,  à  cause  des  exposants  fractionnaires,  équivaut  à 

eelie-ci 

« î 

Or,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  n^  il  vient 

n 

puis ,  en  extrayant  la  racine  m  de  chacun , 

donc  enfin  la  formule  proposée  deviendra 

L-  1  -1 

'  z'' 


X  =  ;5'"'' 


/'"î y     /«y y 


237.  On  pourrait  demander  si  les  règles  du  calcul  des  exposants 
s'appliquent  aussi  aux  exposants  incommensurables  ou  imaginaires. 

Relativement  aux  exposants  incommensurables,  je  ferai  remar- 
quer qu'ils  n'ont  absolument  aucun  sens  par  eux-mêmes,  et  que, 
pour  leur  en  donner  un ,  il  faut  concevoir  par  la  pensée  qu'on  ]es 
remplace  par  des  exposants  commensurabies  qui  en  approchent  de 
plus  en  plus.  De  là  il  suit  qu'une  formule  dans  laquelle  il  entre  des 
exposants  incommensurables  doit  être  considérée  cçmme  repré- 
sentant la  limite  vers  laquelle  tendent  les  valeurs  qu'on  en  déduit, 
en  y  remplaçant  ces  exposants  par  des  nombres  commensurabies 
qui  peuvent  différer  de  ces  exposants  aussi  peu  qu'on  voudra  ;  et 
de  cette  manière ,  on  comprend  que  l'expression  proposée  repré- 
sentera exactement  la  même  limite ,  après  qu'on  y  aura  exécuté , 
sur  les  exposants  incommensurables  qu'elle  contient ,  les  mêmes 
opérations  que  s'ils  étaient  commensurabies. 

Par  exemple ,  m  et  /i  étant  incommensurables ,  on  a  toujours 
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En  effet,  si  on  met  au  lieu  de  m  et  /i  des  nombres  commensu- 
rables  ni  et  ri,  ni  et  n\...  qui  approchent  indéfiniment  de  m  et 
de  riy  on  aura 

Les  premiers  membres  de  ces  égalités  tendent  donc  vers  la  même 
limite  que  les  seconds.  Or,  arxo'  représente  la  limite  des  uns,  et 
a"»-*-»  celle  des  autres  \  donc  a""  X  a" = a'"-*^'*. 

Relativement  aux  exposants  imaginaires,  nous  observerons 
d'une  manière  générale  qu'en  introduisant  des  quantités  imagi- 
naires dans  les  calculs ,  une  convention  tacite  subsiste  toujours  : 
c'estde  regardercoAime  équivalentes  les  expressions  dans  lesquelles 
on  remplace  certaines  lettres ,  a,b,  etc.,  par  des  quantités  imagi- 
naires ,  toutes  les  fois  qu'il  est  démontré  que  ces  expressions  sont 
égales  en  y  mettant  pour  ces  lettres  des  valeurs  réelles. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  arxa\  celte  expression  n'ayant 
absolument  aucun  sens  lorque  m  et  /i  sont  imaginaires ,  il  est  clair 
que  sans  une  convention  expresse  ou  tacite ,  on  ne  pourrait  point 
la  regarder  comme  équivalente  à  ûj""*"". 

Sur  les  yaleurg  maltîples  des  radicaux  algébriques. 

258.  Les  radicaux  n'ont  encore  été  considérés  que  comme  re- 
présentant des  valeurs  réelles  et  positives-,  maintenant  je  vais  leur 
rendre  toute  leur  généralité,  c'est-à-dire  que  je  les  regarderai 
comme  désignant  indistinctement  toutes  les  valeurs  qui  reprodui- 
sent la  quantité  placée  sous  le  radical ,  quand  on  les  élève  à  la  puis- 
sance marquée  par  Findicû  de  ce  radical.  Par  là  nous  sommes 
ramenés  à  la  distinction  déjà  établie  ailleurs  (158)  entre  les  déter- 
minations  arithmétiques  et  les  déterminations  algébriques. 
Chaque  radical  n'en  admet  qu'une  seule  de  la  première  espèce  \  et 
encore,  pour  cela,  faut-il  que  la  quantité  soumise  au  radical  soit 
réelle  et  positive.  Quelques  développements  sur  ce  point  ne  seront 
pas  inutiles. 


m 


259.  Prenons  un  radical  quelconque  v/A,  et  supposons  A  suc- 
cessivement positif,  négatif,  imaginaire. 

Lorsque  A  est  positif,  on  sait  trouver,  exactement  ou  avec  ap^ 
proximation ,  par  les  méthodes  connues,  une  quantité  positive  a 
dont  la  rr^^^  puissance  reproduit  A .  Or,  toute  autre  quantité  po- 
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sitive ,  élevée  à  cette  paissance ,  donnerait  évidemment  un  résultat 
>A  ou<A;  donc  la  valeur  a  est  une  détermination  arithmétique 
du  radical,  et  c'est  la  seule  de  cette  espèce  qu'il  puisse  avoir. 

Lorsque  A  est  négatif,  on  remarquera  qu'il  n'existe  pas  de  gran- 
deur positive  dont  les  puissances  soient  négatives  ;  donc  alors  le 
radical  ne  peut  avoir  que  des  déterminations  algébriques. 

Enfin,  lorsque  A  est  imaginaire,  comme  il  est  évident  que  les 
puissances  d'une  grandeur  réelle ,  positive  ou  négative,  sont  elles- 
mêmes  des  grandeurs  réelles,  il  s'ensuit  que  toutes  les  détermina- 
tions du  radical  sont  algébriques,  et  même  ima^iinaires. 

240.  On  peut  encore  considérer  séparément  le  cas  où  l'indice 
m  est  pair  et  celui  où  il  est  impair. 

Dans  le  premier  cas ,  toutes  les  valeurs  du  radical  sont  deux  à 
deux  égales  et  de  signes  contraires.  En  effet,  si  a  est  l'une  d'elles, 
de  telle  sorte  que  l'on  ait  a"'=A,  il  est  clair  qu'on  aura  aussi,  at- 
tendu que  m  est  un  nombre  pair,  (— û)'"=:a'"=^A,  c'est-à-dire  que 
~a  est  aussi  une  valeur  du  radical.  On  peut  donc  alors  repré- 
senter toutes  les  valeurs  du  radical  par  une  suite  de  quantités  af- 
fectées du  signe  ±:,  telles  que  ±a,  ±b,  ±c,...  En  même  temps 
que  m  est  pair,  si  A  est  positif,  le  radical  a  une  valeur  réelle  et 
positive  5  et  en  supposant  que  ce  soit  a^  on  voit  que  —a  est  aussi 
une  valeur  réelle,  mais  négative,  du  radical.  Quant  aux  autres 
valeurs  ztb,±:c,...  elles  ne  peuvent  être  qu'imaginaires. 

Dans  le  cas  où  l'indice  m  est  impair,  en  changeant  le  signe  de  la 
quantité  A  placée  sous  le  radical,  les  tti- valeurs  de  ce  radical  ne  fe- 

m 

ront  que  changer  de  signe.  En  effet,  si  a  est  une  valeur  de  V  S7 
il  est  clair  que,  m  étant  impair,  on  doit  avoir  ( — ^)"'=r — ^a"»=— A. 

m 

Ainsi ,  en  supposant  que  les  valeurs  de  [/  A  soient  a,  b^  c,  d^....^ 

m 

celles  de  [/ — A  seront  — a,  — b,  — c,  — d,...  Si  A  est  une  quan- 
tité réelle ,  l'une  des  m  valeurs  du  radical  est  réelle  et  de  même 
signe  que  A  :  c'est-à-dire  qu'elle  est  positive  lorsque  A  est  positif, 
et  négative  lorsque  A  est  négatif.  Les  autres  valeurs  sont  essen- 
tieUement  imaginaires. 

241.  Jusqu'ici  j'ai  parlé  des  valeurs  multiples  des  radicaux,  sans 
en  préciser  le  nombre.  II  est  temps  à  présent  de  porter  l'attention 
sur  ta  proposition  suivante  . 

Un  radical  quelconque  a  autant  de  valeurs  différentes,  Hi 
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jdus  ni  moihs,  quHl  y  a  d^uniiés  dans  r Indice  de  ce  radical  > 
ou  y  en  d'autre»  tenues,  toute  quaruité  a  autant  de  racines  d*uh 
certain  degré  qu'Uy  a  d'unités  dans  V indice  de  ce  degré. 

Cette  proposition  est  déjà  connue^  po^ur  les  radicaux  carrés  ; 
considérons  aussi  le  radical  cubique  v/ A.  Toute^  quantité  qui  a  À 
pour  cube  est  par  cela  même  une  valeur  de  ^  A  ^  donc  les  valeurs 
de  ce  radical  sont  précisément  les  m^mes  que  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  à  l'équation 

x^=A    ou    a:^-^A=0. 

Pour  mieux  Gxer  les  idées ,  supposons  A  positif.  Alors  il  existe  une 
quantité  positive  dont  le  cube  est  A ,  et  que  Ton  sait  calculer  exac- 
tement ou  avec  approximation.  Désignons  cette  quantité  par  a, 
et  remplaçons  A  par  a^  ;  l'équation  cc^— A=0  deviendra 

Le  binôme  x^-^c?  est  divisible  par  x — a  (63) ,  et  Ton  a 

x^—o?— {x — à)  (x^  +  ax+a^)^ 

Or,  pour  qu'un  produit  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  de  ses 
facteurs  le  soit  -,  donc  on  aura  toutes  les  solutions  de  l'équation 
x^ — a^=z^O  en  posant  successivement 

j>-«=0    et    j:*+flw?fa'=0, 
et  en  tirant  de  là  les  Valeurs  de  x.  On  obtient  ainsi 


x—a,  xz=a  ( 1 1  \ 


et  par  conséquent  telles  sont  les  trois  racines  cubiques  de  a^  ou  A. 
On  retrouve  la  valeur  a,  et  l*on  devait  s'y  attendre  :  car  elle  était, 
par  hypothèse,  une  racine  cubique  de  A.  Mais  on  voit  qu'outre 
celle-là  il  en  existe  deux  autres  que  l'analyse  précédente  fait  con-  . 
naître.  Et  remarquez  bien  que  cette  analyse  subsiste  quelle  que 
puisse  être  la  quantité  A ,  pourvu  que  a  désigne  une  valeur  de 
1^À~,  soit  réelle ,  soit  imaginaire. 

La  proposition  peut  facilement  s'étendre  à  tous  les  radicaux 
dont  l'indice  est  une  puissance  dé  2  ou  3 ,  ou  un  nombre  composé 

des  facteurs  2  et  3.  Par  exemple ,  supposons  qu'on  ait  le  radical 

I» 

t/ A ,  dont  l'indice  12=2x2x3. 

La  quantité  A  aura  deux  racines  carrées  *,  chacune  d'elles  aura 
aussi  deux  racines  carrées ,  ce  qui  fera  quatre  quantités  différentes; 
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enOn  chacune  de  ces  quantités  aura  trois  racines  cubiques ,  ce  qui 
fera  en  tout  douze  quantités  différentes  :  et  je  dis  que  chacune 

12 

d'elles  est  une  valeur  de  y/  A.  Soit  a  une  des  deux  racines  carrées 
de  A,  d  une  des  deux  racines  carrées  de  a  y  et  a"  une  des  trois  ra- 
cines cubiques  de  a\  Il  est  clair  que  rf'  sera  une  des  douze  quan- 
tités dont  il  s'agit.  Or,  il  est^c^air  aussi  qu'on  aura 


12 


donc  tf"  est  une  valeur  de  i/  A. 


m 


Quel  que  soit  le  radical  v/ A  que  l'on  considère ,  la  détermi- 
nation de  ses  différentes  valeurs  revient  toujours  à  la  résolution 
d'une  équation.  En  effet,  ce  radical  désigne  indifféremment  toutes 
les  quantités  réelles  ou  imaginaires  qui ,  élevées  à  la  puissance  rriy 
reproduisent  A;  par  conséquent  elles  ne  sont  autres  que  les  va* 
leurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équation  ar^^A. 

Par  là  on  voit  que  la  proposition  générale  qui  nous  occupe  re- 
vient à  prouver  que  dans  celte  équation  l'inconnue  x^m  valeurs 
différentes.  Je  ne  saurais  entreprendre  ici  cette  démonstration , 
mais  j'y  reviendrai  ailleurs,  et  j'admettrai  dès  à  présent  comme 
établi  que  tout  radical  a  autant  de  valeurs  différentes,  soit  réelles, 
soit  imaginaires,  qu'il  y  a  d'unités  dans  Tindice  du  radical. 

242.  En  désignant  par  a  une  valeur  de  j^Â,  on  a  trouvé  plus 
haut,  pour  les  trois  valeurs  de  ce  radical, 

a,    «( 2— j.    <^\ 2 y 

Soit  A=:l  :  on  pourra  prendre  a=l,  et  par  Conséquent  les  trois 
valeurs  de  ^Fseront 

2  '  2         • 

Si  on  les  compare  avec  celles  de  v^Â,  on  aura  cette  conséquence 
remarquable  :  que  les  trois  racines  cubiques  d*une  quantité 
s* obtiennent  en  multipliant  Vune  quelconque  d'entre  elles  par 
les  trois  racines  cubiques  de  Vunité. 

Je  vais  prouver  que  cette  propriété  s'étend  aux  radicaux  de  tous 
les  ordres.  Représentons  par  a  une  valeur  du  radical  quelconque 
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V/Â,  et  par  1 ,  a,  (3 ,  y,....  les  m  valeurs  de  V^  l  ^  si  on  forme  les 
produits 

aXl,  éïXa,  «XjS-,  aXy,... 

et ,  si  on  les  élève  à  la  puissance  rriy  il  vient 

Or ,  ces  quantités  sont  toutes  égales  à  A ,  car  on  a  évidemment 
a"*=A,  «*"=!,  p^rsl,...;  donc  les  produits  a^  aa, ap, ay,...  sont 

les  m  valeurs  de  V^  A.  Ainsi  on  peut  dire  en  général  que  dans 
chaque  ordrty  les  racines  d'une  quantité  quelconque  se  forment 
en  multipliani  F  une  déciles  par  les  racines  de  V  unité. 

245.  Ce  qu'on  dit  ici  des  racines  d'une  quantité  quelconque 
peut  s'appliquer  à  celles  de  l'unité ,  et  alors  on  a  cette  propriété 
curieuse  :  que  les  diverses  racines  de  l'unité  ne  font  que  se  repro- 
duire dans  un  ordre  différent,  quand  on  multiplie  successivement 
chacune  d'elles  par  toutes  ces  racines.  J'engage  le  lecteur  à  en 
faire  la  vériflcation  sur  les  racines  cubiques  dont  les  valeurs  sont 
écrites  plus  haut.  Il  reconnaîtra  en  môme  temps  que  les  deux  ra- 
cines imaginaires  sont  le  carré  l'une  de  Tautre^  et  cette  remarque 
recevra  dans  la  suite  une  grande  extension. 

244.  Aûn  de  prévenir  toute  équivoque ,  quelques  auteurs  ont 
pensé  qu'une  notation  caractéristique  était  nécessaire  pour  distin- 
guer le  cas  où  l'on  prend  un  radical  avec  toutes  ses  détermina-» 
tions  de  celui  où  l'on  n'en  considère  qu'une  seule.  Une  conventicMd 
assez  simple  serait  de  remplacer ,  dans  le  premier  cas ,  la  barre 
horizontale  du  radical  par  un  double  trait.  Par  exemple ,  V/ A  dé- 
signerait les  deux  valeurs  de  la  racine  carrée ,  tandis  que  v^A 
désignerait  Tune  d'elles  seulement.  Ainsi ,  on  pourrait  écrire 

l/X=±:V/A. 

Par  exemple ,  si  on  suppose  k=A ,  on  aura  V  î=zb2. 

Avec  cette  notation ,  le  théorème  général  du  n«  242  s'écrirait 
ainsi  : 


m 


245.  Les  exposants  fractionnaires  donnent  lieu  à  des  remarques 

n 

analogues.  L'expression  A"^ peut  être  employée  pour  désigner  à  la 
fois  toutes  les  valeurs  du  radical  j/  "Â",  ou  seulement  l'une  d'elles. 
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Si  Ton  jugeait  utile  de  distinguer  ces  deux  points  de  vue  par  quel- 
que différence  dans  la  notation ,  on  pourrait  encore  convenir  de 
placer,  dans  le  premier  cas ,  le  double  trait  au-dessus  de  la  quan- 
tité A.  De  cette  manière  on  aurait 

m  n  m  !     't 

t/A"a=P%     V^  A*=A'^. 

Par  exemple,  si  m=:2:2 ,  on  écrirait  V^A"=A*=±îv/A«=±A% 

246.  Lorsqu'on  a  plusieurs  radicaux  de  même  indice  placés  sur 
des  quantités  positives ,  il  pourrait  arriver  qu'on  eût  besoin  de 
considérer  plus  spécialement,  dans  ces  radicaux,  les  détermina- 
tions qui  résultent  de  la  multiplication  de  leurs  valeurs  arithmé- 
tiques par  la  même  racine  de  l'unité ,  sans  d'ailleurs  particulariser 
cette  racine.  Pour  désigner  ces  déterminations ,  je  me  suis  quel- 
quefois servi ,  dans  mes  coucs ,  de  la  dénomination  de  valeurs  ou 
racines  similaires.  Ainsi  j  aet  b  étant  des  valeurs  arithmétiques 

m  m 

des  radicaux  \/Â  et  v/B,  et  ut  étant  une  des  racines  m^*»  de  1 , 
les  produits  ^«  et  ba  seraient  deux  racines  similaire». 

Quand,  sous  les  radicaux,  il  y  a  des  quantités  négatives — A,— B, 
les  radicaux  n'ont  plus  de  valeur  arithmétique.  Si  l'indice  m  est 
impair,  ils  ont  chacun  une  valeur  réelle,  maië  négative;  alors  on 
prendrait  pour  a  et  6  les  valeurs  négatives  de  ces  radicaux,  et  on 
nommerait  valeurs  similaires  les  produits  tels  quô  aet  et  àx ,  for* 
mes  avec  la  même  racine  de  l'unité. 

Quand  les  radicaux  ont  un  indice  pair,  et  qu*ils  sont  placés  sut 
des  quantités  négatives  — A  et  —6,  toutes  leurs  déterminations 
sont  imaginaires.  Alors  on  peut  concevoir  qhe  aetb  soient  des 
valeurs  de  ces  radicaux  tellement  choisies  qu'elles  deviennent 
égales  lorsque  les  quantités  — A  et  — B  sont  égales  ^  et  c'est  au 
produit  de  a  et  de  A  par  une  même  racine  de  l'unité  qu'on  don- 
nerait le  nom  de  racines  similaires. 

247,  Pour  ne  point  contrarier  l'usage ,  je  ne  me  servirai  point 
de  cette  dénomination ,  non  plus  que  d'aucune  notation  nouvelle  : 
mais  au  moins  le  lecteur  doit-il  être  bien  averti  maintenant  de 
l'équivoque  qui  peut  accompagner  les  radicaux  et  les  exposants 
fractionnaires^  et  par  conséquent,  lorsqu'il  les  emploie,  il  doit 
faire  soigneusement  attention  à  l'acception  qu'il  leur  donne. 
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Galcal  des  radicaux  algébriques. 

248.  Lorsqu'on  donne  aux  radicaux  leur  signification  la  plus 
étendue,  les  expressions  qui  en  contiennent  peuvent  aussi  avoir 
plusieurs  valeurs  ^  par  conséquent  les  transformations  qu'on  fait 
subir  à  ces  expressions ,  pour  ne  pas  être  défectueuses ,  doivent 
leur  conserver  toutes  ces  valeurs.  Il  convient  donc  de  reprendre 
ici  les  opérations  qu'on  peut  exécuter  sur  les  radicaux,  et  de  faire 
en  sorte  que  les  résultats  atteignent  toute  la  généralité  qu'ils 
doivent  avoir. 

249.  La  simplification  des  radicaux  est  fondée  sur  l'égalité 


m 


et  cette  égalité  n'est  sujette  à  aucune  restriction.  En  effet,  le  second 
membre  a  m  valeurs,  et,  en  élevant  chacune  d'elles  à  la  puis- 
sance m,  on  retrouve  toujours  a'"b^  donc  ce  men^bre  représente 
exactement  toutes  les  m  valeurs  du  premier. 

250.  Dans  la  multiplication  des  radicaux  de  même  indice ,  on 
doit  encore  avoir,  comilie  dans  le  n"*  230 , 

{/aV'b—x/âb. 


m 


D'abord ,  si  on  fait  la  puissance  m  du  produit  V^  a  |/6,  il  vient  ab  y 
donc  toutes  les  valeurs  de  ce  produit  sont  parmi  les  m  valeurs  de 

\/ab.  Ensuite ,  il  est  clair  que  chacun  des  facteurs  {/aetVb 
ayant  m  valeurs  différentes,  on  ne  peut  pas  trouver  moins  de  m 
produits  différents  en  multipliant  les  m  valeurs  de  Tun  par  celles 
de  l'autre.  Donc  on  doit  avoir  exactement  les  mêmes  valeurs  pour 

mm  m 

le  produit  {/a  V  T>  que  pour  V  ab. 

Cette  conclusion  donne  lieu  à  une  remarque  assez  importante. 
JEn  multipliant  les  m  valeurs  du  premier  radical  par  une  des  va- 
leurs du  second,  on  aurait  déjà  m  résultats  différents;  donc,  en 
les  nîultipliant  par  toute  autre  valeur  du  second  radical ,  on  doit 
reproduire  les  mêmes  résultats,  mais  dans  un  autre  ordre. 

251 .  Ce  qui  vient  d'être  dit  s'applique  littéralement  à  la  division 
des  radicaux  de  même  indice  :  de  sorte  qu'on  devra  encore  avoir, 
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avec  toute  la  généralité  possible , 

m 

ir--\/  b' 

Vh 

252.  Passons  aux  puissances.  Trois  cas  sont  à  distinguer,  et  je 
vais  les  parcourir  successivement. 
1*  Quand  les  nombres  /w  et  n  sont  premiers  entre  eux,  on  a 


m 


En  élevant  le  l"  membre  à  la  puissance  m,  il  vient 

[(v/a)"]-=(</i)'""=[(v/âr]"=a%- 
et  de  là  on  conclut  d'abord  que  toutes  les  valeurs  de  rexpressiott 

M  m 

(va)"  se  trouvent  parmi  celles  de  V  ô^  II  reste  donc  à  faire  voir 
que  ces  valeurs  sont  au  nombre  de  m. 

m  M 

Soient  a\  d\  «"',....  les  m  valeurs  de  v/5>  celles  de  (V  (if  se- 
ront d",  (f%  û5'"%...  :  je  vais  démontrer  que  toutes  ces  valeurs 
sont  différentes.  Admettons  qu'il  y  en  ait  d'égales ,  et  soit 

[1]  a!''=a"\ 

Puisque  a'  et  a"  sont  deux  racines  m*'""  de  a,  on  a  aussi 

[2]  âf''"=^a"'». 

Supposons  7rO>ny  et  que  la  division  du  nombre  m  par  n  donne 
m=nq^ry  l'égalité  [2]  devient 

[3]  a'''^•+''=:^a""^"+•^ 

Si  on  fait  la  puissance  q  des  deux  membres  de  l'égalité  [1],  on  a 

[4]  «'''^— a""?,- 

et,  si  l'on  divise  l'une  par  l'autre  les  égalités  [3]  et  [4],  il  reste 


a'^~a"^ 


Maintenant  supposons  qu'en  divisant  n  par  r  on  ait  w—rg'+r'. 
Dans  l'égalité  [1]  remplaçons  n  par  cette  valeur,  élevons  la  der- 
nière égalité  à  la  puissance  q[y  puis  alors  divisons-les  l'une  par 
l'autre  :  il  restera 


a!''^a"'\ 


En  continuant  ainsi ,  on  voit  qu'on  tombe  toujours  sur  des  éga- 
lités de  la  forme 


a!^-a"% 


LEÇONS   d'algèbre.  205 

dans  lesquelles  l'exposant  s  est  un  des  restes  qu'on  obtient  en 
effectuant  sur  m  et  n  les  opérations  du  plus  grand  commun  divi- 
seur. Or,  ces  deux  nombres  étant  premiers  entre  eux,  on  doit 
arriver  au  reste  l  •,  donc  on  aurait  a'=a"  :  donc  a'  et  a"  ne  seraient 
point  deux  valeurs  différentes ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Donc  1^,  etc. 

2"*  Quand  l'indice  du  radical  est  un  multiple  mn  de  l'exposant  n 
de  la  puissance ,  on  doit  avoir 

mn  m 


mn 


En  effet ,  pour  toute  quantité  x,  qui  serait  une  valeur  de  V/  ^, 
on  doit  avoir  af""  =  a,  on  bien ,  ce  qui  est  la  môme  chose , 
(jc")"'=a^  donc,  les  valeurs  dex*  ne  sont  autres  que  celles  de 

fli  Mit  m 

V/ ô^  c'est-à-dire  que  (v/â)''=l/â. 

3""  Quand  Tindice  du  radical  et  Texposant  de  la  puissance  ont 
un  facteur  commun ,  si  ces  nombres  sont  désignés  par  mp  et  np,  p 
étant  leur  plus  grand  diviseur,  on  devra  avoir 


mp 


m 


car,  en  s'appuyant  sur  les  deux  premiers  cas,  il  vient 

p      mp  mp  m  m  

(v/«)"'=[(l/â)T=(v/â)"=v/^ 

Remarque.  Si  on  appliquait  aux  deux  derniers  cas  la  règle  du 
premier,  on  trouverait  un  radical  qui  comporterait  plus  de  valeurs 
qu'on  n'en  dojt  avoir.  Cependant  on  se  sert  presque  toujours  de 
cette  règle  sans  faire  aucune  distinction  ]  alors  il  est  sous-entendu 
que  les  résultats  peuvent  quelquefois  embrasser  une  trop  grande 
généralité. 

253.  La  règle  relative  aux  racines  des  radicaux  sera  générale  : 
elle  est  comprise  dans  l'égalité 

n       m  mn 

En  eflfet,  si  on  pose  j:=  y  v/a,  on  aura   x"  =  ycLy   puis 

mn 

af"'=a^  donc  x  a  les  mêmes  valeurs  que  [/a. 

234.  Il  n'y  a  point  lieu  à  parler  de  réduction  au  même  indice 
pour  les  radicaux  algébriques  :  car  cette  transformation  est  évi- 
demment défectueuse,  en  ce  qu'elle  augmente  le  nombre  des 


^v 


206  LBÇOUS  D' ALGÈBRE • 

valeurs  de  ces  radicaux.  Elle  ne  pourra  donc  pas  servir  ici,  comme 
dans  le  n""  234 ,  à  expliquer  la  multiplication  et  la  division  des 
radicaux  d'indices  différents.  Cependant  on  va  prouver  que  les 
résultats  trouvés  par  cette  voie  sont  encore  vrais  dans  le  cas  deg 
radicaut  algébriques ,  pourvu  que  Tindice  commun  soit  toujours 
le  plus  petit  possible.  Je  ne  considérerai  que  la  multiplication} 
l'explication  serait  absolument  la  môme  pour  la  division. 

l**  Lorsque  les  indices  m  etn  sont  premiers  entre  eux  ^  je  dis 
qu'on  a 


D'abord ,  si  on  éfève  le  produit  ^a  V  bk  la  puissance  mn,  il  vieat 

MA  

ce  qui  montre  que  parmi  les  déterminations  du  radical  V^S^se 


trouvent  toutes  celles  du  produit.  Il  faut  prouver  en  outre  qu'elles 

ne  sont  pas  en  moindre  nombre. 

«I 

Représentons  par  a',  a",  oT, les  m  valeurs  de  [/a,  et 

par  l/,  b\  b", les  n  valeurs  de  J/F.  En  multipliant  les 

quantités  a',  a\  a*',,.,  par  hfy  U\  6^,..  on  aura  toutes  tes^  déter- 

m  n 

minations  du  produit  \/a\/by  lesquelles  seront 

db\     a'h\      arb\,.. 

etc. 
Voilà  bien  mn  produits  *,  mais  il  faut  prouver  qu'ils  sont  inégaux. 

Il  n'y  a  lieu  à  démonstration  que  dans  le  cas  où  Ton  compare 
entre  eux  des  produits  formés  de  facteurs  différents  -,  par  exemple, 
ciV  et  (jCb\  Admettons  pour  un  moment  que  ces  produits  soient 
égaux  :  en  les  élevant  à  la  puissance  w,  on  aurait  d^V^^ct^b''''  ;  et 
cette  égalité,  en  observant  que  b^''=b''"=b,  devient 

d''=d'\ 
Mais,  puisque  d  et  d  sont  deux  racines  tnr^  de  €i>  on  a  aussi 

Les  quantités  d  et  d' sont  donc  tout  à  fait  dans  le  même  cas  que 
celles  du  n°  252  (l"");  par  conséquent  on  arriverait  de  la  mdme 
pxani^Q  à  conclure  a'==a^  oe  qui  est  oontre  Vliypotbàse, 


S''  Lorsque  les  indices  ont  des  facteiw  commuDS,  en  mmmmtp 
leur  plus  grand  diviseur ,  on  aura 

mp       np  mnp 

En  effet ,  par  les  »**•  255  et  250,  il  vient 


m         ft 


mp       np  p       m        p       n  p      ^         n 

tAm^  par  oe  qiH  vient  d'être  dit  cinlessus  (!•),  on  a  \/a[/i=i 

mit  i?      "«I  "wy 

\/a"5"*,-  et,  par  le  n**  253  déjà  cité,  ou  a  V  V/ô^— v/o^,- 

aip       n/»  mnp 

QsQm  enfin  »/â }/  è»  v/a"^^ 


Calcul  dei  eipres^ioa»  imaginaires  du  S«  de^ré. 

255.  On  «  souvent  h  combiner  entre  elles  des  expressions  ima- 
ginaires  de  la  forme  a-^-b  y — 1 ,  dans  lesquelles  a  et  6  sont  des 
quantités  réelles;  et  on  démontre  que  les  résultats  sont  eux-méme& 
toujours  réductibles  à  la  forme  a-^-by^ — i.  Cette  proposition  va 
se  vérifier  dans  les  diflférents  cas  que  je  vais  parcourir. 

256.  Si  on  soumet  les  expressions  imaginaires  aux  quatre  opé- 
rations fondamentales ,  on  a 

{a+b[/^)+(af+Vy^^)  =  ia+a')+{b+b^)\/^, 

(a+ôj/^Mo'+l/i/^)  =  (a^a')+(6— ^^)V/^ 

=aa'—bb^+(ab'+a'b)  v/^-, 
a  +  bi/^_(a  +  b\/^l)(a!—b[[^^) 

257.  Les  paissance3  de  ^Z— i  se  présentent  fréquemment.  Or, 
il  est  évident  qu'on  a 

(v/-i>=-v/z:ï;        (v/— 1)4^+15. 

de  là  on  conclut  qu'en  s'élevant  aux  puissances  supérieures,  on  re» 
trouvera  toujours  ces  quatre  résultants.  Si  on  veut  renfermer  cette 
conclusion  dansées  formu)^  on  désignera  par  î  un  nombre  entier 
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positif  quelconque ,  et  on  aura 

(vAZ3>.=[(j/=î)4]i=+i,  ^ 

(V/_l)4/-i-x^(  ^/_l)4ix  {/—!=+  /— 1 , 

Ces  formules  doivent  être  employées  respectivement,  seJon  qu'en 
divisant  l'exposant  par  4,  on  aura  pour  reste  0^  1, 2  ou  3,  ce  qui 
comprend  tous  les  cas. 

2S8.  Maintenant,  considérons  l'expression  (a+b\/—iy^ 
n  étant  un  nombre  entier  positif.  Par  la  formule  du  biuome ,  on  a 

a  L         ^"^ 


n{n-\)  h^       nin-X ) («-2)  h^       — -      n{n-\ ) [n-% (/i-3)  M 


1.2.    rt»         1.2.3.    «3  y  •        1.2.3.4. 

et,  en  réunissant  les  termes  affectés  de  V^—ïy 

^«t-ov      V  1^  12   fl'^        1.2.3.4.      fl4       ®'M 

Puisque  les  quantités  a  et  6  sont  supposées  réelles,  ce  résultat  est 
évidemment  de  la  forme  A+B  [/  —i ,  A  et  B  étant  aussi  des  quan- 
tités réelles. 

Pour  développer  (a— Av/— î)\  il  suffira  de  changer  6  en  — b 
dans  le  résultat  précédent.  Par  là  il  n'y  aura  d'autre  changement 
que  cçlui  de  B  en  — B  :  car  b  entre  à  des  puissances  paires  dans  tous 
les  termes  de  A ,  et  à  des  puissances  impaires  dans  tous  ceux  de  fi. 

Ainsi,  en  posant^  pour  abréger, 

A -a  1^1-     i2a'+  1.2.374  â<      *'*'•  J  ' 

Fnb      n(n— l)(n— 2)  6^  '     '    "] 

00  aura 

[1]  (a+ôt/^)"=A+Bt/=r, 

[2]  (a— 6/^)''=A— B»/— 1. 


Pour  passer  aux  puissances  négatives,  on  observera  que 
(a+6/— î) (a—b\/^l)—a*+b\  De  là  on  tire 

1  a—bV^  ^ a+bV^ 

61 


donc  on  aura 

1  Ça+b\/~l)\ 

(a—b  / — i  )"  ~      (a* + 6')"     ' 
et  par  conséquent ,  à  cause  des  forinules  [i]  et  [2], 

A— Bl/^ 


[3]  (a+ù^r=i)-^=. 


(a* +6'/' 
A+Bl/^ 


Dans  la  suite,  il  sera  démontré  que  la  formule  du  binôme  con- 
vient à  des  exposants  de  nature  quelconque.  Par  conséquent  les 
transformations  [1],  [2],  [3],  [4],  sont  vraies,  quel  que  soit /i. 
Mais  il  arrive ,  quand  cet  exposant  est  négatif  ou  fractionnaire , 
que  les  valeurs  de  Â  et  B  renferment  une  infinité  de  termes  C-). 

239.  Quand  on  veut  réduire  l'expression  radicale 

à  la  forme  A±B  V^  ^ ,  on  la  remplace  par  la  puissance  fraction* 

z 

naire  (a±&\/^^)",  qu'on  développe  comme  il  vient  d'être  dit. 
L'algèbre  ne  fournit  point  d'autre  méthode  générale  pour  cette 
transformation  ^  mais  lorsque  n  est  une  puissance  de  2 ,  on  peut 
encore  l'effectuer  sans  le  secours  de  séries. 
Considérons   d'abord  les  deux  radicaux  y  a+by'-'i  et 

V  a—by  ^.  En  posant 

[û]  \^a+b\/—^  +  \/a—b[/—l=^ , 


I    I     II   I    I        -     Il    I    II    --|-I'i *- *..^.....^ 

(*]  Si  on  multiplie  entre  elles  les  égalités  [I]  et  [1] ,  on  trouve  cette  relatioD 
(a'-f  6')''=;A'-f  B*,  qui  est  fort  simple  et  qui  peut  être  quelquefois  ulile.  Par 
eiemple,  elle  montre  comment  une  puissance  quelconque,  entière  et  positive, 
d'un  nombre  qui  est  une  somme  de  deux  carrés ,  peut  se  décomposer  elle^méoie 
en  une  somme  de  deai  earréi. 

1* 


•10  LBÇOm  B'ALGèBRm. 

et  en  éleya&t  ees  quantités  au  carré,  il  vient 

Quel  que  soit  le  signe  de  a  la  valeur  de  x*  est  positive ,  mais  celle 
de  j"'  est  négative.  De  ces  égalités  on  tire 

Or,  les  égalités  [5]  et  [6]  donnent 

donc  enfin ,  en  mettant  pour  a:  et  y  les  valeurs  [7],  on  aura 

[8]  \/a+A/^=^\/2a+2»/a»+i» 

+^V/  — 2a+2t/a*+**  /^=T, 
[9]  v^a— ii/^ssiV"  2a+2\/âH^ 

Maintenant ,  si  on  considère  les  expressions  radicales 

\/"a±:*v/^,  V^attév"— 1,  \/a±b[7^,  etc. 
on  observera  que  Textraction  d'une  racine  dont  Tindice  est  une 
puissance  de  2 ,  peut  être  remplacée  par  des  extractions  succes- 
«ve$  de  racine  carrée  ;  par  conséquent ,  remploi  répété  des  for- 
mules [8]  et  [9]  réduira  toujours  les  expressions  ci-dessus  à  des 
expressions  de  la  forme  A±B  v/— 1. 

Remarque.  Dans  chacune  de  ces  formules  le  premier  membre, 
à  raison  des  radicaux  qu'il  contient,  peut  avoir  quatre  valeurs 
différentes^,  et  c'est  aussi  ce  qui  a  lieu  pour  le  second  membre. 
Dans  Tune  et  l'autre  les  quatre  valeurs  du  premier  membre  sont 
les  mêmes ,  et  c'est  encore  ce  qui  a  lieu  évidemment  pour  Ififi 
seconds  membres  :  de  sorte  que  les  deux  formules  n'en  font  vrai- 
ment qu'une  seule.  Eîlîes  ne  présentent  de  différence  que  lorsqu'on 
les  emploie  simultanément  dans  un  même  oaleul,  parce  qu'alors  on 
y  doit  regiuHler  les  termes  dans  lesquels  entre  \/  — l  comme  affec- 
tés de  signes  contraires.  Mais  alors  il  faut  remarquer  en  outre 
que ,  par  la  manière  même  dont  on  est  parvenu  à  ces  formules  , 

|/S+F  y  représente  le  produit  V^ a+b\/—iy/ a—b^ — i  ; 
par  conséquent,  les  déterminations  de  ces  deux  radicaux  doivent 


tOujôUTd  Mre  mippoideft  Asgociéefl  d^  manière  qtié  leur  prodait  «it 
lesigneqtl^Oûdoiiiieraàl/a^+d*  dânâ  les  seconde  membre*.  Sun» 
cette  àtteotiOA  les  fomittleft  coodulraieût  à  des  réâUltet*  mutHH. 
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260.  Presque  toujours  les  quantités  qu'on  doit  eooaidérer  en 
algèbre  sont  réductibles  i  la  forme  a+b  \/^^  :  c'est  pourquoi 
Ton  peut  sans  inconvénient  restreindre  la  dénomination  d9  quan- 
tités imaginaires  aux  seules  expressions  de  cette  forme. 

Avec  les  quantités  e^  et  5  de  l'expression  imaginaire  ^4-^  y/ — 1, 
on  peut  Ibrmef  une  quantité  positive  égale  à  i^  dF^^\  crtlè  qbai** 
tité  est  dite  le  module  de  l'expression  imaginaire.  Par  êlémple , 
le  modulé  dô  3—41/^  serait  \/9+l6  oii  5. 

Deux  quaiâlîlêS)  telles  que  a+b[/  —L  et  a — b{/—l ,  qui  ne 
diffèrent  entre  elles  que  par  le  signe  de  la  partie  imaginaire ,  sont 
dites  conjuguées  Tune  derautre.  Deux  quantités  conjuguées  ont 
donc  le  même  module. 

Si  on  fait  Â:=0,  rexpresj^ion  a+b[/^-l^  réduit  à  a.  Ainsi  la 
formule  x^a+b\/ —1  peut  représenter  toutes  les  quantités, 
réelles  ou  imaginaires.  Lorsque  la  quantité  est  réelle ,  elle  a  pour 
conjuguée  une  quantité  égaie ,  et  le  module  n'est  autre  chose  que 
eette  quantité  elle-même ,  abstraction  faite  de  son  signe* 

Maintenant  je  vais  établir  sur  les  modules  deux  proposition^; 
qui  peuvent  souvent  ^re  utiles. 

261.  Proposition  I.  La  somme  ou  la  différence  de  d$u^ 
quantités  quelconques  ont  un  module  compris  enire  la  soiwne 
et  la  différence  de  leurs  modules. 

Soient  les  deux  expressions  a+b\/—\ ,  a'+6V — i.En  appe- 
lant r  eiï^  leurs  modules,  on  a  r*=a*+ô%  r'»— a'*-f  ô^.  Noîn- 
mons  B.  le  module  de  leur  somme,  on  aura  évidemment 

î?«r*4^'+ 2(dfa'+ bV). 
Mais ,  en  multipliant  /^  pav  r'»^  a  eA  faoilQ  de  tok"  que 

~{aaf+bb^)*+{ab^—bay'y 
idow  la  valeur  JMMèriqM  il^aeifHr66(.  M  îtittiififQ.oii'  toafc  àU 
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plus  égale  à  rr'.  Par  suite  il  est  clair  que  R*  est  compris  ei^tre  les 
deux  quautilés  r*+r^'H-2rr'  et  r*+r''— 2rr^  ou,  oe  qui  est  la 
même  chose ,  cutre  {r+r^)*  et  {r—r^f.  Donc  le  module  R  est  com- 
pris entre  la  somme  et  la  différence  des  modules  r  et  r'. 

:  La  démonstration  est  exactement  semblable,  lorsqu'au  lieu  de  la 

j  somme  des  expressions  imaginaires  on  considère  leur  différence. 

2G2.  Proposition  II.  Le  produit  de  deux  quantités  a  pour 
module  le  produit  des  modules  de  ces  quantités. 

En  efiFet ,  la  multiplication  donne 

(a+fe  V  — T)  (a'+i/  \/^  -  aa!—bV+{ab'+bd)  \/'^\ 

et,  si  on  prend  le  module  de  ce  produit,  on  trouve,  conformé- 
ment à  l'énoncé , 

=v/(a»i-6»)(a"+6'»). 

Corollaire,  Donc  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs doit  avoir  pour  module  le  produit  des  modules  de  tous  les 
*        facteurs.  Donc  aussi  la  /i*"®  puissance  d'une  expression  imaginaire 
a  pour  module  la  /i*"«  puissance  du  module  de  cette  expression. 

ExplicalioD  de  quelques  paradoxes. 

263.  On  propose  quelquefois  sur  les  radicaux  des  difficultés  qui 
embarrassent  les  commençants,  mais  qui  disparaissent  aussitôt 
qu'on  fait  attention  à  la  signiGcation  plus  ou  moins  étendue  qu'on 
attache  à  chaque  radical. 

264.  Soit  l'expression 

Par  les  règles  du  n*"  229 ,  on  réduira  les  radicaux  à  un  seul.  £n 

effet,  on  a  

^hy/ab'^iWs/a,    *6\/a}z=z3aV^a^ 

done  l'expression  proposée  équivaut  à 

U'\/â+Sa\/a, 
eu ,  eu  mettant  \/aen  focteur  common ,  à 

[2]  {U*+Za)\/â. 

Or,  si  on  considéré  chaque  radical  comme  portantavec  lui  le  signedb, 
l'expression  [i]  peut  aroir  quatre  yalours  distÎMtes^  »  à  cause  des 
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quatre  combtnaîsons  Cfii*on  peut  faire  entre  tes  signes ,  tandis  que 
l'expression  [^]  n'en  a  éyîdemment  que  deux.  Il  n'est  4onc  point 
exact  de  dircrque  les  deux  expressions  soient  équivalentes. 

Mais  si  un  fait  attention  à  la  manière  dont  la  rédoetion  s'est 
opérée,  on  reconnaît  qu'en  mettant  le  radical  \/  a  en  facteur  com- 
mun, on  a  supposé  tacitement  qu'il  devait  être  pris  avec  le  mâme 
signe  dns  chacun  des  termes  où  il  entrait  -,  et  par  sutie,  au  lieu 
de  quatre  arrangements  de  signes ,  il  n'y  en  a  plus  que  deux.  On 
voit  donc  qu'on  pourra  en  effet  employer  les  expressions  [1]  et  [2] 
comme  équivalentes,  pourvu  qu'on  regarde  les  deux  radicaux  qui 
entrent  dans  la  première  comme  devant  être  pris  avec  le  mém9 
signe,  c'est-à-dire  tous  deux  avec  +i  ou  tous  deux  avec  — ». 

265.  Dans  l'exemple  précédent  on  attachait  à  l'expression  pro- 
posée une  idée  plus  générale  que  ne  comportait  la  transformation 
qu'on  lui  a  fait  subir.  Voici  un  exemple  du  contraire.  Soit  le  pro- 
duit v^  —a  X  V^^^  :  la  règle  de  la  multiplication  (250)  donnerait 

» 

Or,  dit-on,  il  est  bien  vrai  que  x/'â*  m  deux  valeurs  ita,-  mais  le 
produit  V/^^X  1/  ^^  étant  carré  de  V/--^>  il  doit  être  égal  à 
— a;  donc  le  résultat  V  «'  renferme  la  valeur  fausse,  +  û. 

L'explication  de  ce  paradoxe  est  facile.  Le  résultat  est  exacte- 
ment ce  qu'il  doit  être ,  et  l'erreur  est  ici  tout  entière  dans  une 
fausse  supposition,  laquelle  consiste  à  regarder  le  produit  de 
V/  — ax  V  — a  comme  le  carré  de  |/^^,  tandis  qu'il  a  une  signi- 
fication plus  étendue,  ainsi  qu'on  va  le  reconnaître. 

Considérons  en  général  le  produit  v/ Ax  \/%  danslequel  A  et  B 
sont  des  quantités  quelconques.  II  doit  avoir  autant  de  valeurs  qu'on 
en  peut  trouver  en  multipliant  chacune  des  deux  valeurs  de  i/  î 
par  chacune  de  celles  de  V  B.  Pour  plus  de  netteté,  désignons  ces 
valeurs  par  dz  A'  et  ±:  B'.  L'expression  i/A  x  V^B  représentera 
indifféremment  chacun  des  quatre  produits. 

-hA'X-hB',  +A'X— B',  ~A'X+B',  — A'X^B', 

lesquels  se  réduisent  à  deux  seulement ,  ±:A- B'.  Or,  le  carré  de 
ces  deux  produits  est  A'^B'*  ou  AB  ;  donc  ils  sont  les  deux  racines 
carrées  de  AB  ^  doncj)n  a  rigoureusement,  et  sans  aucune  restric- 
tion dans  le  signe  i/    ,  l'égalité 

V/ÂXt/B=:=»/AB: 
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Cela  poBét  ai,  au  lieu  de  i/A  x i/Bi  w  ooMidèra  to prodiiit 
t/'-^ax  V^«-^>  la  règle  n'eo  doit  |ias  ttioins  doim^  lea  deux  ya-> 
leurs  qui  résultent  de  la  ecMiibinatoon  dea  deux  Valeurs  du  proimftr 
facteur  ayeo  les  ^euii  yadeura  du  second  (  et  au  routmpe,  quand 
on  veut  (kîro  le  carré  de  v'^a,  chaque  valeur  de  ce  mdieal  ue  diH 
¥aut  Atre  multiplia  que  par  eUe*mtoe>Uu'an  peut  résulter  que  •'-^4 

Le prodtait  \/ âx \/ adonne  Uau au mteie paradote. Pour dîi^ 
quUl  eat  égal  à  a^  il  faut  supposer  qu*a  iquitaut  k  (|/â)%  topdia 
qu'eu  lui  laissant  toute  sa  généraKtô  il  est  véritabiemeiit  ^al  kzHa. 

806.  G^est  dans  les  radicaux  imagiti&ireÉ  qu'on  remarque  surtout 
ee  gehre  de  dlfQcuité.  Supposons  qu'on  veuille  apprécier  la  justesse 
de  la  transformation 

Nommons  a'  et  1/  les  déterminations  arithmétiques  de  v/o'et  v^îj 
c'est-à-dire  les  deux  nombres  positifs  dont  les  carrés  sont  a  et  b. 
En  laissant  aux  radicaux  toute  l'extension  possible ,  on  a  toujours 

et  alors  les  deux  déterminations  de  y' — a  et  de  V^^^  résultent 
de  celles  de  y  ^.  I>ar  suite  il  vient 

i/^X  »/^— <2'6'(v/— IX  v/^> 
Diaprés  ce  quiaété  dit  danslenuknéropréeédent, si i» n'établit 
aucune  restriction ,  on  a  1/  ^^x  [/  ^^=2»  {/  — .Jx-^i  wafcl }  dwiè 

Mais  si  on  introduit  la  restriction  que  lea  deux  facteurs  dti  produit 
y —a X  V  —5 soient  les  déterminations  de  y/— rg  et  y  —q  cor- 
respondantes  à  la  même  détermination  de  v^^ï,  alors  on  a  sim- 
plement ï/^^XV/^^=(/— 0*^—1 1  et  par  suite 

[ô]  t/^xv/^=*=-^'^. 

Maintenant  on  peut  remarquer  que  le  carré  de  tà¥  eat  n^d'*  ou 
ab;  donc,  si  on  convient  de  n'attacher  à  V  ^^  V^^  lu  seule  idée 
d'une  détermination  arithmétique,  ou  pourra  direqu^^'A^^^t/  ^2»» 
et  écrire  les  éfi;alité$  [i]  et  [5]  comme  OHless^us  ; . 

La  dernière  n'est  autre  chose  que  la  tranisformation  [3];  et  par  là  on 
voit  quelle  restriction  doit  accompagner  eette  transformation. 


267 .  Soit  encore  reiq)ression  |^â  {/  '^.  Ëa  réduisant  le  second 
radical  à  Tindice  4,  il  vient 

résultat  qui  est,  dit-K)n,  évidemmetat  absurde  :  car,  a  étant  ntife 
quantité  positive ,  il  représente  une  quantité  réelle,  tandis  que  l'ex- 
pression proposée  est  imaginaire* 

Il  y  a  ici  confusion  d'idées.  Si ,  dans  l'expression  ^ay  — 1,  le 
radical  V^a  est  une  détermination  arithmétique,  il  est  bien  vrai  que 
cette  expression  est  imaginaire.  Mais  alors  il  n'est  point  permis  de 
lui  appliquer  la  transformation  ci-dessus  :  car  elle  laisse  aux  deux 
radicaux  i^a  et  {/,—l  toute  leur  généralité. 

Pour  mieux  nous  en  convaincre,  développons  toutes  les  valeurs 
dont  le  produit  ^aV  — l  est  susceptible.  Soit  a'  la  détermination 
arithmétique  de  i^a  :  pour  avoir  les  quatre  déterminations  de  ce 
radical,  il  îàut  (248)  multiplier  d*  par  les  quatre  valeur^  de  ^^ÎT  Dr, 
en  désignant  par  ±.  «  les  deux  Valeurs  de  l/*-^!,  il  est  facile  de 
Voir  que 

+1,     —1»      +S     —a, 

sont  celles  de  ^1  :  ôar  en  les  élevant  à  là  4*'  puissance  on  repiro- 
duit  1.  Donc  les  quatre  détefhiinàtioilS  de  v^^sont 

■^a'}    —o!,    -i-à'o^y    -^afo^. 

Maintenant,  pour  avoir  toutes  les  valeurs  du  produit  yaV  ^h 
il  faut  multiplier  ces  quatre  quantités  successivement  par  chacune 

des  valeurs  de  v^^^>  c'estr4-Hiire^  par  4-aiât  pwir  *-**«4  On  trouve 
ainsi  huit  produits,  savoir  : 

Mais  en  observant  alors  que  les  quatre  derniers  sont  les  mêmes  que 
les  premiers,  écrits  dans  un  ordre  différent,  et  ensuite  que  a>  est  la 
même  chose  que  — i,  ces  produits  se  réduisent  à  ceux-ci  :  +a'«| 
— yjs'a^  *— <ï',  -f-a'.  Alors  on  voit  qu'ils  oe  sont  autres  que  les  quatre 
valeurs  de  ^  a*  Donc  l'égalité  [6]  est  parfaitement  exi^^ts  \  (4  l'er- 
reur ^  qu^n  prétend  y  remarquer  ^  vient  de  ce  qu'on  altac^  au  pro* 
duit  ^u  V  —^  une  signification  restreinte  qiie  n'admet  point  la 
toanaforoiation  qu'Q»  liii  fiât^s^Ur. 

268.  Je  terminerai  cet  article  par  l'explication  d'un  autre  para* 
dox»  que  présente  l'emploi  dès  y^posani^  fra^tk^aiFf^s.  Soit  fex- 
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X  a  X 

pression  aT:  si  on  simpliOe  la  fraction  f ,  il  vient  a^r=r  rï";  donc  , 
en  repassant  aux  radicaux,  on  aura  \/a^=[/  a.  Cependant  cette 
égalité  manque  do  justesse,  car  le  premier  membre  doit  avoir 
quatre  valeurs ,  et  le  second  n'en  a  que  deux. 
On  présentera  la  difficulté  d'une  manière  générale  en  posant 

np  th 

[7]  a^  =  flr, 

et  en  concluant  de  la 

mp  m 

[8]  l/5^  =  V/5». 

Pour  découvrir  la  cause  de  Terreur ,  il  suffit  de  remonter  à'ià  con- 
vention qui  flxe  le  sens  des  exposants  fractionnaires  (203).  Alors 
on  voit  qu'ils  ne  font  que  remplacer  des  radicaux*,  et ,  pour  rester 
dans  les  termes  de  la  convention ,  on  ne  doit  pas  regarder,  dans 


n 


l'expression  a"'^  l'exposant  comme  une  firaction  ordinaire,  mais  il 
faut  comprendre  que  le  numérateur  n  indique  une  puissance  qu'on 
doit  former  d'abord ,  et  le  dénominateur  m  une  racine  qu'on  doit 
extraire  ensuite. 

Lors  même  qu'on  ne  considère  que  des  radicaux  arithmétiques, 
c'est  toujours  de  cette  manière  qu'on  doit  entendre  les  exposants 
fractionnaires  ;  et  par  conséquent  alors,  bien  loin  qu'on  puisse  tirer 
l'égalité  [8]  de  l'égalité  [7],  c'est  au  contraire  l'égalité  [7]  qui  doit 
se  déduire  de  l'égalité  [8]. 

é 

Moyen  proposé  par  M.  Moumt  pour  ériter  les  quantités  imaginaires. 

269.  Des  objections  ont  été  faites  contre  les  résultats  qu'on  ob- 
tient par  le  calcul  des  expressions  imaginaires.  Les  règles  qu'on 
observe  dans  ces  calculs,  a-t-on  dit ,  n'ont  été  démontrées  que  pour 
le  cas  des  grandeurs  réelles  :  c'est  par  pure  analogie  qu'on  les  étend 
au  cas  des  imaginaires  -,  par  conséquent  on  peut,  avec  raison,  élever 
des  doutes  sur  l'exactitude  des  résultats  qui  s'en  déduisent. 

M.  MouREY  s'est  laissé  fortement  préoccuper  de  ces  difficultés, 
et  il  a  cherché  à  en  aflFranchir  entièrement  l'analyse ,  dans  un  ou- 
vrage publié  en  1818,  sous  le  titre  de  F^raie  Théorie  des  quantités 
hégalîves  et  des  quantités  prétendues  imaginaires.  Sans  entrer 
dans  de  longs  détails ,  je  crois  <iu'on  me  saura  gré  de  donner  ici 
dne  Idée  des  moyens  proposés  par  cet  auteur. 

Heprenons  l'expression  a  +  A  t/^^  ,  et  dotinons-lui  d'abord 


n 


la  forme  \/^r^^-^~=^+-^^^={/^~j.  Si  on  fait  la 

somme  des  carrés  des  fractions  qui  sont  entre  les  crochets,  on 
trouve  que  celte  somme  est  égale  à  1 5  et  de  là  on  conclut  que  ces 
deux  fractions  peuvent  être  regardées  comme  étant  le  cosinus  et 
le  sinus  d'un  même  angle  a.  Désignons  aussi  le  module  \/  ûFTS^ 
par  A  :  l'expression  imaginaire  pourra  se  mettre  sous  la  forme^ 
A{cos(i  +  \/—isin(^), 

Censidérant  que  cette  expression  renferme  réellement  deux 
quantités,  le  module  A  et  l'angle  a,  M.  Mourey  propose 
de  regarder  le  module  A  comme  exprimant  la  longueur  d'une 

droite  O A ,  et  a  comme  étant  l'angle 
•^      AOX  que  fait  cette  droite  avec  un  iwe 

fixe  OX.  En  d  autres  termes  encore , 

^'  ^  ^  le  module  A  représente  une  droite 

d'une  certaine  longueur,  qui  était  d'abord  couchée  sur  l'axe  OX , 
et  qui ,  en  prenant  un  mouvement  autour  de  Vorigim  O  vers  la 
partie  supérieure ,  s'est  écartée  de  cet  axe  d'un  angle  «.  M.  Mou- 
rey donne  le  nom  de  verseur  à  cet  angle  ou  plutôt  à  l'arc  qui  le 
mesure  -,  et  alors  au  lieu  de  l'expression  imaginaire,  il  écrit  sim- 
plement A. ,  notation  bien  propre  à  rappeler  à  la  fois  et  le  modale  A 
et  le' verseur  a.  Il  propose  même  de  donner  le  nom  de  route  ou  de 
chemin  à  la  longueur  OA  placée  dans  sa  véritable  position  à  l'égard 
de  OX,  de  sorte  que  A  verseur  «  ou  A«  est  la  route  de  O  vers  A. 

Comme  une  droite  peut  faire  autour  de  l'origine  0  autant  de 
révolutions  qu'on  voudra ,  et  cela ,  aussi  bien  en  cornmençant  sa 
rotation  par-dessous  OX  qu'en  la  commençant  par-dessus,  il 
s'ensuit  que  le  verseur  peut  passer  par  tous  tes  états  de  grandeur, 
et  être  aussi  bien  négatif  que  positif.  11  sera  positif  quand  le  mou- 
vement de  la  droite  aura  commencé  en  dessus;  il  sera  négaltf 
quand  le  mouvement  aura  commencé  en  dessous.  De  là  résulte 
que  la  même  route  OA  peut  être  représentée  indifféremment  avec 
un  verseur  positif  ou  avec  un  verseur  négatif,  pourvu  que  la 
somme  des  deux  verseurs ,  abstraction  faite  de  leurs  signes  ,.S(Hlt 
égale  à  360  degrés.  ..'.      . 

Des  conventions  précédentes  il  résulte  qu'un  même  cheswn.  peut 
être  représenté  en  donnant  à  la  longueur  A  une  infinité  dâ  ver- 
seurs différents.  En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  queOA 
soit  un  chemin  déterminé,  et  qu'alors  le  verseur  AOX  soit  un 


■■« 
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angle  aigu  a  :  il  est  évident  que  la  position  de  OA  ne  changera 
point,  si  on  ajoute  ou  si  on  retranche  à  «  un  nombre  quelconque 
de  circonférences  entières.  Ainsi  se  trouve  établie  cette  remarque 
importante  que  si  on  désigne  par  Str  une  circonférence  entière,  oq 
360''9  et  par  n  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif^ 
rexpression  Am»h^«  représentera  la  même  route  que  Aa^  et  e'est 
ee  qu^on  ^prkn^  encore  par  l'égalité 

Lorsqu'on  donne  A  A  nn  verseur  égal  à  zéro,  la  longueur  A  ^t 
eouôhée  sur  OX.  Lorsque  le  verseur  est  égal  à  rr  ou  180"»^  celte 
longueur  se  trouve  du  côté  opposé  OX'  :  alors  elle  n*est  autre  que 
la  quantité  négative -^A.  Ainsi  l'on  devra  regarder  comme  tout  à 
fiait  équivalentes  les  deux  elpressions — A  et  A^. 

S70«  Après  ces  prélitninaireâ ,  M.  Moursy  établit  les  règles  du 
calcul  algébrique ,  puis  il  passe  aux  équations ,  et  refait  ainsi  l'al- 
gèbre en  son  entier.  Je  be  suivrai  point  cet  auteur  dans  tous  ces 
détails  ;  je  me  bornerai  aux  développements  nécessaires  pour  ex- 
^quer  ici  quel  sens  la  nouvelle  algèbre  attache  à  l'ancienne  ex* 
pression  imaginaire  \/  —A*.  Je  chercherai  d'abord  la  règle  à  Suivre 
dans  la  multiplication  dé  deux  quantités  quelconques  A«  etBi?. 
Ici  les  deux  facteurs  sont  des  grandeurs  A  et  B  mesurées  sur 

deux  droites  OA  et  OB,  qui  font,  avec 
un  axe  fixe  OX,  des  angles  AOX,  BOX^ 
représentés  par  les  vei'seurs  a  et  p.  Il 
faut  donc ,  avant  tout ,  donner  à  la  défi- 
nition de  la  multiplication  l'extension 
convenable  pour  qu'on  puisse  i'appli-^ 
quer  au  cas  dont  il  s'agit.  Or,  considé^ 
raUt  que  le  multiplicateur  %b  inâi<)Ud 
une  droite  B  qui  est  ééartée  de  la  droite  fixe  OX  d'un  angle  égal 
à  |i ,  M«  MouRET  regarde  la  multiplication  comme  ayant  pour 
objet  de  prendre  d'abord  la  longueur  A ,  dans  sa  direction  aetuelie 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  B ,  et  ensuite  de  faire  tourner 
la  nouvelle  ligne  OA'  autour  du  point  O  pour  l'éearter  de  cette 
direction  d'un  angle  égal  à  p  et  lui  donner  la  position  OC.  De  )k 
il  suit  qu^en  désignant  par  AB  le  produit  des  deux  grandeurs ,  ab- 
straction faite  de  toute  idée  de  position ,  le  produit  cherché  sera 

(AB)é^iff.  Ainsi  l'on  a 

ActXB^=(AB)«4.i^  : 
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C'Q6ttir»dire  qu'om  mulUplie  Us  modules  9elon  les  règles  çrdi- 
natres  de  Vurithmétique ,  et  qu'on  fait  la  somme  des  çerseurs. 

Si  les  deux  verseurs  sont  égaux  à  tt  ou  180«)  on  aura  A^^xB^ 
tsr(AB)>^.  Or  Air  6t  Bit  ne  sont  autre  chose  que  -^  A  et  -<-  B ,  et 
(AB)aw  est  la  même  chose  que  +AB  :  donc  — Ax^-^-Bcs^^ AB. 
Cest  la  règle  connue ,  — par^  donne  +. 

D'après  cette  règle  le  carré  de  A«  sera  (A*)»,  :  c'est-à-dire  qu'o/i 
fait  te  carré  du  module  et  qu'on  double  le  verseur. 

Donc,  réciproquement,  te  racine  carrée  s'obtiendra  en  e^r- 
trayant  la  racine  carrée  du  module ,  sans  faire  d'abord  atL  i- 
tion  au  s^erseur^puis  on  prendra  la  moitié  du  verseur. 

Venons  maintenant  à  rinterprétation  de  Texpresslon  imaginaire 
\/—A\  A  cet  effet,  remarquons  d^abord  qu'elle  équivaut  A 
V  (A'JMff+Tt;  dotic,  en  extrayant  la  racine  carrée,  on  aura 

V A*  =  AnTT+.i.TT  . 

Si  n  est  pair,  le  verseur  «tt+Itc  place  la  longueur  A  dans  la 
P  môme  position  que  ^tt  ,  c'est-à-dire 

dans  la  position  OP  perpendiculaire 

à  OX ,  et  au-dessus  de  OX.  Si  n  est 

,  .    ._  ,         I  impair,  le  verseur  /itt+^tt  placera 


X  O  ^  encore  la  longueur  A  dans  une  po- 

sition OP'  perpendiculaire  à  OX , 
mais  au-dessous.  Ainsi ,  dans  le  sys- 
'  tème  de  M.  Mourey,  ^expression 

V'— À*  n*oflre  plus  à  l'esprit  aucune  idée  d'impossibilité,  elle  re- 
présente deux  routes  OP  et  OP',  égales  et  opposées,  toutes  deux 
perpendiculaires  sur  Taxe  fixe  OX. 

CHAPITRE  XII. 

l^RÔlPOSttlOIfS  StJR  LES  NOMBRBS.  -^  GRANDBURS  mCOMMETI9U<^ 
itABLKS  ET  APPROXIMATION  DBS  RACINES.  ^  PROGRBSBIOlV^i 
—  FRAGtlOfrS  CONTINUES. 


Propositions  sur  les  nombres. 

3T4.  TRÊôittliÉ.  Un  produit  de  piusteurs  nambres  eniiers 
ne  change  pas  i  dans  quelque  ordre  qu*ùn  multiplie  seè  facieurêé 
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Supposons  d'abord  qu'on  mette  les  deux  derniers  facteurs  Ton 
à  la  place  de  l'autre*  Soient  a  et  &  ces  facteurs ,  etP  le  produit  de 
tous  les  précédents  :  je  dis  qu'on  aura  fab^fba.  En  effet,  mul- 
tiplier P  par  a,  c'est  prendre  autant  de  fois  F  qu'il  y  a  d'unités 
dans  a;  donc 

Pa=P-f-P+P+..-., 

en  comprenant  dans  cette  somme  un  nombre  a  de  termes  égaux 
à  P.  Pour  multiplier  Pa  par  b,  il  suffit  de  prendre  b  fois  chacun 
des  termes;  donc 

'  Pab=Vb+Vb+Vb+.... 

Mais  celte  dernière  somme ,  renfermant  a  fois  le  terme  'Pb,  est 
égale  à  Pfexa  ou  Pba;  donc  Pab=Vba. 

Si  tous  les  facteurs  de  P  étaient  égaux  à  1 ,  on  aurait  P=l  ;  Vab 
se  réduirait  à  ab  et  Pba  à  ba^  donc  ab=:ba.  Ainsi  le  théorème 
est  vrai  dans  le  cas  de  deux  nombres. 

Maintenant  considérons  un  produit  abcde,  composé  de  tant  de 
facteurs  qu'on  voudra.  A  cause  de  la  première  partie  de  notre 
démonstration ,  on  peut  échanger  les  deux  derniqrs  facteurs,  et 
l'on  a  abcde— abced.  La  même  raison  montre  qu'oneiabce^abec, 
et  ^ar  conséquent  abced— abecd.  En  continuant  ainsi  on  peut  suc- 
cessivement avancer  le  fadeur  e  à  toutes  les  places  vers  la  gauche  ; 
et  ce  qu'on  dit  du  facteur  e  peut  s'appliquer  à  tous  les  autres. 

Reprenons  le  produit  abcde  :  on  y  peut  remplacer  ab  par  ba  ,* 
donc  abcde^bacde.  Dans  le  produit  bac  on  peut  échanger  a  et  c, 
et  écrire  bca;  donc  bacde—bcade.  Par  là  on  voit  qu'on  peut 
aussi  avancer  un  facteur  à  telle  place  qu'on  voudra  vers  la  droite. 

Donc  on  peut  amener  chaque  facteur  du  produit  à  une  place 
quelconque ,  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  peut  intervertir  à  volonté 
l'ordre  des  divers  facteurs  sans  que  le  produit  change. 

272.  Remarque.  La  démonstration  précédente  ne  s'applique 
qu'aux  nombres  entiers  ;  mais  le  théorème  s'étend  à  toute  espèce 
de  facteurs.  Quand  il  y  en  a  de  fractionnaires ,  si  on  les  réduit  en 
fractions ,  et  si  on  regarde  les  facteurs  entiers  comme  ayant  l'unité 
pour  dénominateur,  on  peut  dire  que  le  produit  s'obtient  en  divi- 
sant le  produit  de  tous  les  numérateurs  par  celui  de  tous  les  déno- 
minateurs. Or,  en  changeant  l'ordre  des  facteurs  primitifs,  on  ne 
fait  qu'intervertir  l'ordre  des  nombres  entiers  <|Ui  composent  ces 
deux  produits ,  ce  qui  n'altère  en  rien  ces  prodaitç. 
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Quand  le  produit  renferme  des  facteurs  incommensurables,  pour 
reconnaître  la  vérité  de  la  proposition,  il  suffît  d'expliquer  le  sens 
qu'on  attache  alors  au  moi  produit.  Dans  ce  cas,  il  n'a  absolument 
aucun  sens ,  à  moins  qu'on  ne  le  regarde  comme  représentant  une 
limite  vers  laquelle  tendent  les  produits  qu'on  obtient  en  rempla- 
çant les  facteurs  incommensurables  par  des  valeurs  commensura- 
blés  qui  en  approchent  de  plus  en  plus.  Or,  ces  produits  successifs 
ne  changent  pas  quand  on  change  l'ordre  des  facteurs  ;  donc  il  en 
est  de  même  du  produit  qui  renferme  les  facteurs  incommensu- 
rables. 

S73.  Corollaires.  I.  Puisqu'un  produit  ne  change  pas  quand 
on  change  l'ordre  des  facteurs,  on  a  m>:.abc=abcm=^mabc  : 
donc  on  multiplie  une  quantité  par  un  produit ,  en  multipliant 
cette  quantité  par  les  facteurs  de  ce  produit.  Cette  démonstration 
est  déjà  connue  par  la  note  de  la  page  20. 

IL  En  général ,  lorsqu'on  multiplie  entre  elles  plusieurs  quan- 
tités P,  Q ,  R  y..:  on  pourra  considérer  leur  produit  comme  com- 
posé de  tous  les  facteuhs  de  ces  quantités.  En  effet ,  d'après  le 
corollaire  précédent ,  si  on  écrit  les  facteurs  de  Q  à  la  suite  des 
facteurs  de  P,  on  indiquera  un  produit  égal  à  PxQ ,  par  la  même 
raison ,  si  après  tous  les  facteurs  de  P  et  Q  on  place  ceux  de  R , 
on  indiquera  un  produit  égal  à  PxQxR,  etc. 

III.  Il  suit  de  là  que  tout  nombre  entier,  qui  divise  exactement 
un  des  facteurs  d'un  produit  de  plusieurs  nombres  entiers ,  doit 
diviser  ei^actement  ce  produit. 

A  ce  sujet ,  on  doit  observer  qu'un  nombre  peut  quelquefois 
diviser  exactement  un  produit ,  quoiqu'il  ne  divise  aucun  facteur. 
Par  exemple,  20  ne  divise  ni  12  ni  lô ,  et  cependant  il  divise  le 
produit  12x15  ou  180.  Il  en  est  ainsi  parce  que  20  est  composé 
de  facteurs  dont  les  uns  se  trouvent  dans  12  et  les  autres  dans  15. 
Mais  si  le  qombre  20  n'avait  aucun  facteur  commun  avec  l'un  des 
deux  facteurs,  il  devrait  nécessairement  diviser  l'autre  :  c'est  ce 
qui  résultera  du  théorème  suivant. 

274.  Théorèke.  Tout  nombre  P  qui  divise  exactement  un 
produit  AB  de  deux  nombres,  et  qui  est  premier  par  rapport 
à  Vun  d'eux,  doit  nécessairement  diviser  Vautre. 

Supposons  P  premier  relativement  à  A.  En  opérant  sur  ces  deux 
nombres  comme  si  on  cherchait  leur  plus  grand  diviseur  commun, 
on  doit  parvenir  à  un  reste  égal  à  1.  Soit  A>P  ;  nommon;» 
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Q  le  quotient  de  A  par  P ,  et  R  le  reête; 
Q'  le  quotient  de  P  par  R ,  et  R'  le  reste  5 
Q'  le  quotient  de  R  par  R',  et  R"  le  re«te  { 
etc. 

Ces  divisions  successives  donnent  les  égalités 

A=PQ+R,  P=RQ'+R',  R=R'Q*+R',  etc. 

Multiplions  par  B  les  deux  membrea  de  chacune  |  puia  diviaoiuh> 
lea  par  P  \  il  vient 

AB     nr^.  BR    n     BR,^,  BR'    BR      BR'    „,  BR"      . 
-p  =BQ+-p-,  B=^Q'+-^, -^  — -p-Q+.-p-,  etc. 

Diaprés  Ténoncé ,  AB  est  divisible  par  P,  donc  le  second  membre 
de  la  !'•  égalité  doit  être  entier  ;  et  comme  BQ  est  nombre  enf/er, 
fl  faut  que  BR  soit  divisible  par  P.  La  8*  égalité  prouve  qoeX^  di- 
visibilité de  BR  par  P  entraîne  celle  de  BR'  par  P;  puis,  la  » 
prouve  que  la  divisibilité  de  BR  et  BR'  par  P  entraîne  celle  deBR" 
par  P  ;  et  ainsi  de  suite.  Les  produits  de  B  par  tous  les  restes  suc- 
cessifs seront  donc  divisibles  par  P.  Or,  dans  la  suite  de  ces  restes» 
on  doit  trouver  l'unité  ;  donc  le  produit  Bxl  ou  B  est  divlstbfe 
par  P.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

275.  Corollaire.  Un  nombre  premier  P  qui  divise  un  produit 
ABCD...E  de  plusieurs  nombres  entiers  doit  diviser  l'un  d'eux. 
Décomposons  ce  produit  en  AxBCD...E;  puisque  P  est  on  nombre 
premier,  s'il  ne  divise  point  A ,  on  pourra  le  regarder  comme  pre^ 
mier  à  l'égard  de  A ,  et  d'après  le  théorème  précédent  il  devra  dl- 
Yiser  BCD...E.  Ce  dernier  produit  se  décompose  en  BXCD...E  , 
et  on  conclut  encore  que  si  P  ne  divise  point  B ,  il  devra  diviser 
CD...E.  En  continuant  ainsi  on  voit  que  si  aucun  des  feeteurs  qui 
précèdeut  E  n'est  divisible  par  P,  E  devra  l'être.  Donc  P  divise  Tun 
des  facteurs. 

2T6.  Théorème.  Il  tHexiste  qtfun  seul  système  de  runnbres 
premiers  dont  le  produit  soit  égal  à  un  nombre  donné  .*  on ,  ^i 
d^ autres  termes  ^  deux  produits  de  nombres  prendefs  ne  pe»- 
vent  pas  être  égaux ,  à  moins  qu^ils  ne  soient  eomposés  de  fac- 
leurs  égaux  chacun  à  chacun. 

Soient  a6f7d...  et  ABCD....  les  deux  produits égattX.  Ptitecttlele 
produit ezfecd....  est  divisible  par  rt,  le  produit  ABCD....  doit  Tètre 
aussi  :  mais  a  est  un  nombre  premier  ainsi  que  A ,  B,  C ,  ete,^ 
donc ,  si  a  n'est  point  égal  à  quelqu'un  de  cei»  Itieteurs,  if  ft^f^eimm 
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diviser  aucun  d'euit.  Or,  d'après  le  théorème  précédent,  a  ne  di** 
visant  ni  A  ni  B ,  ne  peut  point  diviser  le  produit  ÂB  \  ne  divisant 
ni  AB  ni  C,  il  ne  peut  point  diviser  le  produit  ABxG  ou  ABC)  et 
ainsi  de  suite  :  donc  a  ne  pourrait  point  diviser  le  produit  ABCD. . . . 
Il  faut  donc  que  a  soit  égal  à  l'un  des  nombres  A ,  B,  C...  Sup- 
posons a=A  y  et  divisons  les  deux  produits  par  a.  Les  produits 
restants  bcd..r.  et  6CD....  seront  enccxre  égaux,  et  Von  pourra 
leur  appliquera  raisonnement  précédent.  On  conckira  donc  que  b 
est  égal  à  l'un  des  facteurs  B ,  C ,  D... ,  à  B ,  par  exempievOn  fera 
v(»r  a^EnblaUement  que  o  est  égal  à  Fun  des  autres  facteurs  »  et 
aûisi  de  suite.  Donc  les  deux  preduila  êibod.*..  et  ABCD.«.«  soilt 
composés  des  mémea  facteurs  prenriwa. 

Cette  démoQstratioQ  ne  suppose  pas  que  les  nomlMres  a^b^  c,... 
soiest  inégaux  :  de  sorte  que  si ,  dans  le  premier  produit,  un  fao* 
teur  se  répète  plnsieurs  fo»,  il  doit  se  répéter  daas  le  second  un 
pareil  nombre  de  fois. 

277.  Les  corollaires  de  cette  poropoution  sont  nombreux  t  je 
me  bomearai  aux  principaux. 

L  Un  produit  de  plusieurs  neeibres  confient  tous  tes  facteurs 
{u*^miers  dont  ces  nombres  sont  composés ,  et  il  n'en  contient  pas 
d'autres.  En  effst,  il  est  démontré,  d'un  c6lé  (373,  cor.  II) ,.  que 
le  produit  de  plusieurs  nombrea  peiU  être  considéré  comme  com- 
posé de  tous  les  facteurs  premiers  de  ces  nombres  ^  et,.d'iui  antre 
côté  (376),  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  système  de  facteurs  premiers  dont 
le  produit  soit  égal  à  un  nombre  donné* 

IL  Une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre  eux 
ne  peut  pas  être  réduite  à  des  termes  moindres.  Supposons  que  a 
et  b  sQient  des  nombres  premi^s  entre  eux  ^  et  qu'on  puisse 


a      al 


avoir-T  ==^  r??  ^'  ®t  U  étant  des  nombres  respectivement  moindres 

que  a  et  6.  De  là  on  tire  aV=bei.  Mais  a  et  b  n*ont  point  de  faè* 
leurs  communs^  donc  al  contient  les  facteurs  premiers  de  a^  ekV 
contient  ceux  de  b  ;  donc  les  nombres  a'  et  ff  ne  seraient  pas 
moindres  que  a  eib. 

UI.  Deux  produits  de  nombres  entiers  sont  premiets  entre  tux 
lorsque  tous  les  facteurs  de  l'un  d'eux  sont  {Hremiers  par  rapport 
à  ceux  de  l'autre.  Soient  ABC...  et  abc...  les  deux  produits.  Le 
produit  ABC...  n'a  pas  d'autres  divkseurs  premiers  que  ceux  des 
nombres  A,  B  ^C,..«  et  le  produit  abc^  n'en  a  fat  d'autres  que 


224  LEÇONS  d'algèbre. 

ceux  des  nombresa,&,c,. ..  Donc,siaucundes  nombres  A,  B,  C,.„ 
n'a  de  diviseur  commun  ni  avec  a,  ni  avec  h^  ni  avec Cy  etc.,  les 
produits  eux-mêmes  ne  pourront  pas  avoir  de  diviseur  commun. 

lY.  Si  a  et  6  sont  des  nombres  premiers  entre  eux ,  les  puis-- 
sances  a^  et  b'  sont  dans  le  cas  du  corollaire  III  \  donc  elles  repré- 
sentent des  nombres  premiers  entre  eux.  Les  exposants  m  et  n 
peuvent  d'ailleurs  être  égaux  ou  inégaux. 

V.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  n^nbres  est 
égal  au  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  ces  nom- 
bres. Soit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres. 
Par  le  cor.  I ,  on  sait  que  tous  les  facteurs  premiers  de  D  doivent 
se  trouver  parmi  les  facteurs  premiers  de  chacun  de  ces  nombres. 
D'ailleurs ,  aucun  autre  facteur  premier  ne  peut  leur  être  commua 
à  tous  ;  car  s'il  en  existait  un  autre ,  d^  ces  nombres  admettraient 
pour  diviseur  commun  le  produit  Dd^  lequel  serait  plus  grand 
que  D. 

De  là  il  suit  que  si  on  détermine  le  plus  grand  diviseur  D  com- 
mun à  deux  nombres  A  et  B ,  puis  le  plus  grand  diviseur  D' com- 
mun à  D  et  à  un  troisième  nombre  C,  le  diviseur  D'  sera  le  plus 
grand  qui  soit  commun  aux  trois  nombres  A ,  B ,  C.  On  conti* 
nuerait  de  la  même  manière  s'il  y  avait  plus  de  trois  nombres. 

\1.  Plusieurs  nombres  étant  donnés,  composons  un  produit 
de  telle  sorte  que  tout  facteur  premier  appartenant  à  quelqu'un 
de  ces  nombres  se  trouve  dans  ee  produit  avec  l'exposant  le  plus 
élevé  dont  il  soit.afifecté  dans  ces  différents  nombres  5  le  produit 
ainsi  formé  sera  le  plus  petit  nombre  divisible  par  chacun  des 

nombres  donnés. 

Il  est  clair,  en  effet ,  que  si  un  nombre  ne  renferme  pas  ious  ces 
facteurs ,  ou  s'il  les  renferme  à  des  exposants  moindres ,  il  ne  sera 
pas  divisible  par  chacun  des  nombres  donnés-,  et ,  d'un  autre  côté, 
si ,  outre  ces  facteurs ,  il  en  contenait  d'autres,  il  serait  plus  grand 
que  le  produit  dont  il  s'agit. 
>  278.  Problème.  Trouver  tous  Us  diviseurs  d'un  nombre 

quelconque  N. 

La  première  idée  qui  se  présente  est  d'essayer  successivement 
la  division  du  nombre  N  par  chacun  des  nombres  1,2,  3,  4,... 
jusqu'à  N  \  mais  on  peut  abréger  ces  tâtonnements.  Soit  D  un 
diviseur  de  N ,  et  D' le  quotient  de  N  par  D  :  on  a  DD'=rN,  (m , 
sous  une  autre  forme ,  DD'=  V  ^X  V  N .  Donc  si  D  est  <  V/  N , 


\ 


flôùrs,  seront  les  diviseurs  >Ç/N.    .  :  ;.  v   '  >  ..:   j 

Par  exemple,  soit  Nit=î360.  La  radiie  carrée  <!e  36Ô  est  comprise 

«nlre  îô.et  19:  aibsi,  on  divisera  360  seatémeht  par  les  nomiÂres 

3,-2,  3,* ..  I8;©e  cette  manière  on  trouve  tous  lés  divîseurS'cfô360v 

^     1,-  5,     â,    4,^^,-  6'   ë;    9,40;   12,    15;,    18;'  ;^ 

360,  180,  120,  90,  72,  60,  45,  40,  36,     30,    *â4--  ''26i  ^^* 

279.  Problème;  rôrnïer'urie  tàbieae^nombreYpreTnîers. 
f  On  àppëne'ïïMflM^>réJ^lér  <»lij^  diviseurs^  qiiiè 

rattiiéetlilHiiiêitoe.'  Lors  donc  (Jif  div  non^Bi^e  êtënt  doïiné ,  lè  p^ô^ 
èëdé  ci-dessus  n^  fera  découvrir  ààêiin: antre  diviseur,  6n  sei*k"i^ 
que  ce  noihbre  est  pi^èinier.  Poiir  éviter  ces  calculs ,  qui  peuvent 
ÔIré  fort  li^tigs,  oA  a  eènstriift  des  tàWes'qui  renferment  tous  les 
nombres  premiers  jusi^'à  certaines IfmitésC*).      ;  '•  ;•  n 

^La  màdîërelir  pluis  sîmpfé'âèles  èoéstrùn^e  consiste  à' écrire  idê 
suite  les  nombres  impairs  3^6, 7^ %£t0.,  jusqu'à  telle  limite  qu'on 
WP^""?^  ^^  *  effifcer  tous  les^ulUg^çft  de4^,lpu?,.(|eH)^,4?,  5,,|9us 
ceux  de  7,  etc.  Il  est  évident  que  lea,u^(p^e$  iMf^^^f^f'!?P)?y^ 
sçuls qu^ resterçmt,  Ala,tô^.^.fe^ îipm^rçf  il^p^^ft^y^P  î^^r 
de  placer  1  et  iS.  .,,       •    ..   ,        v    »•  .  ,,    ., , ,      -,  ■. .    ..,  -, 
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S^  5,:Y,  etp'.,. d^  .ae^^2(  à  p»j;lif:  (}e;5i,Gç^^;^?,.^,  ^Al??MÇp/?Btâfl^ 

^e  5,e»  5  àpomwppçr.de ^'^ç^aipsj  de^yilp^'^.l^O/.  -jv.  ;  ;u.  >  : >} 

280.  Remarques.  I.  La  suite  des  nombres  premiers  est.iJUnM^q^ 

tous:  Si  on  forme  \^M9^nK^Ft\%'h^^îÀ«i^a^^'^^^ 

'  (  )  Lbgendre  cile  particulièrement  les  tables  de  Chsrnag  et  celles  de  Burckhabdt, 
ItafoeUefildt.Ckiîttv&^ioq  téddveaousUjË»  iiokilibelrfiiteUilers^j^^       f>çaaoéé-, 

I  e^  les  diYisçuï8>(i^tf>usrl;E»ja«t^^a  BOjn$ref.çqppri»4ffiS2e^He:HmHa4!Ç;ça{esi4^ 

'  BuicKHARDT  s'étcndcnt  jusqu'à  3  036  000. 

^   (•*)  Représentons-nous  une  njanchetle  percéejje  \i(m ,  au-dessus  desquels  le« 
nombres  impairs  3,  6,  7,\ittrC>ëlmtT)îatés|)aVar(ïre;  puis  à  mesure  qu'on  arrive,, 
en  les  comptant  de  trois  en  trois,  de  cinq,eofriiM|î,  dQèeptârWpIVQIî.,  ami  ïmX*u 
Uplcs  qu'on  doit  effacer,  conceypç^^/m^i|^aiss(^^happer  ces  multiples  k  travers' | 

,  les  trous  correspondants ,  il  ne  reslei'a'^uf  la  pTancïietle  que  les  nombres  premiers^  ; 

'  •  15  / 


Qf^mbr^s.erwi^ra^Jil.lbudr^it  que  to  nombrerP+l  >  Vi  est>n;^ 
fl^  ,^iyi«ib)Q(  par  qi^erlqu' w  <te  oeSs  nMabro0.i  Qr^  ;  oela  ^efib  évMeckf- 
mçnt  impossible ,  car  il  y  aura  toujours  IdirastQ  %.  Dosn^tl  i^.ia» 
jlQg^ll^  qtie  l9  3ujite  des  iiQiobrea  premiers  sQiUHmi^, 
'•l)ffi£p  cpnuiiarf^Qt.tou»  tes  npiDbrqp  i^veQ^^a  œutliples  4'aB 
mi$im:iK>rnbre»,  Qq  q^  oonduitiÂ  lei»  ipn^entw  aoua  difltéreates 
formes  dont  on  fait  souvent  usage.  Par  exemple,  si  on  les  co«f«m 
aux  multiples  de  6 ,  on  pourra  d'abo^rd  les  représenter  par  une  des 

•  *  • 

gix  formule».  ,  , 

Gx,  607+1,  6x+2,  6x+S,  6j:+4,  6^+5,, 

4f^sl^fi4uel)^«  e^tup  ^n)bi)d  eptj^r  4ip€)kHm«l^0MAia»iQune 
veut  q^mn^^  fl»«  lef(rtW?bw»iprQTOers>:iï  mfyt^t^tcommm 
g^ieles^^MX'fpOTW^s^ffiH-^î^*^  ^M/fe»]i*WPenlWM 

«pm})W6  fljfiaiMefj^par  2  oiiipgr  3h  Oa.pftut^uftai,  àitetB^^ô^  dft 
6:ç+^,  jécffiTjft^teTh  t>TTTl ,  «W,t>iWie*ç<»ei^--^iiPWq»P  ^  «Pfe« 
nombre  entier  quelcpnqueiifAjBsi:^^^^  lefî  pp^mbf««ffiinem'Wfik>i«ff 

9fy[)(é:9!  i^t  ;3.Qa^  iç(i^t  4^Yi^]w:&  de&^^ot^^m^m  dw«itoffoiwii<o 

■^On  i^aîibnilëralt  d'uae  ihainîère  âttii^oèué',  ii  on  c^nsîdëratt  a*àtt- 
très  multiples  que  ceux  tie  6.  '    '•     '  ,     >      • 

'  »8ï:  PiîoSfeè»rfe.'  Déàoniposer  tin  nombre  en  fUcteûf^è  p^'é^ 
miers,  et  trouver  ensuite  tous  ses  diviseurs. 

tte'tibbtoe  qnfefcohqtie  W,  jJ'Jlii'èstïJas  premier,  ï^etrt  ê^retépré- 
éenté  pirte  produit  de' 'phteifetirs  nombnôs  premierî ar,  &,  (?/etc.J 
^evés  tfeacxin  à  une  certaine  puîssahce  \  de  sdfte  ^'on  peut  tôa- 
jours  supposer  Ns^^-ft"^-..'.  C^feitcelte  flécoiài'pbkfttbn  qù'fls'âgtt 

.p^^^iptttrt»  elièmï)WTè  ii(m^t^^«^^^é%  mxi^^.^l^r'iW'^ 
«lafttHié^Wto^*fe^^»*^^ev«tontrotlYéa»s^    ^^^    '     '  '     ^^ 

3ÔÎ=^5î>af=i26x2x2^63x^^^  7    " 

Alors  je  divisejô  J  Auéanfejdte  Cote  quaipossibie  par  3,  fltiii.e9tle  ptasf#4 
ttt  noiribrépiiemler  a«*desà«3  dé  »^|étfil^t  e3==atx3éi=7x3><»î 
Doncona  ^   a  ■•  ^  j  ' 

■•■•'  ■^='    '"'",;  ^ô4^=^xâ><3x^x2><î,-    _.  ,,,..,    ,  . 

Ott*iMi,sous<a»e  autre  tonne,  »  '    ■ 

-^_^  ^;   •  _  504=23^3*X7.    ;.     .,      ;     .,.    ..,  ' 

Les^môûS  par  â  obI  ameoé  le  ;qttolioat;7-  Si  ce  quotiwît'tfétott 


t^^^t't 


pas  un  nombwiiranier,  rnim&tMmsêr^^  l^^péhffioâîl'éto^çssflyàM 
fucçessiyeinent  Jeâ  autresnomlffes  pj^miers-ô,  7,«te.^  >  3  * 
J!i/Ia^teQai]^t  on.form  faoUeme^i  tous Jes  diyjs^im^  S^$*.  Ils 
qe^,^Qni  au(i*ç$  que  ]efiK)n2)>reS;<ii^'^  ob^eot  ^  .{MPeaM^ttem^l^ 
fi^eteurs  premiers  un. à  uu,  j^eux  à  deun ,  etr^  P§^ur  é(De  0^.  dt 
ft'pmettré^uain  diviseur,  (»i  adopte  la  disposîtiaiQ^fiiwHite.; .  ^j 
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504 
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252 

2 
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:^ 
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3 

21 

3 

7: 
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9,     1«,  36,  .^2,     . 
.   7r -H,  28,    a0,^21,    '-»,-    '•  •       ■  •'    ï'''' 
84,  168,  63^  126,.  252,50^.   ,,,,    ,. 

La  1'*  colonne  à  gauebe  contleat  leoiombce^temié  504  et  les  quo- 
tients des  diTisîons  ailccêssives7Xc"5lé  de  ces-Dômbres,  dans  une 
2*  colonne  ^.sont  écrits  les  nombres  premiers  qu'on  emploie  comme 
âiviseiurs ,  et  qu|  sont  les  facteurs  premiers  dp  nombre  504wEnQu» 
oh  place  11  diroîle  de  celte  colonne  tous  les  diviseura  de  504 ,  et  je 

vais  dire  comment  on  les  trouve. 

.  _ .  '^         »  —  ■ .         .  ■  • 

En  tête  deiaiS'  «^ionoe ,  imais-au-dessus-ëe  la  I^Re-qui  con- 
tient 504,  on  écrit  d'abord  Tunité/  qu'on  doit  regarder  comme  le 
ji'emier  ^TÎseùr  âe  5<W.  Oh  liiultîplfe  t?ettetinitë  pair  le  premier 
nombre  de  !a  -9^  colortnte ,  et  xm  a  ainsi  te  diviseur  2f  4u*oû  éorît 
à  c(ttê  dércé'hombrè.  Ohinuîtipïîe  ensuite  les  diviseurs  déjà  trou- 
vés, 1  et  2 ,  par  le  deuxième  nombre  d$  la  2»'  colonne;  et,  éii 
otneltant  fti  répéli tîon  du  produit  1  x2  ou  ^ ;  on  obtient  lé  nouveau 
diviseur  4,  qu'on  écrit  sur  la  ligne  du  dernier  ntiWtipncateur.  Ott 
continue  de  la  même  manièi*e  jtlsqu'^ioe  qu'on  multiplie  enOn  par 
Wf  tàtoliec  tmalm  û^Mi^^immei^JOê  quL  produit  une  ddKBite 
suite  de  diviseurs ,  laquelle  sera  toujours  tenaîBéej  par  le  fMMputtee. 
donné. 

,  Qas^d  on  connaît  les  facteurs  premiers  d'un  nombre ,  on  peut 
encore  trouver  ses  diviseurs  par  un  autre  procédé.  St^pposç^qu'ui^ 
nçpbre  N ,  décomposé  en  factep;-s  premiers ,  soiL      . 

kv  diviseurs:  4e  N  BONmt  reprësenlés^par  la.  fermute  a'^b^c^'^i^; 
dansîlaqiielte  les  esposania  jTfy  rl^^y.  ^  ne  doivisnt  p^int  -surpas^ 
ser  m,n,p....  Par  là  on  rceonnatt  quecos  divideâflsseront  leâ^dif- 


sas  jjeçoMjp^ALisèimu 

CéFeqbs  termes  qu'-on  <>bUent*«n  effectuant  ie  prodmt  '  -    *  ^  ^  : 

*  •  '  *•  * 

'  283.  Remarques:  La  multiplication  des  deux  premiers  poly- 
nômes donné  un  nombre  de  termes  égal  à  (m+l)(n-t-l)  -,  par  corr* 
séquént  ceHe  des  Iroi^  premiers  polynômes  en  donne  un  nombitî 
égal  à</»+l)(/î+l)(/?.+l) ,  et  ainsi  de  suite-,  donc  le  nombre  de 
tous  les  diviseurs  de  N  est  exprimé  par  la  ff  mf ule 

En  même  temps  ^on  voit  que  P  est  la  spmme  de  tôofi  ces  divi- 
seurs. Or|,  on'Jsait  (33)  que  les  polynômes  qui  composent  P  sont 

respectivement  égaux  k  r — — r-  ,      .^     ,  etc.;  donc  la  somme 
de  tous  les  diviseurs  de  N  peut  s'exprimer  par  la  formule 


•^  » 


Par  exemple,  prenons  N=604=25x3*x7  :  on  aura  /n=r3,n~2J 
/)— 1 .  Donc  le  nombre  des  diviseurs  de  504  sera  4x3x2=24  3  et 
la  somme  de  tous  ces  diviseurs  sera 


»  -y 


24_i       3^ — 1       7*— 1  ^  -- 

283/Pao3LÈME.  Combien  de  fois  un  nombre  premier^  estril 
fadeur  dam  ta  suite  des  nombres  naturels,  depuis  1  jusqu'àrui 
ou^en  d'autres  termes,. quelle  est  la  plus  haute  puissance  de.  9 
qui  divise  leprod\iit  1.2. 3.^1.  n?  ■  :  .  l  .     :  .  .^  r 

Soit  n^  la  partie  entière  di*  quotient  de  n'par  ô.  i)^DS  la  suite 
proposée  on  trouve  Jesw' facteurs,  e ,  20,,  30,.;.^  du  produit     ,;    -^ 

etdlieatcladr  qu'ils  sonties  seuls  qui  soient  divisibtes^par  a.  Ce  pro^ 
doitpOTt s'écrire. ainsi  :         .  •     :     .  ^>  - 

1.2.3....  Ti'xô"'-, 

-   .  '  '  '  * 

donc  on  aura  la  puissance  cherchée  eh  multipliant  0"'  par  la  plus 
haute  puissance  dé  0  renfermée  dans  le  produit  i.5.3...7?i'. 
Le  même  raisoTineraent  peut  se  répéter  sur  ce  produit,  de  sorte 

* 

que,  en  appelant  /^"  la  partie  entière  du  quotient  de  n'  par  0,  on 
verra. que  la  pluB  Muté  puissance  de  0;  canteaué  dans :1e  dernier 
prjçtduât:»  se  compose  de  ia  puissance  0*^  muKipliée  par  la  plus  haute^ 
pwi^sancetfc^ôcoatèRijtôidans  1.2v3.ivn'^  :         :^  .      .      :  .   :-- 


.  '.  âèBibiaU«Bieiit  ^  en  npmmant  n"  la^partie  «ntièire  du  qootienC  de 
tH  par  0,  on  sera  encore  conduit  à  chercher  la- plus  haute  palssanee 
de  6  renfermée  dans  le  produit  1 .2.3.../i'*. 

On  continuera  ainsi  jdSqtfè^eqù^onpaiprîenné  à  un  quotient 
<"©.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  ce  soit  rT^  alors  on  con- 
dufa  quèla"  pluâ  baûlè  puissance  de  0>  caritemie  dans  le  plrôctuit 
4oD»é  l,î;3.../i^,  est  e'^*^«''■^r^:  ;     '*    f 

-  Veut-on  savoir,  par  exempre,  quelle  est  ïa  phis  haute  puis- 
sance de  7  qui  divise  le  produit  1 .2.3...  1000?  On  fera  n  =^1000; 
et  êri  ne T)rêriaht"quê  lés  parties^ entières  des  quotients,  on  aura 
fWO      -         142  20  ■ 

— -  =  1 42,  —  =  20,  —  =  2.  La.  somme;  de  ces  qiioti^ts  étant 

IQA,  il  s'ensuit  que  la  puissance  chereliée  est  7'^. 

284.  Corollaire.  Soient  rriyn^p,  g^...  des  nombres  entiers  telfi 
qu'on  ait /n=n+/?+g....^  rexpressiôA        -    ' 

-  ^  _  ■*"**  .         ■"       l.«.-«5.4.......  Tft  ~'    • 

1.2 /i^l.2.,..pxl.2....gxetc. 

représentera  toujours  un  nombre  entier.  En  effet ,  soit  B  un  fac- 
teur premier  du  dénominateur,  on  aura  . 

6      ô     e  *  ô  ' 

En  nommant/?/^  ^'^P^^  î'^y-  les  quotients  entiers,  on  aura  dpne 
aussi 

m'=  ou  >n'+y+g'+etc. 

Si  on  divise  de  nouveau  par  0,  et  qu'on  uopime  m%  n%...  les  nou? 
veaux  quotients  entiers,  on  aura  parçillemeot 

On  continuera  ainsi  tant  que  les  quotients  ne  seront  pas  tous 

moindres  que  B.  Alors,  en  ajoutant,  on  aura  '  "  .'^ 

fc  '.'     .     ■  •  -  .     .     .     .  .  •        ,  •. ^ 

;    ou  Xn'+/»'+....) +  (/+/+....)  + (3'+^+....)  + etc..  .  • 

Or  ces  différentQsjoQna^  font  connaître  les^phis  hautes  puisNuràr 
4fedj»i^J(98qoeUe8  0Q  peut  diviser  leapi»^itoqoiicoiDpâKnU^à^^ 
pmsiQaCl]!  dkHic  il  n'y  a  aueua  facteur  pranier  dansr  lé  dénonK 
oMeur  do  cette  expression  qui  ne  soit  à  une  pùissànee  wi  moiss. 
égiytei  daii;».iOO.  oiunéiateur;  donc  i^tte  expreuion  représenta  on 


SM  LEÇONS  i  D'AUSàlKE. 

€onUin«tiûD.  —  Xhé^rèflWMr  les  rs<iidiif»       <      , 

28&  Theorèicb.  Sçii  p.  im  namfrr^  premier  par  r0pp(^i  é 
a;  xî  on  divise par\p  les  multiples  mecesnfsiée  ^mqiiA  (|^-r4)a 
inclusivement^  le$  Késidm  oui:esM.de'C^  d^ifiMoms.  eer0nt 
tous  différents^ 

..  AdaaettoQs  que  deux  mulitiples^im(  et  nila^  noiodites  qu^jNi^ 
puissent  donner  le  même  résidu  r.  En  nfOmmantEret  Ë'  les  entîeiS 
desqûetienls,  on  derraît  atôîr  '   ' 

S  on  retranche  ces  égalités  Purie  de  l'autre,  il  vient 

(m'-m)a^(E/^E)p  d'où  ^~^^^-E^~E;       . 

et  comme  p  est  premier  avec  a^  il  s'ensuivrait  que/?  divise  rri^m, 
ceqai  est  îHipossiWe  puisqaem  et  rrt  sont  <;/>.  ' 

Remarque.  Appelons  r^  r',  r^,..'.  les/? — 1  restes  qu'on  bbtrent 
en  divisant  a^  2a,  3a,...C/?— "î)a^par/);  et  supposons  qu'on  ait 

a=E/?+r,  2a=E7>+jr',  3é2-E^/?+r'',  etc. 

Si  ott  ajouté  />â?  à  cîiaque  égaKté,  on  a   *  ^" 

(/?+l)a:=(E+a)p+r,  (p-h2)a=(E'+a)/)+r',ete.-,     "" 

donc ,  après  avoir  passé /?a  qui  est  le  premier  multiple  de  a  divi- 
sible ^rp^  les  mtdfcfpîes  suivant»  ramènent  Teé  Vestes  d^à  trouvés; 
et  dans  le  même  ordre.  SansI  pouSstrtr  ha' démonstration  plus  loiû, 
il  est  clair  que  cett^:péFÎoâB  da^restes  SB^repmduit  après  chaque 
multiple  de  â[  divisible  pac/>.    ,  .   ,    ,,   •     j.   ..Vi   a. 

286.  Théorème.  Siait  p  unmvpp^ejfenUfef^  ^P^^HIW^f0T^ 
vise  par  p  la  suite  des  puissances  1,  a,  a*,  a^...  il  y  en  aura 
au  moins  une  avant  a^  qutlUfss^rcPun  résidu  ^gjal  à.}  \lusgu*à 
la  puis  petite  ;lous  lès  réslduf seront  ^ijféféhts  i  et  au  delà,  les 

*:/iiëS).fé»dxift>d0i«ttt  Ittrer  nseindiieBiqte'/^/^^il^â^^pMA;^^  ëÈf 
Ummsi  v^sf^^p^f^ismÈAtAméimi» ;  ébàc ;  thitia-  le&'p^^fim^ 
iHKrSttemntside^  la  suite  ifa,a*^.^.aP'^*.i.é^'0fiej^^'^'i^^i^f^' 
doux  qui  donaent  letoièaie  rà^idii..E«i.Ies7qiiséscaAaiit^pnr^et:à^> 


'.  1 


De  là  ôn  tire  .  ^ 

et  comme  p  est  premier  avec  a,  U  devra  diviser  a"^"""*—!.  Donc 
on  aura  Tunité  pour  résidu  en  divisant  par/>ïa  puissance  a"*'""*^ 
tt(jaëneést<a'^.  '      '  ^ 

Désignoéé  par  «*»  là  i^lns  petite  puîssatice ,  èintre  qtié  ^,  (ttlî 
donne  le  résidu  1 ,  toiis  les  résidtis  précèdëiit^'seront  fnëgaàx  exitïë 
ant.  En  éfféï,  si  pour  deux  puissàfricefe ûj^  et  â^"''^,  liiottiiîrès  que  a", 
on  pouvait  atbîr  les  égalités  [ïj,  on  fencoWèldr^ît,  comme  totïll'îi 
rheure,  ^è  fe  prliHiiàtice  ô^'"-*  ifonùeraïC  le  ré^dïr  if^it  cbnëë- 
quent  a'  ne  serait  pas'  la  plus  pè'titë  t)Uisskncé  ijtri  jouît  de  c'éttè 
propriété. '^'^  "^^  ■"■■''   ■        '•     ■^•"     ■  :"    •    .. 

S<illa«i^>+l,KiHantënWer:  Audelàjôhïrar^  '  '  ' 
a''+'=Eô/?-J-a,  «"-t-'^Ea'p+eï»,  a'*+^=Ea^^+aSetc.j 

dçjQç^pour  le^jpui^ancçs,r(ï?,  ««^fv— !fl^'"~'îjf'le?ïi^i^"s  seront 
3W?f^sivfipçat  lp3,  njjômes  q(u^^  ,  , 

Pour  a*"  le  reste  sera  1  commç  pouf  4^".ica/r  r^9(^^j(;ï''.==^Eif?:ir4ii 
W:l*ing^dpliaqt|>af:,<z%  4onne^*«;=:Ea7?-f  <.  >^vçc;ift.r/*jswaô"" 
mei^tpréçédent^  ^nîf^r:^  donc  voif  qu<^  ^e  af'î  àa^"7:%  lf^.pvi|ss^^ae|^ 
dj9imient jençorjç  lai:pênie.pém(]^;de];ç^tes,(,/çti9J^irjde^uii;^.  .^.^ 

^87.  Remarques.  I.  En  partant; .dej,rég€\li^t^  ^"ttt^jî-IîiÎj  i^H:? 
«»"=£«"/>+«",  a^''^Ea*"p+«"'^  etc.;  et  de  celles-ci  on  conclut 
que  le  résidu  1  correspond  à  tous  les  çxposailts  niùltipres  den.  On 
peut  même  affirmer  que  (eut  exposant  plus  grand  que  n  qui  ra- 
i«ène  ce  réslcTt^  doit-Sl're  mtiltfple  Hé'm  En  mi'iëh  a  dS  bfeéi^ 
iftife  haarc^e  te  i^fiiidn  d'urife  pnlé^ttfe^dë  ^tié'fttfaiige  ^s  qùâiitt 
on  àjdàtë  on  qii*bri^èlië  à'rëxpofeanï ^HhiiiV'àèiôk  À^b'oti "voudra} 
âtiiic,  si-trfèt  ëîjibéèfril  n^ést  pk'^'tfitîWple^rfe  n,"ôii  p0(n*ra  TabâîsS» 
au-dessous  de  n  sans  le  réduire  à  zéro  ;  donc  a"  ne  seraft'  |ias  W 
plus  petite  putséance',  autfrcfnë  flj^r^^  PÛrabnwerierésidu  1. 

IL  La  même  observation  fournit  un  moyen  facile  d'obtenir^fei 
résidus  des  puissabéestrè5=élëVëe«,i5hBqtr\>ii  coAnaît  les  résidus 
dBiia^pfiaiiiëre.^âribde.  Quant  &  oMS-mi,  «nitesidéKmitfie^dMè^ 

petMP  du  liésidlhde  a/ -à. celai  de  o^^s  il  suffit  de^ynallrplier  te  pré» 
mier  par  a,  ou  par  le  résidu  de  a,  et  de  diviser  le  produit  p»f  J/r. 


Par  exemple,  cliei!chiMqf)Ie!fréiiiidi|:âe  hiidiFi8roii'de3i9^  pà?  <£;> 
Ceux  de  4'»,  4%  4%  ai^nt  Jv|4^  6^^L®x  produit.5;><4  ou  20  donD^^Ie 
résidu  9^  9x4  ou  sè  donne  3-,  et  3x4  bu  12  donne  ^vppO  s^'aiH 
rôte  ici,  et  J'oafprme  le  tableau  suivant  :,    .  \ 


0 

ç^j^t  d^Kjnpé^SpÇ,  par  §^  e^  le  reste  3  indiquera  qH^.'^iPftîî^??ce  4^9« 

jpll. Jpprsque /?  a'est  pas  premier  avec  a,  le  théorèrue  ne  si&siste 
Çlus.Éueffet,$upposonsqualadivisiondeû5'parjpdonnea'=rE/?+/'^ 
çn  en  conclurait  que  si  des  facteurs  sont  communs  à  a  etj?,  ils  doh 
yent  diviser  r:  donc  r  ne  pourrait  pasêtre  égal  à  1.,,, 

288.  Théorème.  *S/  p  est  un  nombre  premier  qui  nedivi^ 
point  a ,  la  ^iy^im  de  sf^T,\^par..f  dojm^ajler^^dffi  l-yOu^M 
qui  est  la  même,  chose,  a''"*  —1  sera  un  nombre  e^vactemeju 

«.iNN.  ^  ■'•.  ^^_v  ..■'V  V  .'"•» 

divisible  par  p.  •    -^  ... 

^^Dahs  ce  théorème ,  qni  est  dû  à  Fermât,  il  faut  biett  faire  at^^ 
lenlion  que/?  est  un  nbriibrê  premier  âteôlù,  etnoii  pas  dn  nomtrtt? 
ptémier  setiîenjent'  par  Rapport  ka,        ]'  '   \  ' 

'"^Nbtti)^bHk'"q,ff;(f/..:^r,  r',  r^....  IfesquofîetltS  et  Fé^ restes* 
^^6h  tibtSfeftt'  éndrvisaht  parîp  lés  /?—l  quantité»  a;  ita,  Ba:.,'J 
{P'-i)d  :  Sï  otî  mtritîf)Hé  entre  elles  ces  quantités,  él  si  bh  désîèhe^ 
^ar  E  lin  noûibrc?  entier,  on  aura    '  ■    ''  ^  "    ;    ' 

— ^  F.  n-I-rr'r"  ^ 


-"'î  :    o  .^ 


Ep-f-rr^r^..., 


I 


¥/'P  F^'^Jw.  m?mbj^  ^frégai  4  i,.2.5,,.  iP'-}^;»:^^,T.r,&i,  4;^», 

♦ptrfj.pôté,  cpnui?ç  ou^ at,déi;w)atré,  n'  283,  q»ije  J^s  ^—1  r?§^ 

dômef^^ri^cr  m<mto9  4e-(NÉt9  deimièÉ^  égbtit&cist  cBviriMpri^aii^ 
A<jA^isn^j|i^r.biypQlt^$f9$|^!4sb«iliiiCimt^^ 


être  un  diviseur  de/^— 1.  .^    '  >ii  '<-  -:  ■ 

^r^  %  liorqw^  âST"'  «!;)  ial  pta  petîteiputesànefe,  autre  que  wt ,^  4Ant 

^  ^ÎYWQS  ]^aii>}irai»èD6:M preste  i;/)idoit  élréttn  'noAibré  premier 

Bi;écèd^nt4ft4ttviflJ<mide>a''7':8dnt'toadinégaâx  éntrë'eds:  *,  donci!^ 
^$||vçiat-<!l$A>{n'eiHh^^.tiQ<i6.iés  noinbi^s  ï>  '^}'W..^  p'^:kf  mais  dkD^ 
un  ordre  différent  de  l'ordre  naturel.  Si  jo  était  un  nombre  composé 
et  qu^f:.;(ût:un  de.âeafajt^ttfs  prénivkv^,  r»  ferait  donc  partie  des 
/>— 1  résidus,  et  par  conséquent  on  devrait  avoir  une  égalité  telle 
qpe  <2teE/H:*r.:D6là  4)fk  éoaolurait  qu^  r  est-  aUi^i  facteur  de  a  : 
doonf  a.^/>  pe.s^r^ieDi  pas'pr«intem>entfè  eux  fet'dëslor^,  d'après 
Ijki^eip^rqa^  III'4ai  n^iâST^yl  ne  serait  pasmème  possible  de  trou- 
yç^ j^'^dQs^i^  de <**"  uneiiuissàïwseiié^z  qul'i^menât iè  résidu  1.   ' 

III.  Supposons  qu'on  ne  prenne  pour  jo  que  dès'  nombres  pré- 
mieraiySi  on  veut ^ùe «lés. pttissanoesa^,  a\i..:ap^^  donnent  pour 
résNk»  tonùs  les  nombres  îniférïdurs  a />:  il  faudra  donc  choisir  à 
dans^le^itonM^pésIelâ  q\àecir^^  soit  laf  plus  petite  puissance,  aur 
ÙBssùààsuy'y^uiT^tnènele  reste  l-,  et  ai,  parmtcenrqlii  remplissent 
cette  condition ,  on  ne  prend  pour  a  (iue  lès  ïiorfibres  au-dessous 
ùépyùn  laura  ceux  qiie  ëùler  appelle  des  racines  primltii^s  par 
T^ipàii  à^i^.- Pour  la^edherche  dé  ces  racines  on*  devra  consulter 
M; Ivôftv^  4*vdl.  du  supplément  de  VEncyclopedia  Britannica, 
(r«:ô9sB, '^M.  GktcHY'^  Ea^efrcices  rhaïhémàtiques,  4«  année, 
PL)217,' Je  nie  bornerai  ici  à  rapporter  lès  racines  primitives  des 
nombres  premicFi  Jlis^tiy^ 37.  ■       ''    >)>'  ^         i      ' 

/  rRapJAe3  prinp(i.UYes  dcii,:    ,      t.   (\  j)  i.;, 


Nombres  p^ 
11 


19 

23 

onïj  VQitO 


-no 


.:^'i'ï 


-84:-  :^.:-j:A  /-:  T-'M  •    ='-  "i'.î'î  «r 


2,     6,    7,     «. 


ia  .llSfï"  ■32^^>X'6,"''iî*iîH;  ''T*  '  ^'•^"  1 
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•:;.a 

/  r 


j  '.  > 
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Ed  «OMulteat  .c&  iatiean ,  o»  ;•  tiM^e  5-  M(  rMItle Vri'miHye 
ae  7\  eireii:efifet,  ai  ott  dmwptr  7  l«0f(QiMiniéi0i»^,'5^  9*;'fp,  S^^;»^^ 
m  trouve  tes  rdstdos  1^  5^  4,  ey^î,^,  ^Qi  cempt^fttfMf  tous  léè 
nombres  au-dessous  de  7.  -»  ■      i»  •      •   m 

On  poun'Aiil  ntwi  pfoiiverrqad  »  pour  chaqcw  iîomfei#0)iMiiî6P/^^ 
il.e^^iste  autant deTaeines^primifeiYes,  i^hiS'Uar^  qu'il  y  H,^^nf^e  f 
etjp,  de  noinbrfls  pr^BRÛers  parrapponfc  i  j9^t.  Màig,  >{]ioi}#tëMte 
proposition»  et  toutes^ies  autres  qu'en  peut  «neove  èémon^ip^  mit 
lesnombres,j&r«nyeri:fti  à  l^TAàuriedes  nmdkre^furlMGÉWîmit. 

SorXos.^tfldeurs  iiKemmeaMralHes.  -H-Approiteatito  ëto  MMlùt^'^ 
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290.  Deus  grandeurs  df^Mnièine  espèce  sont  diterc^mm^in^é^ 
râbles,  kM^^qi^elles  ont  uoe  eommune mesure,'  e'eM-àt-Air^  Mii^ 
qu'il  esuste  uo^  troisiè^n^^  grandeisr  qui  est  cottteaue  114  tii^Mbré 
exact  de  fois  dms  olitacane  d'elles;  dans  le  cas  contraii^)  ëtteé^sotit 
incçmmens  arables*..  :  .  i.,    u;     .    li 

Quand  ou  dit  d'une  quantité  pri^  is^dénaent*  ititt'dito'esftcomineiie 
curable  ou  incommensurable,  il  y  a  toujpups  unf^o^tointiavtésoiift^ 
entendue  avec  laqjuelle  gala,  CQmpaFe^et,A}opsces^i$9imstonaiiiii" 
(piquent  qu'il  existe.  uj;i/e  mesure  comnuin&^^ntoe  cr^tlïe  quantièèet 
rùnitè,  OH  bien  ij^'il  n'ey^  existai  Pia&.  i:       :  .     m      .     • 

^  Çuppo^ODS,,  par.  ej^empte ,. qu'une  ligpe  do9li^>eontif$nnfi33«oî8* 
nnp  çerûinè  Ig^gi^eur,;  €;t  que  le  mè^e  ^^nti^nAe  7  fins:*,  hilJ^Be. 
dpnr^^^^^r^  Ç9iipq(^çp5ur;^i  et  (fpiftfae-€iiW  mt  .égale  è  Sd^oept 
tièEr^^§.de^run\l^,,çIle^  j^^^^  par-^^Cet  esempla 'sttffit 

pour  n^aï}j^ex<queiov\te  (j^anti^é  cç^i|iei^$ur^>te*ei*lf6'«KpT*»e» 
exactement  en  nombres  entiers  ou  fraçtijQrmuiirei^^.n^  «^      îliîjî 

D'un  autre  côté,  toute  quantité  représentée  par  un  nombre  en- 
tier ou  fnf^tj;;^nt^îj^ ->»<y_Vj^  :  far  ^^  y  «  ^viHpinmftnt 
une  cpînmune  mesure  entre  elle  et  l'unité.  Ainsi,  qu'ulie longueur 
soit  égale  à  f^,  et  que  le  mètre  soit  l'unité  sous-entiendQe  »  ^  com- 
mune mesure  sera  le  décimètre.                ,      ^     'i     '', 

Donc,  une  quantité  qui  ne  peut  être  QxpriméaiiXQiSteinent ,  m 
avec  des  entiers ,  ni  aviic  dies  fmctjons  l  est  in(3omihetisurable. 
Telles  sont  i/2,  V/Ï7.  •  ;'     '!|    *:     '*      '1, 

En  faisant  attention  que  le  rapport  ou  \èù  raifonj  entjw  une 
quantité  commensurable  et  Tunité  à  laquelle. ion  la  ri^poitë,  est 
toujours  exprimée  exactement  par  un  nombre  entier  t)u  fraction- 


Gomiiiensurables  sous  la  désignation  de  rationnelles,  et  les  mconi'^ 
mensurables  sous  celle  d'irrationnelles. 

291.  Lorsque  la  tàcined^uri^Mmbré' entier,  quel  que  soit  le 
degré  de  cette  racine ,  ne  peut  pas  étr&  exprimée  exactement 
èiiv^htàWibres  enttets,  elle  M  peiHpà's  Véiw*mnplus  a^c^\élè9 
fractik^Sy  et  par  conséquent  elle  est  inèomm^^^wrc^le.       J'- 

^  '  ^  JïpCfSOttS'  qu'eSleptrisse  s'exprîm*  à  vé^ô^s  f  Derc^te»^,  cm  peui^tt 

ta  mettre  sous  la  forme  «Tun  nombre  fractionnaire^ îrré'ductfbite  -. 

Osf„h  qudqiie  g^|ssiftnceiqu'oa4^ye,u^  ^  opo^bi^,,,!^!^  loiq^d^ 
retrouver  un  nombre  ent^^r^j^  y^is  montrer  qu'on  oj^o/^piitQUr 
jpurs  un  nombre  fractionnaire  irréductible.  En  effet,  les  nombres 
premiers  qui  divisent  a  ne  devant  point  dîvfeer  b,  îl  s'éilsuit 
tjh^^JS)  qîi*ife  rie  diviseroiitpâsf  ftxô  ou- Ô»,  jiI-Mkô  ou  d^')€i€l 
Céltë  côtidhfiibii  rëriérif  â  d^eqA^Ies  îiHA&bred  pK6ffîtel>i»  qlril^âM^ 
séta  lèfiT'îiiiis^anceâ^  dte  S  në^éuv^iU  ^aé  ÛMa^  a^'àotiic^fiH^^^ 
â'^tffès  Wttiéûrèîhe  tnë\fiétiémfi^mttll^>c,amt'a^imi^^^ 
ou  a^,  etc.  Ainsi ,  les  puissances  de  ail-ont  a^cm^ihcl!6Qr  r^nsmituii 

ayecjcelipîkd^ 6^ por^çlafr^^Uonf r.  éta^t^,.ifr^<?u<^ùWe!,.,j;jç3  |^^^ 

sances  T-r;r?r^c.,  seroBi4ii4duclîbïes  aussi.  ifcncTiésràciries'àés 

noinbres  ëntîërs ,  quand  ëîlS  ne  sont  pas  dëà'  nortiBl*es  éiitîei^$"i 
éonf^t^uîfrtiJf^îticomitehsUiirtHés.'''         '  '      i:    ;     :  l;     i  • 

292.  Déterminons  aussi  à  quel  caractère  ori'eofiinéltra' ^^^1% 
rftéitieâ'unùombrë'fi^àttibMffi^eMIHM^f^  •    - 

^  B'èpPèsûe  '^i'^mv^^è^mmimm^mmm  |)récédett« ,^'» 

puissance  t-  d'une  fraction  irréductible  -  est  elle-même  une  frac- 

lion  irréductible^  donc ,  pour  qu'une  fraction  soit  égale  à  une 
ptfîssanc^  W,  iï^aiii  qu'après ^i^kVôiY  rédfaiiè  II  sàjltis  simi^le'  ex- 
litéssibn/oniliiigée'MWtfe  exâ'cifërïïfent  la  ratàne  9i  de  é^n^mW- 

^  Quand  cette  double  extraction  sei*â  pjossîble ,  il  est  clair  qu'elle 
r^ra  connaître,  la  racme  de  la  fraction, dûnnée.  On  trouve  amsi 

295.  On  peut  remplacer  cétté^rè^te  pàt  dHé'tfèti^e^,  fondée  sût 
ce  principe  que  si  une  fraction  est  égale  à  la  puissance  n  d'une 
fraction ,  et  que  l'un  de  ses  termes  so^  une  puissance  n,  l'autre  en 


S36  lsçoi^  :B*ALeàB|i£^ 

A 
âoit  être  une  àussf.  En  effet,  suppesenl  ^(le  te  fr^iction  :5^s^c 

ègiale  à  la  puissance  n  d'une  fraction  j-  :  on  devra  avoir 

f-  B"      6'  ô''-    - 

•♦•  ■•  .  .... 

^000  a''B''<|5t  divisible  par  6".  Or,  si  on  conçoit  a  et  B  décomposés 
en  facteurs  premiers,  il  est  clajir  que  tous  ces  facteurs  jsont  à  la 
puissance  n  dans  a^h"  ;  et  de  même  les  facteurs  premiers  de  à  sont 
àla  puissance  n  dans  6".  Dpnc,  après  avoir  divisé  a'^B"  par  è%  ce 
qài  revient  à  supprimer  dans  «"B'*  tous  les  facteurs  de  J",  îl  né 
restera  au  quotient  que  des  facteurs  élevés  à  la  puissance  /i;  dohef 

A  est  une  puissance  exacte  de  Tordre  n. 

*  '      u 

,  Cela  posé ,  remarquons  qu*une  Traction  -  étant  donnée,  on  peut 

toujours ,  en  multipliant  ou  en  divisant  ses  deux  termes  par  des 
faetjBurs  convenables,  rendre  son  dénominateur  puissance  exactç 
'  ^'nu  ordre  quelconque  n.  Donc  il  faudra  qu'alors  le  numérateur 
^p  soit  une  aussi,  pour  que  la  fraction  donnée  puisse  être  égale  à 
te  .puissance.7^  d'une  fraction. 

Par  exemple,  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
ré  dénominateur,  on  rendra  ce  dénominateur  carré  parfait  5  il  de- 
Yiendra  un  cube  en  les  multipliant  par  son  carré,  et  àinsr  de  suite. 

T\r.  ^^i4r^  x  y  867  /  807X363  ,   3l472l '^       561 

De  celte  manière  on  a  |/  ^=  yj  ^j^^^ = y^  __^_. 

En  simplifiant  ce  résultat,  on  fetrouYerait.Ti^  comme  dans  le 
Q,^méro  précédent.  ^^ 

294.  Maintenant  expliquons  ccMnment  on  éyalu^f ec  approxi^ 
qiation  les  racines  incommensurables.  La  questio^^^iérale  est 

celle-ci  :  Étant  donnée  une  quantité  quelconque  Mydéternîiner 

*  -  '     1       ■  ■         '■      * 
sa  racine  n*™»  à  moins  d'une  fraction  donnée  -.     '  ^ 

,  Tout  se  réduit  à  chercher  combien  de  fois  cette  fraction  est  cou- 
tenue  dans  ip^M  :  car  si  r  exprime  ce  nombre  de  fois ,  il  est  clair. 

que  y  M  sera  entre  -  et  --Ï--5  et  comme  ces  deôxr  (Radions  ne 

diffèrent  entre  elles  que  dd  la  fraction  donnée ,  il  arrivera,  à  fdu^ 
forte  raison ,  que  la  différence  entre  chacune  d'elles  el  i?  ^ 

sera  <-.  En  conséquence,  on  posera 

.   P  '      ' 

.[1]  -—  sL  \\\ 


et  la  valeuc  d^os^tticvAét  à  u1^  unité prèa  i  s«ra le  nombre  r.  Opv 
de  réqaation  [1]>  on  déduit  :. 

donc  il  faut  extraire,  k  une  unité  près ,  la  racine  da  produit  Mp". 

••Aipsf ,  ott  peut  établir  cette  règle  générale  :  Pour  évaluer,  weà 
une approximationmarquéepar  une  certaine-partie  cP unités  la 
racine  r^  élunequantiié  donnée  M^  multipliez  cette  quantité 
par  la  puissance  ^''.  du  dénominateur  de  la  fraction  qui  désigne 
Vapproxiniatiùn  ;  extrayez  la  racine  du  produit  à  une  unité 
près,  puis  divisez  cette  racine  par  le  dénominateur  p  de  cette 
même  fraction. 

Par  exemple,  yeut-.on  trouver  l/2  à  ^  prè3?  on  fait  le  produit 
8X36=72,  on  en  extrait  la  racine  carrée  8,  à  une  unité  près,  et 
op  diviâe  8  par  6.  Le  quQtient  f  ou  l  J  est  la  racine  cherchée. 

Soit  encore  à  évaluer  \/T\  à  ^  près.  On  fera  le  produit  7f  x  25 
=^  =  191  f .  Alors  on  remarquera  que  la  racine  carrée  de  ce  pro*- 
doit  y  à  une  imité  près:,  est  la  même  que  si  on  avait  le  nombre  191 
sans  fraction;  En  conséquence ,  on  extrait,  par  la  règle  cônnnev 
cette  racine  qui  rât  13  ;  et  la  racine  cherchée  sera  ^  où  2  f . 

âdS.  Les  approximations  se  font  ordinalremefat  en  décimales;^ 
et ,  pdur  ccgetere  de  fractions ,  la  règle  générale  se:  simplifie  beao^ 
coup  f  je  neparierai  ici  que  de  la  rftbine  carrée. 

Supposons  d'abord  qu'on  ait  \  évaluer  en  décimales  la  ractnâ 
carrée  d'un  nombre  entier.  Daus  cejias,  la  règle  se  réduira  à 
celle-ci  :  On  place  à  la  suite  du  nombre  donné  deux  fois  autant 
de  zéros  qu'on  veut  avoir  de  décimales  à  la  racine,  on  en  extrait 
alors  la  racine  à  moins  d'une  unité ,  puis  on  sépare  sur  la  droite 
de  cette  racine  le  nombre  requis  de  décimales.       '  ' 

Il  peut  se  faire  que  le  ngmbce  dunnéiftit  déjà  des  décimales.  S'il 
n'en  a  pas  deux  fois  autant  qu'on  en  veut  à  la  racine,  on  complète 
dé  hèftîbirè  par  des^éros-,  et,  is'iK  en  a  pluis  y  oi>sûpprime  les  déci- 
males excédantes.  Du  reste ,  on  extrait  la  racine  sans  faire  attea-^ 
tion  à  la  virgule ,  mais  on  jja__égard_à  la  £tn  de  l'opération. 

S'il  s'agissait  d'un  nornbre  fracfionriaire.,  tel  que  f  ou  3f ,  oii  f é- 
âùirait  la  ffdction  f  en  déctiSâlesr  en  ayant  soin  d'en  prendre 
denx foi» autant  qite.la  mcine  doit  en  contenir* 

296.  Quand  on  extrait ,  à  une  unité  prè§ ,  la  racine  carrée  d'un 
nombre  entier,  on  trouve  ordinairement  le  plus  grand  nombre 


enfîef  etMritma  d«icette' tacwti  Mais  tovoiÉbre  qui  viMi»'iBiiié 
de  plus,  quoique  trop  grand,  approche^ amsi  àtuae  unité  ^rèèi ,  at 
même  il  peut  selam  qu'il  soit  plus  approché  queie  premier  :  orj^ 
il  y  a  une  règle  trè&-simple  pour  le  reconnaître,     x 

5oitialeiroiid>roi oilîer  cootani  dan» la  racinQ,.  Bt  R  teTCstenii 
Vvpératniu  Si  AflstpIiMiafpniché  qaen+t^iteaaré  é&  a+j^mir- 
pa88eBa^  le  nmnhresdaBné^.tft  par  ooméqaent Mutudem^  »nûr 
IU3SXuM^i)*^^Voa*l^<^'f  i;  «loue  atam\le7eal».il  estvtMt  nm 
fkg^^égaL  à  AAîmi  quand >teM«Bte' ne  svrpasse  fis  Jftv:]iointa« 
tiQ0ié.à\la  raûne^  «e  »imbre^«5t'Ie  plus  «pprooW\de4a  radnaû 
AuM le)Cas  «ootsaire^  c'est xâiMiomkxre «ogttieiitérA'ùie mitéu    - v 

297.  Les  approximations  relatives  aux  racines  SêvratDèMnttell& 
jburs  ft  extraire  la  radûe  d'cin  noifArei  entier  à  une  unité  pifes. 
Quand  il  ^«agit  d^une  racine  cairttée  qiA  dolt^avoir'l)eai]co«i^  4a 
chiffipèD^  et  ^qu^on^  trouvé  pluâ  del»  moitié^  de  ces  dhMfies»,  je 
vïis  monltrer  comment 'Ottiobtoit  tesautres  d'on6mawàre:8à)régie, 
as  nMKf  en  d^une  simple,  dhrisian* 

■  'SuppoiiMis  doBc/que  N  soit  «anomijre^ entier,  et .ipi'on/ait  làdH 
caiéipbis  de  la  moitié  <ias«biflires  deburadue.  Pourimlr.Hteunc 
le  rang  qu'ils  doiiven t  aTirir  ,<  meltoBs  k  leur  droite  autant  dn  zéilM 
qvH)  fia  encore  de  ohMireBà  «onnaîtie.  fiéaî^BKins  par  nie  noittAre 
ainaîfoinaévpar  R  l09este.comfietqu'oa  trmiv«eniaJMiaMnt  t 
les  tranches  dont  onn'a  poîntiait  usage:,  et  enfin  (para:  «ce  qu'il 
ftiut^ajoiilei!  i(ia  pour  obtenir  V  ¥.  Ow  devra  javoir  i         i 

ou ,  en  développant  lé  carré , 

et  de  là  on  tire         ..  ^    ..     .....         .  ,  .,  .  v      .; 

Jt^  MM  f 


itq  iQ  qm^etiit^^rla  4irâioo<  de  H  par  2a,  et^'  l^restQ  ^rC^lt». 

égaUié  defvienjli  -!  i.  *•■  >-.■       î;î 


n.  ■         '^=^+;é-âs- 


lJ       -.-IV'  *»;  ;     :         ,.,     ■■      .         ,.,1 


Sifpi^iosons  qu'il'y«il«iittoM n  dliMnaà  troavar àtairaeiDev<ië 
carré  x'  sera  <iO".iMAiM<,  piir  l^j^othèse ,  m  y«nfeime-a«'inoiM 


2/1+1  chiffres,  donc  a,^IO»"  -,  donc^  ^l.'U'ailleûrs— est  <^1  j 


I  t  <  «.  ^  I 


lilÇMâ  I>'AIiGàBKB.  930 

x=q.  Terreur  est  <1 ,  et  romawra,  à  une  unité  près,  \/  N^rà^q. 
Remarque.  II  peut  se  faire  quevle  quotient  q  soit  la  valeur  exacte 
4e  x^.M^A  $Aii(amÛQâf«,  ou  Um^qa'it^sott.ptoi;  grandi' S?  9=^^ 
r^OB^tiû/?  [lJidi|imft*iV»R'(çdttac.9%=^'i  Si  4<*;réi4l3âtitt!i  [1] 
donne  x*<R!  \  donc  9*<R'.  Si-^>x,  l'équation  [1  ]  donne  aJ^^R^^ 
donc  9*>R'.  Ainsi,  suivant  qu'osa  g"=R',  9'<R',  g*>R',  la  ra- 
cif^<fi^4,ert)«Mfitoy<>U\iH)^^      I»r  défaut  yotii' a  {^^É^bthëétrar 


>x    '         V.  .  •        .;      -^    :  '.'    ^'.1      V        ''    jW"    ')      ^-*. 


Progressions  arilhmétiqaes.  ..\'.  A  '    n    >s^^   ..\.h\\\ 


en  obtient  t&àjôûrs  td  même  différence.  Cette  d^j^éj^ejuc^  e&ti^ 
rawo/i  de  la  progresôîôri.  '  ,     ,. 

'"Vëfci^aeui  progressions  arithmétiques,  écrites  ^Ipn  rusan 

Dans  la  première,  la  raison  est  4;  dans  la  seconde,  elle  ést'f«4. 
L^ttë«9t^crdifeawféet4*aiilrè  est  dëcrbîsisànfe.''^  •      j 

299.  Soit  une  pro^Oi^tJoTi  ârith^n^tiqtie  dùelconque 

7âr.6.c«a.e./.  etc., 

et  soit  i  la  raison.  D'après  la  définition  méii^ ,  «haqu^tqrme  éjl;^ 
égaft  au'i)réc&ent  plus  ïa  raison ,  on  a  è^rf^j^l-j^.yj  Cy^a^^^ 
cl=a+3d,  etc.  Donc ,  en  général ,  l  étant  uô  terme  dont  le  rang 
est  marqué  par  n,  on  *doît  avoir 

[1]  l=a+{n—l)i  ; 

c'est-à-dire  m^un  terme  quelcongue  est  égal  aff^emifir^jpffff 
autant  dé  j/o^V  ta  raison  quHl  y  a  dé  ternies  want  lui. 

300.  Coittidérérîtoxis  un  point  dé  vue  général,  cette  formule  «- 
9rim6)si|ft  fdatioii; ewim à>J^ ,  n^Wl-^^i  ëilë Servira %- rësou dre  fe$ 
quesiio«i8ndiiiiBrlcM|udlH$ii  trois  dêf^eé  qi^Dtftêii  étant  dônn^éés^,^H 
s'agm  dP^déttniiiMftta  qoalriëtbe. 

<  Pjv»axeiB|ite',  propoMAfi^noM'dP^^tiM^e^M'^ 
tiques  ^entre  deux  nombmté^iioWnés  ri  HM  '^^ 

On  entend  par  là  (]^M-CàaHrouvi?r  m  qttaiitités  comprises  entre 
a  et  {^  et  formant  w^ee^ces  nombres iHie.progr6êsion  arithmétique 
çomfnenfi^t  4  aelfifïmè^k  Ji.I(8^  e*-est!a.  raison,  ^^i  qui' esT  à  d!rer- 
f^y^f il?)»  4^4H'^!sei^  wmW4  ompoonra  former  ttms  ]^  ternies 


•1    fij    i:i..:/< 


f 


4e  la  progression  par  des  addttioiië  suecesisiies.  Or^  Fé^uâtioé  {i] 
donne--  /..',-         ..  -,  ..i^'.  A,l-^a    '  ■  ■ ,  J^ -       ^'i  -'» ;  '«  tV    -^ 

mais  le  nptnbre  des  moyôns  .étant  m^  cetoi  de  ténsr  1e^  leMieà^;  ëà  ^ 

y  comprenant  a  et  /,  est  Jtw-f-?  -y  en  conséquettce  jcf  filsi  n=/n+Q^,  i 

et  il  vient  •        ^,_Jr-*a'  '    'v  '••  •  "•  ?'''     ' ^'  -'  '•'  -^ 

JDone ,  /wur  iromer  Ut  raimd,  tt  fitiU^^eiraPièJïèr^^li  jpHmlê* 
terme  du  dernier,  et  diviser  le  reste  par  le  nombre  des  ntjbyerïs 
augmenté  de  Vunité^   '■  :  ■'     '    •-  -^  •  ^'?  ^^ 

301.  On  peut  conclure  d^Jà  qix*une progression  arfffyn^ftisue 
étant  doÂnée)  si  on  inséré  un  rrièrhe  rtôrrtbre  4ç  mç^ens^fi/^  i 

métiques  entre  chaque  ternie  et  le  sUiyant^  la:  no^fille  sjaUç 
sera  encore  une  progression  drithmétique.  ,    .,,..:.,   v\  1 

En  effet,  on  formera  ainsi  des  progressions  pairtieUes  qu^^ipnt 
tintés  la  mêrnè  raison V et  comme  lé'dernier  terme  de  chacçijie  tf^ 
le  premier  de  la  suivante^  la^E  enseinblec'fQitili^eDfore  une  pro- 
gression arithmétique.  ,  .  ^  .  ..  :,»;.:  'i  il  c:  îi  i 
''  502.1VIainlenantje  vaismonfrer  c;ûpînient,o^/rûi4f^;te^^iBlînJ 
des  termes  d'une  progression  f^itàrnét^quei^.,.  r  ..rj  j;  j^  .(>  :t 

Soit  une  progressioh  arithmétique  ^   ^    ' 

7a*o*c»a»  •  »  •  •  •  •  n •  If ^,fc •  t^ ~.  i  *  i •   ,  * 

dont  la  raison  est  9'.  f*ar  la  nature  même  de  la  prôgre^ioa ,  on  9, 
eft-p&rtent  du  premier  terme  ^    I  ...,.?  .,.,   f  ^^^    'i> 

-■■■'■  ■  •;. :>4^5=:5,  b+s=c„ ,c.-f-«=à,., e^i^,, ■,,;.,„ ^,„ 

et,  en  partant  du  dernier^  ,  ^      ,        _.i  rc 

*Z — Sz=zk,    ^^$=1.     i — ^1=^/?.     etc*;        .,    ... 
Sèrit,  en  ajoutant  les  égalités  cqrrespcrmîant^^  ^i\^^^^^îi 

c^st^àrdir^  que^l*  somnie  de  ^euiç\tçTOÇ3  q*«lconî(ialM,  égalemèi^ 
éloignés desextrânîes ,.iÇÉjt  ^^\^AMi90jmneiàm\\emtBèiAfAâc ,:;;,  i 

Cela  posé ,  nommons  S  la  sojm^e  .^eis iertnea  do-laij^o^ressiQB*^ 
en , les  pr^nt.d'^^r^j'daAf.VoiMreiinÀw 4^  et 

ensuite  dans  un  ordre  ipy^e  ivon ^ur«t  '  r  a  î  v  \>  .  v '..\>  Vi^r^^W 

.  p.  ,^,  .S=;îarh6,+Q--*'-^>"-^-4«i'^**^v  '-'-i  ^'■'  '••''  ^''^ 

Donc,  en  ajoutant  ces  légialités,  ^ofa  èbi^^rvé  <i4ie'l»*à!iftè?ae Hëùi 
termes  correspondants^ est  tQuj%Mri»  égale  àla  soifinfiè  des-êxtrâmèè 


LEÇONS  d'algèbre.  241 

a+ly  et  si  on  appelle  n  le  nombre  des  termes  de  la  progression, 
il  viendra  2S=(a+Z)/i,  d'où 

[2]  ^=""2 • 

Donc  la  somme  des  termes  d'une  progression  arithmétique  est 
égale  à  la  demi-somme  des  termes  extrêmes,  multipliée  par  le 
nombre  des  termes. 

303.  Les  relations  [l]  et  [2],  dans  lesquelles  il  er^  cinq  quan- 
tités a,§ ,nyly  S,  pourront  servir  en  général  àWouver  deux 
quelconques  de  ces  quantités /quand  les  trois  autres  seront  don- 
nées. Ainsi  5  elles  fournissent  la  solution  d'autant  de  problèmes 
distincts  qu'il  y  a  de  manières  de  prendre  deux  quantités  sur  cinq  -, 
et  par  conséquent  le  nombre  de  ces  problèmes  sera  de  ^^  ou  io. 
Pour  qu'ils  soient  possibles,  il  faudra  toujours  que  la  valeur  de  n 
soit  non-seulement  réelle,  mais  encore  entière  et  positive.  Sans 
entrer  dans  le  détail  des  calculs ,  je  placerai  ici  les  solutions  de  ces 
•dix  problèmes.  ^ 

L       Données  a,  5,  «.  ^-  S=ir^^a±Ui=rAn 

Inconnues  l,  S.  ( 

II.  Données  Z,  5,  n.*  (^y_  S=:Jn[2Mn-l)^]. 
Inconnues  a,  S.  (                      «w    • 

III.  Donnéesa  n  Z.  {  ^^  izf /"  s=in(a+Z).       ' 
Inconnues  ^ ,  S.  [        n— 1 

IV.  Données  ^,  ^,  S.  (  ^^  2S— /i(^~l)^       ^_  2S+/i(n— 1)^ 
Inconnues  a,  L  \  2n         '  2n         ' 

V.  Données  fl,n,  S.  (   ,     2S  .      2(S— a/i) 
Inconnues  o,  t.  (         n  nin—l) 

VI.  Données  l,  n,  S.  |     _  2S  _^        -j_  2(/iZ— S) 
Inconnues  a  ^  ^.  (  n        ^  n{n — 1)" 

VIL   Données  a,  è,  l.  l  ^_  l^  g_  {l+a)(l—a+§) 

Inconnues  n  ^  S.  (  '^     5  '                     2^ 

VIIL  Données  a,  l,  S.  (  _  _2S_  ^^  (l+aXl-^a) 

Inconnues  71 ,  ^.  (         a+V  2S — {l+aj' 

f         s^^a±\/  (^— 2a)'+8^S 
IX.     Données  a,  ^,  S.  )  7i= ^^ ?    - 

Inconnues  l^n.  {.l=za+(ji — 1)^. 
A,      Données  l,  o,  S.  j  nt= ^ , 


Inconnues  a,n.  [  a=Z— (n— l)^. 


>-.- 
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Progressions  géométrî^afii. 

304.  La  progression  géométrique  ou  par  quotient  est  une 
suite  de  termes  tels  qu'en  dMsant  chaque  terme  par  celui  qui 
te  précède  le  quotient  reste  constant.  Xle  qnoGent  est  la  raison 
de  la  progression. 

Voici  de\^  exemples  oùronTort  comment  on  écrit  les  progres- 
sions de  cette  espèce  : 

.     H.2:6;iB:64:Btc.,     *ff6o,v2o:$;Ç:ete. 

La  première  est  croissante  et  a  pour  raison  3.^  la  seconde  est  dé- 
croissante eta.pour  raison  }. 

305.  JSoit  une. progression  géométrique  quelconQue 

En  désignant  la  raison  parc,  on^oit  avoir  b=:^aq,  c=ag\d:=^a^.y 
et  en  général ,  n  étant  le  rang  dû  til;me  ï , 

[1]    '  l^aq--^:        . 

c'est-à-dire  qn'cim  t0rm^  quelcanque  est  égal  au  premier  mul- 
tiplié par  la  raison^ élevée  à  la  puissance  marquée  par  le 
nombre  des  termes  qui  précèdenL 

306.  Si  Von  veut  insérer  m  moyens  géométriques  entre  a 
6^1,  on  remarquera  qoe  le  nombre  des  termes  de  la  progression 
sera  /n+2-,  en  conséquence  on  fait  7i=7w+2  dans  Féquation  [IJ, 
puis  on  en -tire  4a  4^011 


K/ 


On  v^ii  qtfil  y  «ura  à  extraire  une  racine ,  opération  qui  est ,  len 
général,  assez  laborieuse,  et  qu'on  facilitefîa.be^iooap  par  l'em- 
ploi des  logarithtneB. 

507.  De cette)femîule  on  conclut  que,  si  on  insère  un  même 
nombre  deTnoyens  géométriques  entre  chaque  terme  d'une  pro- 
gression géométrique  et  le  suis^ant,  la  nouvelle  suite seraenr 
C0re  une  progression  de  même  espèce. 

En  effet,  si  on  met  dans  ta  formule ,  à  la  place  de  a  et  de  l^ 
deux  termes  consécutifs  quelconques  dîune  progression  géomé- 
trique ,1ttMiuotient  qui  est  BOttsleTadieaL'sera  eoobtanl^  par  suite 


la  raison  de  toutes  les  progressions  partielles  sera  la  même  5  et , 
comme  le  terme  qui  Dnit  chacune  d*tîHes  commence  la  suirante ,  û 
en  résulte  que  l'ensemble  de  ces  progressions  est  aussi  une  pro- 
gression géométrique. 

308.  jljppel9ii6^  la  sonuoe  des  larmes  :  oa  aura 

Si  on  mulfîprie  cette  somme  par  la  raison  g ,  et  si  on  remarque  que 
le  produit  4e  chaqoe  terBie  par  q  est  égal  au  teroie  suivant,  il  vient 

et  si  de  cette  ladite  on  retranche  la  précédente ,  on  trouve 

{q—l)S=ql—a, 
d'où  Ton  tire 

Donc,  la  somme  des  termes  d^une  progression  géométrique 
s'obtient  en  multipliant  le  dernier  termepar  la  raison,  en  rc- 
tranchant  du  produit  le  premier  terme ,  et  en  divisant  le  reste 
par  la  raison  moins  un. 

309.  Remplaçons  j  par  sa  vateur  aq^'^'y  la  formule  [2]  devient 

et  je  vais  examiner  les  conséquences  qu'on  en  tire  dans  les  hypo- 
thèses g>i,9<i,^=i- 

1^  Soit  9>1 ,  ce  qui  est  le  cas  des  progressions  croissantes.  Alors 
la  quantité  9"  est  d'autant  plus  grande  que  n  est  plus  grand,  et 
même  il  n'y  a  aucune  limite  qu'ellene  puisse  surpasser,  en  donnant 
à  n  une  valeur  assez  considérable- 

En  effet,  ^i  on  pose  la  raison  ç=l+a^  on  a  ç''=Cl+a)»=-3 
l+Tia+etc-,  donc  g">l+na.  Or,  quelque  petite  que  soit  la  quan- 
tité a,  il  est  clair  qu'en  prenant  n  assez  grand ,  X+na  peut  surpas- 
ser telie  grandeur  qu'on  voudra  \  donc,  à  plus  forte  raison,  en  est- 
3  ainsi  de  <f. 

De  là  on  condut ,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  par  soi-même , 
que  la  somme  S  peut  devenir  aussi  grande  qu'on  Toudra  en  (armant 
un  nombre  saffisant  de  termes  dans  la  progression. 

2<>  Soit  9<1 ,  ce  qui  est  le  cas  des  progressions  décroissantes. 
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Après  avoir  changé  les  signes  du  numérateur  et  du  dénomiaateur, 
)a  formule  [3]  peut  s'écrire  de  celte  manière  : 

^_    a         U(C 
\—q       1—9 

Ici ,  la  quantité  q*  sera  d'autant  moindre  que tî  sera  plus  grand, 
et  môme  elle  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  veut.  Pour  s'en  con- 
vaincre, on  posera  g=  -,  |3  étant  >1.  On  aura  9"=-t-  :  or, 

P  P 

d'après  ce  qui  a  été  dît  ci-dessus ,  en  prenant  n  de  plus  en  plus 

grand ,  P"  augmentera  jusqu'à  l'infini  ,•  donc  ç"  diminuera  jusqu'à 

zéro,  et  par  suite  la  partie  soustraclive——--  décroîtra  aussi  jusqu'à 

zéro.  On  voit  ainsi  que  la  somme  S  doit  encore  augmenter,  ce  qui 
est  évident  sans  calcul ,  et  de  plus,  qu'elle  ne  surpassera  jamais  la 

limite ,  dont  elle  peut  d'ailleurs  approcher  autant  qu'on  voudra. 

Ces  raisonnements  démontrent  qu'en  faisant  /i=<»  ,  on  aura  en 
toute  rigueur 

[4]  S---^: 

■■  ^  1 — q 

c'est-à-dire  que,  si  on  prolonge  à  V  infini  une  progression  géo- 
métrique  décroissante,  la  somme  des  termes  est  égale  au  quo- 
tient du  premier  y  divisé  par  V  unité  moins  la  raison. 
D'après  celte  règle,  pour  avoir  la  somme 

en  fera  a^X ,  q^^\  et  il  viendra 

^-1-1-2- 

3°  Soit  ç— 1.  La  formule  [3]  donne  S=§,  mais  l'indétermina-  ^ 
tion  n'est  ici  qu'apparente  :  car,  en  divisant  5"— 1  par  ç— 1  (35), 
l'a  formule  devient 

et  alors  l'hypothèse  9=1  donne  S=a/i.  Cette  conséquence  est 
évidente  à  priori  :  car,  la  raison  étant  1 ,  tous  les  termes  de  la  pro- 
gression sont  égaux  à  a. 

310.  Remarques.  La  division  do  q"—l  par  q^l  no  fait  que 
reproduire,  dans  un  ordreinversc,  la  progression  dont  la  formule  [3] 
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0 

représente  la  somme.  Il  est  clair,  en  effet,  que  cette  progression 
peut  se  représenter  ainsi 

Pour  la  retrouver  sans  inversion ,  il  suffirait  d'écrire  la  formule 
sous  cette  forme  : 

1—q  • 

II  y  a  plus ,  la  formule  [4] ,  qui  exprime  la  somme  de  tous  les 
termes  d'une  progression  décroissante  prolongée  à  l'infini ,  peut 
aussi  reproduire  cette  progression.  Effectuons^  suivant  la  règle 
ordinaire ,  la  division  de  a  par  1— :?• 


a 

l*"^  reste 

+  aq 

2« 

+  aq^ 

3« 

+  aq^ 

etc. 

etc. 

a+aq+aq^+  etc. 


Si  on  arrête  la  division  successivement  au  1"  reste,  au  2%  au  3«,  etc., 
ilfaudra,  pour  compléter  les  quotients  correspondants,  leur  ajouter 
les  fractions 

aq  aq*         aq^ 

l—q*      1-g'      ÏH^  '  "*'• 

Or,  q  étant  <1 ,  ces  fractions  ont  des  valeurs  décroissantes  ;  et 
comme  on  peut  pousser  la  division  jusqu'à  avoir  au  reste  un  expo- 
sant de  q  aussi  grand  qu'on  voudra ,  il  s'ensuit  qu'en  supposant  les 
termes  du  quotient  prolongés  indéfiniment ,  la  fraction  complé- 
mentaire doit  être  regardée  comme  zéro.  Donc  la  suite  de  tous  ces 
termes,  continuée  à  l'infini ,  est  la  valeur  exacte  du  quotient. 

Il  est  très-important  de  ne  point  perdre  de  vue  que  cette  con- 
clusion n'estlégitime  que  dans  l'hypothèse <7<l .  Si  l'on  avait  q>l , 
lesfractions  complémentaires,  bien  loin  de  tendre  vers  zéro,  iraient 
en  augmentant  jusqu'à  l'infini  négatif. 

3H.  De  même  que  pour  les  progressions  arithméUquw ,  toutes 
les  questions  qu'on  peut  proposer  sur  les  progressions  géométri- 
ques peuvent  se  réduire  à  dix ,  dont  les  solutions  se  déduisent  des 
deux  équations 

[1]  l=aq—%  [2]  s—  ^^~^  •' 

5-1* 


Ces  solutions  sont  reofermées  dan»  le  tabloaa  saisrwt  ; 

I.  ,    Données  a,  q,  n.  (  .  g  =  ^tl^  =  ^^^^=^, 
Inconnues  i ,  S.  ('      *  f-^  9-1 

n.     Dottoéesi,  q,  n.  \ {_.  g^    ^''— *>  . 

Inconnues  «,  S.  1         «""''  ç—'Cfl— U 


B-t  n-i  «-I 


in.    Donnéesa,n,Z.L=|/l,      S=  !^/"~,!:^^- 
Inconnues  5 ,  S.  l         «^      "  \/l^\/ a 

Inconnues  a,  î.  (  €~^  *~ 

V.  Données  a,  n,  S.  (  ç»-'i^"-^...+l=  - ,      l^aq""'^ 
Inconnues  Qy  l^\  ^ 

(fir+(-Y'....+i=7. 

VI.  DonnéesZ,n,S.  Ug/         UJ  * 
Inconnues  q,  a-)  a=l  {  -  )    • 

VH.  Données  a,  q,  t  [  ^^t=l ,    „^i+-!£?^^. 
Inconnues  n,  S.  (  Q~^  ^^ 

Vm.  Données  a,  l,  S.  i^^  |=f ,    n=l+  '■^^=^. 
Inconnues  «,  n.  1  *      S-i  'og? 

IX.  Donnéesa,,,S.K^«±S(£rl},    „=i'+l2l^. 
Inconnues  l,n.\  Q 

X.  Données  T,  5,  S.  f  ^^;ç_s(î-l)  y   n^^-^"    fogg^' 
Inconnues  ûî  ,  /i.  [  » 

Dana  le  V  cas ,  il  faut  observer  qu'en  éliminant  «  «»^^^'!"^ 
à  moiw  qu'oft  n'ait  11;=^ .  ce  qui  la.  réduirait  »« J^^^^J 

^rtar^D'ailleui^^Oés  q««  l*vaiso«,«  *.t  ^«J^^^^^^ 
parl'équation  [1].  A  l'égard.  daVl»  cas.,  mêmfl  obfiervatipo  •  <»î 

pi^  ^«or  iiwoiifWBe  «  ae  Heo  de  q. 

min .  dans  les  quatre  derniers  ca, ,  «^  «^^^^^rf'  'Ts, 
i,^m  donne  sur-k-champ  chacune  des  ^^f "^Jes  ^f. *'^  2 
Tmo  en  d^.  t.«is  autres  :  d.  sorle  J«  V-'J;,^ „«^^  ^^^^^^^^^^^^ 
résoudre  l'équalion  t  •] ,  dans  laquelle  1  meonnoe  n  est  en     p 


sant.  Cette  résolatiori  a  été  efTectuée  par  togarithme»,  d'aptisk» 
règles  qui  seront  exposées  daos  le  chapitre  suivant. 

Sommes  des  puissances  semblables  et.entières  de  plusieurs  quantités  en  progres- 
sion arithmétique.  —  Pires  de  boulets. 

512.  Si  on  élève  fl  Ta  même  puissaMatous  lès  Termes  d'une  pro- 
gression géométrique,  il  en  résultera  une- autre  progression  géo- 
métrique ^  mais  l'observation  analogue  ne.  serait  point  vraie  à 
regard  d'unaprogression  arithmétique.  Cependant,  lors(|a'Qn  élève 
les  termes  d'une  telle  progression,  à.  une  puissance  positive  et  en- 
tière, on,  va  voir  qu'on  peut  encore  trouver  facilement  la  somme. 
àfi  la  nouvelle  suite. 

Soit  ime  progression  arithmétique  quelconque, 

en  nommant  i  \h.  raison,  oaa  lr=a+S,  c=b+S,....  l=k-}ri; 
puis ,  en  élevant  ces  égaKtés  à  la  puissance  m+l ,  il  vient 

b^^.^ar^.-^  ^  a^i-^  O^H^a— »•+  etc., 
c''fr=i,^^^.  ^è«*+  ^I!!±D2Lb—'S'  +  etc., 

Ajoutons  ces  dernières  égalités  meQri)re  à  membre,  supprimons 
les  termes  ^'"H"',  cr'"-*-%,../:"»-i"%  communs  aux  deux  sommes,  puis 
transportons  a""-*"'  dans  le  premier  membre.  On  aura 

+— j*Y~^^"*^*+*^*  •  •  •  +*'^*)+etc. 
Pour  abréger,  posons 

of  +M  +c.» . ...  -f  *>  -K'^^iS, , 


û«+*"'+^'"-  r  •  +k'"+l'"=?Sja^ 


248  LEÇONS  D'ALGÈBRB. 

avec  cette  notation,  il  viendra 

et  de  là  on  tirera,  pour  Sm,  la  formule 

*-='"+Ss:pj5— ?'>« '-' 

_?Ç=::2)j.(s._._î-.)_eic. 

La  loi  des  termes  qu'on  n'écrit  pas  est  assez  évidente^  et  d'ailleurs 
il  est  clair  que  la  suite  de  ces  termes  s'arrêlera  d'elle-même  lors- 
qu'on arrivera  à  celui  qui  renferme  le  facteur  m--m  ou  zéro. 

Par  cette  formule,  on  trouvera  la  somme  Sm  quand  les  sommes 
inférieures  seront  connues.  En  posant  d'abord  m=0,  elle  donnera 
So  \  en  faisant  ensuite  m=l ,  elle  donnera  S,  \  puis  en  faisant /n=2, 
on  aura  S^  \  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  telle  somme  qu'on  voudra. 

313.  Comme  application,  considérons  la  suite  naturelle  des 
nombres  7  1  2.3. .  .N.  Dans  cette  progression,  on  a  a=l,  ^=1, 
Z==N  ;  par  conséquent  la  valeur  générale  deSm  devient 

et  en  y  faisant  successivement  m-=0, 1,2,3, 4,  on  trouvera  facile- 
ment les  valeurs 

S.=N, 
_N'-fN_N(N+l) 

^      2N^4-3N'4-N_    y(N+l)(2N+l) 
S,—  g  =  6  ' 

S3  =  - -4 =        4       • 

514  Dans  les  arsenaux,  les  boulets  de  même  calibre  sont  rangés 
par  piles ,  et  quand  on  veut  calculer  le  nombre  qu'une  pile  en  con- 
tient, on  a  recours  aux  formules  précédentes.  Ces  piles  peuvent 
être  ou  triangulaires,  ou  quadrangulatres,  ou  rectangulaires. 

Piles  triangulaires.  On  dispose  sur  le  sol  une  tranche  de  bou- 
lets de  manière  que  les  centres  de  ceux  qui  sont  sur  les  bords  for- 


LEÇONS  d'algèbre.  249 

ineht  an  triangle  éqnilatéral.  Sur  cette  tranche  on  en  construit  une 
seconde,  en  plaçant  des  boulets  au-dessus  des  vides  de  la  première» 
Celte  nouvelle  tranche  aura  encore  la  forme  d'un  triangle  équîla- 
téral ,  mais  son  côté  aura  un  boulette  moins.  On  continue  jde  s'é- 
lever ainsi ,  par  tranches  successives ,  jusqu'à  ce  qu'on  ne  puisse 
placer  qu'un  seul  boulet. 

Désignons  par  N  le  côté  de  la  base ,  c'est-À-dire  le  nombre  des 
boulets  contenus  dans  un  côté  de  la  tranche  qui  touche  le  sol  \  et 
appelons  Y  le  nombre  des  boulets  renfermés  dans  cette  tranche. 
D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  il  est  clair  qu'on  aY=:l+2+3...-fN: 
or,  cette  somme  n'est  autre  que  la  somme  Si  du  numéro  précédent; 
donc 

Si  dans  cette  expression  on  remplace  N  successivement  par  les 
nombres  i,  2, 3,  etc.,  on  aura  les  différentes  tranches  à  partir  du 

1»  I  j   2*-+-2  3*4-3 
sommet,  savoir  :  — ^j  ""T^'  ,  etc.  Donc  la  somme  Z  des 

boulets  de  toute  la  pile  sera 

-      1«+1  ,  2>+2  .  3'+3        ,  N»+N 
^  =  "X"+"2"  +  ""2~---+— 2-- 

Cette  somme  peut  s'écrire  ainsi  : 

P+2*4-3'...+N'  ,  1  +  2+3... +N 


-,"S 


Ici  se  retrouvent  les  sommes  S»  et  S,  du  numéro  précédent;  en 
conséquence ,  on  aura 

^_N(y+l)(2N-f  1)  ,  N(N  +  1) 

^^       12       "^    r~' 

ou ,  en  réduisant , 

N(N+l)(N+2) 
Z  = g . 

Telle  est  la  formule  relative  aux  piles  triangulaires. 

Supposons  que  le  côté  de  la  base  contienne  35  boulets  :  on  fera 

35x36x37 
N::=:35,  ct  OU  aura,  pour  la  pile  entière,  Z  =  '  =  7770. 

Piles  quadrangulaires .  Elles  ont  pour  base  une  tranche  do 
boulets  rangés  en  carré.  Les  autres  tranches  sont  aussi  des  carrés 
dont  chacun  a  sur  son  côté  un  boulet  de  moins  que  la  tranche  im* 


'.  ~. 


médiaiteiDent'  inférieDre^,  de  telle  soide  qm^ïm  iitosrëtei«éo^  nfa  plœ; 
qu'on: senti boidot^qui. est  le flommet' de iai pite; 

SésigQonsr  encore  par  ])f  la  cèbé  de-  la  base  ^.  ek  par  Z  le  nontbce 
de  bouletoide  Umle  la  pile.  Jl'résultedeila  constraetion  même  de  là 
pile^  qu'en  ajottlant  txwites  les-t  tiœichBs ,  en  oomnwBQaHè  par  le 
sommet ,  on  aura 

Cette  soiBiîie  est  ppécisémen€  1%^  quantité  Sk  du  n**  StS';  dene 

„     N(N+10(2N+1) 

Jait,—'-^  '  "'v 

6 

Par  exempte,  supposons  qu'il  y  ait  35  boulets  sur  le  côté  de  la 
base,  on  aura  N=35,  et  alors  il, viendra,  pour  la  pile  entière, 

b 

Piles  rectangulaires.  Dans  ces  pîles,  la  base  est  un  rectangle 
au  lieu  d'un  carré ,  la  tranche  placée  au-dessus  est  aussi  un  rec- 
tax^le  qui  a  un  boulet  de  moins  sur  chacun  de  ses-cô(és,  et  mal 
de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  simple  file  de  boulets. 

Représentons  parjo+l  le  nombre  des  boulets  delà  file  supé- 
rieure. La  tranche  placée  au-dfessous  contiendra  deux  files  dejo+2 
boulets;  la  suivante  en  renfermera  trois  de  j9+3  boulets,  et  ainsi 
de  suite.  Si  donc  n  désigne  le  nombiredea  boulets;  de  pelit  côté  de 
la  base,  et  Z  celui  des  boulets  de  toute  la. pile,  on  aura 

Z^(p+i)+^{p+^)+S{p+3), .  .+n(p+n) 
=/?(l+2+3. .  .  +  /^)-Hl>+2»-J-3^.  .-f/i») 

2       "^  6 

En  réduisant  au  même  dénominateur  et  (àisant  attention  aux 
facteurs  communs,  ir vient 

_     7ï(/i4-l)(3ift+2n+lX 
Z^- g . 

Dans  cetteformula,  j»  est.le  nombre  des. boulets,. mûias  n»^  de  la 
file  supérieure.  Si  cm  veut  y  iatroduire  le  nooabire  des  boulets,  du 
grand  côté  de^  la  base ,  il  faut  observer  qu'il  est  égal  à  p+n,  de 
sorte  qu'en  le  désignant  par  N,  on  aura/>-f-;i=rN,  d'êù/i^N — n. 
Par  suite,  la  ^formule  Z  devient  ^  ea  fonction  des  côtés.  N  et  n, 

•         i!i(/i4-4)(3N— 71+1)      • 


PottP  «xen^ple,  soit  raie  prie  dool  U  hase  ûl  M  bdidelB  stir  son 
grand  côlé,  et  35  sur  le  petit  :  on  fera  N=ôO,  ii:=:35-^  et  la  formi^ 

„      35x36x(l60— 35+1)      «.-.^ 
donnera  Z= ^-^ -!— ^  =  24360.. 

Chaque  espèce  de  pile  pourrait  être  tronquée ,  c'est-à-dire  ter- 
minée à  une  tranche  composée  de  plusieurs  files.  Dans  ce  cas ,  la 
pile  est  encore  facile  à  calculer  \  car  elle  est.  la  différenoa  de  cEemi 
piles  complètes. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  des  «omftre^/Zgri/r^^,  des  nombres 
polygones;,  mais  ils^  ne  sont  qu'un  simple  objet  de  curiosité,  et 
je  me  contenterai  de  renvoyer  à  Vjitgèbre  d^EuLER. 

515.  Définitions.  On  désigne  sous  le  nom  de  fractions  conti- 
nuas des  expresâons  de  la  forme 

6+—      1 


c  + 


dans  lesqaeltes  a,  b,  c,  d,....  sont  des  nombres  entiers  positifs. 
La  suite  de  ces  nombres  peut  d*afl?eurs  être  limitée  ou  illimitée. 

Pour  plus  de  généralité ,  au  lieu  de  f  unité,  on  pourrait  prendre 
des  numérateurs  quelconques ,  et  regarder  les  dénominateurs 
a,  by  c,. ...  comme  représentant  telles  quantités  qy'on  voudra  -, 
mais  les  fractions  continues ,  telles  que  nous  les  avons' définies, 
sont  les  seules  qui  méritent  quelque  attention. 

Je  nommerai  quotients  incomplets  ou  simplement  quotients  les 
nombres  a,  b,  c^.,.  qui  entrent  dans  la  fraction  continue,  sans 
supposer  pour  cela. qu'ils  doiveat  toujours  pro¥emr  d'une  division. 
"Les- quotients  complets  s'obtiennent  en  prenant  chaque  quotient 

incomplet  avec  toute  la  quantité  qui  lui  est  jointe  par  le  signe  +. 

1         '  11 

Tel  sérail  h+  -   ■    .  Les  f<*actions  r,  -,  etc.,  sont  souvent  appc- 

c^j^eic.  o  c 

lées  fractions  partiellea  ou  finaetions  intégrantes. 

Si  on  prend  successivement ,  dairsla  fraction  contimie,  d'abord 
le  premier  terme ,  puis  les  deux  premiers ,  puis  les  trois  pre- 
miers, etc.,  on  aura  ditSérentes  expressions  qu'on  pourra  réduire 
à  la  forme  de  fractions  ordinaires,  (.es  fractions  sont  désignées 
sous  le  nom  de  réduites  ou  de  fractions  convergentes. 
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316.  Loi  de  formation  des  réduites.  Pour  les  deux  premières 
on  a  immédiatement 

a  ,  1      «6+1 

On  passera  à  la  troisième  réduite  en  changeant  dans  la  seconde  b 

«n  &+-,  ce  qui  donne 
c 

^ô+l  6  +  1  ^«+^ 

On  obtiendrait  semblablement  la  quatrième  réduite  en  changeant 

1 

^  en  c+  3  dans  la  troisième:  et  ainsi  des  suivantes. 
a 

Mais  déjà  on  aperçoit  que  la  troisième  peut  se  former  en  multi- 
pliant les  deux  termes  de  la  seconde  par  le  quotient  c,  et  en  ajou- 
tant respectivement  à  ces  produits  les  deux  termes  de  la  première; 
il  s'agit  donc  de  reconnaître  si  cette  loi  est  générale.  Or,  cette 
question  revient  à  examiner  si  cette  loi ,  étant  vraie  jusqu'à  une 
certaine  réduite,  subsiste  encore  à  l'égard  de  la  suivante;  car 
alors  il  est  clair  qu'elle  devra  s'étendre  de  la  troisième  à  la  qua- 
trième, de  celle-ci  à  la  cinquième,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

P  P'   P" 
Soient  donc  trois  réduites  consécutives  quelconques  ^,  j^nTyn 

nommons  m  le  dernier  quotient  employé  dans  la  composition 

P" 
de  ^,,  et  supposons  qu'on  ait 

P^^P'/w+P,       Q'^Q'm+Q. 

Nommons-  la  fraction  intégrante  qui,  dans  la  fraction  con- 
n 
linue ,  vient  après  le  quotient  m  :  on  aura  la  réduite  qui  succède 

pn  1         •  .  P" 

à  _  ,  en  remplaçant  m  par  7n+  -  dans  l'expression  de  ^;  et 

comme  P,  Q,  P',  Q',  ne  contiennent  point  m,  il  est  clair  qu'on 
aura,  pour  la  nouvelle  réduite, 

^'V^'^np^  _{V'm^  P)  n+V  ^P^'n+F 
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Cette  réduite  est  évidemment  formée  d'après  la  même  loi  que  la 
précédente  ;  donc  celte  loi  est  générale.  Donc  chaque  réduUe ,  à 
partir  de  la  troisième,  se  formera  en  multipliant  les  deux 
termes  de  la  réduite  précédente  par  le  nouveau  quotient,  et  en 
ajoutant  respectivement  à  ces  produits  les  deux  termes  de 
l'avant-précédente. 

Quand  on  applique  cette  règle ,  il  est  commode  de  disposer  tous 
les  quotients  a,  b,  c,..,.  sur  une  ligne  horizontale,  et  de  placer 
au-dessous  d'eux  les  réduites  correspondantes  à  mesure  qu'on  les 
forme.  Par  exemple,  si  l'on  donnait 

la  disposition  serait  celle-ci  : 

Quotients...     3,  6,  2,  7. 

-3 ,-  .,  3  16  35  26r 

Réduites....    -,  -,  -,  — . 

Lorsque  la  fraction  continue  n'est  pas  terminée,  la  loi  d'après 
laquelle  se  forment  les  réduites  prouve  que  les  numérateurs  et  les 
dénominateurs  forment  deux  suites  croissantes  jusqu'à  Tinfini. 

317.  Les  réduites  sont  alternativement  plus  petites  et  plus 
grartdes  que  la  fraction  continue. 

La  1'*  réduite  est  égale  à  a,  et  comme  on  néglige  la  partie  frac- 
tionnaire qui  lui  est  ajoutée ,  elle  est  évidemment  <ix. 

1 

La  2«  est  égale  à  a+  ^;  et  comme  on  y  donne  à  l'unité  un  divi- 
seur b  moindre  que  dans  la  fraction  continue,  il  s'ensuit  que  cette 
2*^  réduite  est  >ir. 

La  S**  est  égale  à  a-] :  or,  ici  le  diviseur  b+-  ,  d'après  ce 

b-\ — 
c 

qui  vient  d'être  dit  pour  la  2%  est  une  quantité  trop  forte;  donc  la 
S''  réduite  est  <jv.  Le  même  raisonnement  se  continue  indéfi- 
niment. 

SI8.  La  différence  entre  deux  réduites  consécutives  quel-- 
conques  est  égalée  l'unité  divisée  par  le  produit  des  dénomi-^ 
nateurs-  des  deux  réduites. 

P   P'     P" 

Supposons  que  ^y  7\n  7y/>  soient  trois  réduites  successives; 
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d-après  ta  loi  démontrée  (316),  si  on  nomme  m  le  dernier  quo^ 
tient ,  on  doit  avoir 

Cela  posé,  les  réductions  ordinaires  donnent 

F      P  _  QF->PQ^ 

Q'    Q~    QQ'    ' 

F     F  _F m+  P     F  _PQ^~QF 

Ces  deux  différences  ont  des  namérateors  'éga(n>et4e  signes  oo»* 
traires.  Ainsi ,  on  peut  déjà  conclure  que  la  différence  entre  deux 
réduites  consécutives  quelconques  est  égale,  abstraction  faite  du 
signe,  à  un  nombre  constant  divisé  par  le  produit  des  dénowwa- 
teurs  de  ces  deux  réduites.  Or,  si  l'on  considèrejes  deux  premières 
réduites  on  trouve 

àb+1     a 1 

b         \^P 

donc  le  numérateur  constant  de  toutes  les  différences  est  égal  à  1, 

et  Ton  a 

QF— PQ'=±:l. 

Le  signe  sera+  ou  — ,  selon  qu^on  retranchera  une  réduite  de  rang 
impair  d'une  réduite  de  rang  pair,  ou  vice  çersâ. 

Les  dénominateurs  croissant  jusqu'à  l'infini,  il  est  évident  qtfon 
peut  assigner  deux  réduites  consécutives  dont  la  dlff'érence  soit 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  et  comme  elles  comprendront  entre 
elles  ia  valeur  totale  de  a?^  il  y  a,  4)ès  à  présent,  lieu  de  eonclure 
qu'on  peut  trouver  une  réduite  aussi  «pprockée  qu'on  voudra. 

Par  exemple,  si  l'approximation  doit  être  à  -^^  prés,  on  pous- 
sera le  calcul  des  réduites  jusqu'à  ce  qne  le  produit  des  dénomi- 
nateurs des  deux  dernières  soit  au  moins  égal  à  1000,  et  alors 
l'avant-dernière  réduite  aura  Tapproximation  requise. 

519.  Les  réduites,  formées  d'après  te  règle  (316),  smi  tou- 
jours des  fractions  irréductibles. 

p 
Si  une  réduite  7^  pouvait  se  simplifier,  il  y  aurait  un  Cacteur  k 

Vf 
commun  à  P  et  à  Q,  et  k  devrait  amnsi  diviser  QF— PQ'  :  or  cela 

est  impossible,  car  QP'— PQ'=±:1- 

520.  Chaque  réduite  est  plus  approchée  de  la  vraie  valeur 
que  la  réduite  précédente. 


Pour  le  démontrer,  j'observerai  d'abord  que  si  onxsomplète  ââ03 
chaque  réduite  le  dernier  quotient  employé  à  la  former,  on  aura 
des  ^^H^pessioiis  égales  ii  la  vftleiir  totale  de  so,  et  qu^ii  sera -telle 
de  comparer  avec  celles  des  réduites.  Par  exemple ,  soit  la  réduite 

P"  _  V'm+V 

dans  laquélte  m  ecrt  te  dernier  quotient  employé.  Sion  pose  le  quo- 
tient complet  JTi+etc.  ==y,  et  si  on  remplace  m  par^  dans  cette 
réduite ,  il  estivident  qu'on  aura  une  expressien  égale  à  x, 

et  que  la  composition  de  cette  expression  la  rend  facilement  iionj- 

P      P' 
paraUe  avec  fes  deux  réduites—  ,  jr-f* 

V      V 

Cela  posé,  en  prenant  les  différences jentrejc et icbacunfîiiejCfiS 

réduites  il  vient 

p  _  Fy+P  _P  _(QPyPQV 

Quelle  cpie  soâ  la  vmtoande  la  quantité  QP'— PQ',  ces  diflfé- 
rences  sont  iie  fiigaes  conirauîes  ;  ;et  de  la  rni  jconclat,  «omme  aa 
n°  3dl,  que  la  valeur  de  x  est  toujours  comprise  entre  deux  ré- 
duites conséouttvefi. 

Mais  si  on  se  rappelle  qadQF—PQ'=:±?l  {348),le8difféFeiice8 
ei-dessus  se.riduironJt  à  • 

„P  _        :ty   '  y  _        zç:l 

•    Q~Qm+^y  ^  Q'-QWr+Q)- 

Or,  j^  étant  un  quotient  complet,  et  Q'  é(ant  un  dénominateur  qui 
'went  après  Q,  an  doît  avoir 7>1  et  Q>Q;  donc  la  deuxième 
différence.,  ahstnactida^Caite  dus^ne,  est  moindre  que  la  précé* 
dente.  C'est  cette  propriété  qui  a  fait  domier  aux  réduites  le  nom 
de  fractions  convergentes. 

321.  Remarque.  Le  quotient  complet  y  est  compris  entre  tw 
et  m+l  :  doncisi,  dans  le  dénominateur  de  la  deradèmCidifférence, 
on  rempkeej'  par.tw^  on  aura  une  fr«tfîtien.treip  grande^  eA  si  ob 
y  pempUwe  jf  arTte+l.,  on  attwi  une  fraction  trop  petite.  Dooc^ 
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abstraction  faite  du  signe ,  on  a 

P^  1  P^  1 

ou  bien,  puisque  Q'/w+Q=Q", 

P'  1         ,  P'  1 


Q'     Q'Q"    "'    •"     Q'  -^  Q'(Q'+Q")' 

P' 

On  obtient  ainsi  deux  limites  de  la  dififérence  x—  r^,  La  première 

limite  revient  à  cette  règle  déjà  connue  (318) ,  q\ï en  prenant  une 
réduite  pour  {valeur  approchée  de  x ,  V erreur  est  moindre  que 
V unité  divisée  par  le  produit  des  dénominateurs  de  cette  r^- 
duite  et  de  la  suivante.  Mais  la  seconde  limite  montre  en  outve 
que  V erreur  est  plus  grande  que  V unité  divisée  par  le  produit 
du  premier  dénominateur  multiplié  par  la  somme  de  ce  déno- 
minateur et  du  suivant, 

322.  Chaque  réduite  approche  de  x,  non-seulement  plus 
qu'aucune  des  réduites  précédentes  y  mais  encore  plus  que  toute 
autre  fraction  qui  aurait  un  dénominateur  moindre  que  celui 
de  cette  réduite. 

Nous  venons  de  reconnaître  que  chaque  réduite  approche  plus 
jde  X  que  les  réduites  précédentes  5  mais  aussi  elle  a  l'inconvénient 
4'être  exprimée  en  termes  plus  grands,  et  l'on  sait  d'ailleurs  qu'elle* 
n'est  point  simplifiable.  Il  est  donc  naturel  de  rechercher  s'il 
existe  une  fraction  conçue  en  termes  plus  simples  qu'une  réduite, 
^t  qui  cependant  ne  soit  pas  moins  approchée  de  x.. 

Reprenons  les  réduites  ^  »  ^r5  et  supposons  qu'une  fraction  ^^ 
qu'on  peut  toujours  regarder  comme  irréductible,  soit  plus  ap- 
prochée de  X  que  ^,.  Puisque  x  est  entre  ces  deux  réduites ,  mais 
plus  près  de  la  seconde  que  de  la  première ,  il  faudrait  que  te 
fraction  -  fût  aussi  entre  ces  réduites.  Donc  on  aurait ,  abstraction 
faite  des  signes  des  différences , 

Mais  le  numérateur  Qa^P?  est  un  nombre  au  moins  égal  à  1  -, 
donc  il  faudrait  qu'on  eût  le  dénominateur  Ql3>QQ',  ou  p>Q\ 
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Ainsi  une  fraction,  pour  être  plus  près  de  x  que  la  réduite  ^p,  doit 

avoir  un  dénominateur  plus  grand  C). 

Cette  propriété  imprime  aux  réduites  un  caractère  qu*il  importe 
de  bien  saisir.  En  général ,  quand  on  emploie  des  fractions  dans 
les  approximations ,  il  ne  faut  pas  croire  qu'en  prenant  des  dé- 
nominateurs plus  grands  on  obtienne  toujours  un  plus  grand 
degré  d'exactitude.  Pour  mieux  me  faire  comprendre,  soient  les 
trois  factions  ^ ,  |,  f .  Si  on  les  réduit  au  même  dénominateur,  eli^ 
deviennent  ff  >  fi)  H^  et  par  là  on  reconnaît  qu'elles  sont  rangées 
par  ordre  de  grandeur.  Or ,  il  peut  se  faire  qu'une  quantité  in- 
connue X  tombe  entre  ^  et  ^,  mais  beaucoup  plus  près  de  |  que 
des  deux  autres,  et  alors  il  est  évident  qu'il  sera  impossible,  avec 
des  septièmes  d'unités ,  d'obtenir  pour  x  une  approximation  aussf 
grande  que  |.  Cet  exemple  montre  qu'en  cherchant  des  valeurs 
approchées  parmi  les  fractions  qui  ont  un  dénominateur  donné , 
on  peut  quelquefois  avoir  un  moindre  degré  de  précision  qu'avec 
des  dénominateurs  plus  petits.  Mais  il  est  très-remarquable  que 
eda  ne  doive  jamais  arriver  quand  les  valeurs  approchées  searont 
eboisies  parmi  les  réduites  qui  se  déduisent  de  la  fraction  continue 
égale  à  l'inconnue^  et  c'est  sur  cette  propriété  que  je  voulais  flxer 
TattentioD. 

325.  Toule  fraction  continue  périodique  est  égale  à  Vune 
des  racines  d'une  équation  du  2*  degré  à  co^cients  rationnels. 

Soient  a^  6^....  les  premiers  quotients,  qui  forment  la  partie 
non  périodique;  et  soient/?^  9^....  les  quotients  suivants,  qui  re- 
viennent périodiquement.  Posons 

••+-■  -._  ..••4 


/>-t-etc.  p+elc. 

11  est  clair  qae  dans  ces  deux  expressions  on  pourra  remplacer 
par^  la  suite  77+ etc.  :  de  sorte  qu'on  aura 

•  1  -1 

••+7-       .  ■+7- 


(*]  Il  7  a  plus  :  si  on  ne  considère  qne  des  yaleurs  approchées  qui  soient  touks 
moindres,  ou  tontes  plus  grandes  que  x,  on  pent  facilement  prouver  qn*une  frac- 
tion ,  pour  approcher  plus  de  x  qu'une  réduite ,  mais  dans  le  même  sens  »  doit 
avoir  un  dénominateur  plus  grand  que  celui  de  la  réduite  suivante. 

i7 
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En  considérant  ainsi  ces  deux  suiles  comme  terminées  ky,  et  en 
leur  appliquant  les  règles  relatives  à  la  composition  des  réduites  , 
ou  arrivera  à  deux  équations  de  cette  forme  : 

Or,  si  de  la  première  on  tire  la  valeur  dey^n  x,  et  si  on  la  8id>* 
stitue  dans  la  deuxième,  il  est  facile  de  voir  queTéqualion  réaut- 
tante  sera  du  2«  degré  en  x.  Donc ,  et£. 

La  proposition  ifi verse  est  Cernent  vraie  :  mais  la  démoustra^ 
tion  en  estasses  difiicultueuse^  et  je  la  i>envaieplu8  loin,  à  laûa 
de  cet  article  (330). 

324,  JDévelqpper  une  quaruiU  quelconque  en  fraction  con^ 
iinue.  '^ 

Ref^résentons  cette  quantité  par  a;  ;  k  règle  générale  consistoA 
faire  .succeasi  vemen  t 

x=a  +  '^,     :]â=h\-  ^,     x'^—c^r  p,etc., 

a  étMt  le  ptas  grand  nomtoe  entier  oontena dans  x^  6  le  piM 
gcaml  nombre  entier  ooniesoi  dans  ocfy  etiainai  de  suite.  Quand 
on  saïaim  trouver  ces  ncnnfarea,  il  est  clair  qu'en  remplaçant  sue** 
cessivement  j/^  o:"^....  par  leurs  valeurs ,  ou  aura  le  dévetoppe-* 
ment  demandé , 

^c+etc. 

Lorsque  x  est  une  quantité  incommensurable ,  la  fraction  con- 
tinue devra  se  prolonger  indéfiniment  :  car  si  elle  se  terminait, 
les  réduites  seraient  en  fiombre  Kmité  et  la  dernière  serait  la  valeur 
exacte  de  j:,*>donc  x  ne  serait  pas  inconvnensurable.  Au  contraire, 
lorsque  x  est  commensurable  la  fraction  continue  s'arrêtera  tou- 
jours >  ainsi  qu'on  va  le  voir  tout  à  l'tieare* 

325.  Convertir  une  fraction  onUnairc  en  fraction  continue,, 
et  former  ensuite  les  fractions  convergentes. 

Soit  une  fraction  ordinaire 

Divisons  M  par  N  :  en  nommant  a  le  quotient  et  R  te  reste,  on  aura 

M  R 


N         •  K 


DivteoQB  N  par  R  :  ibb  nommant  b  le  quotient  et  K'  le  reste ,  on 

aura 

N     ,^R'     ..  .    R  1 

*+R 

Divisons  encore  R  par  R'  :  en  nommant  c  le  quotient  et  R"  le  reste, 
on  a  pareillement 

R  R"     -,  ,    R'  1 

W^-^W^  d'où   g-  = 


.  R"* 


En  continuant  ainsi  ces  opérations ,  qui  sont  les  mêmes  que  si  on 
cherchait  le  plus  grand  commun  diviseur  de  M  6t  de  N ,  on  arri- 
vera nécessairement  à  un  resl»  nul,  puisque  les  restes  successifs 
soot  des  nombres  entiers  déerotasaBls.  Supposons ^  pour  fixer  les 
idées ,  qu^on  trouve,  sans  reste , 

_=d,   dou^  =  5. 
Alors  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  successivement 


M        ^R        , 


=a+ 


R 


b+ 


b+ 


"+5- 


An  moyen  des  quotients  a,  b,  c,....les  réduites* ou  fractions 
convergentes  se  calculeront  comme  il  a  été  expliqué  n"*  316. 
Supposons,  par  exemple^  que  la  flraction  donnée  soit 


««^ 


86400 


20929' 


Voici  le  tableau  des  calculs  : 

4 

Divisions .  • .  { 86400 

2684 


20d20 
2141 


2684 
543 


2141 
512 


3 


649  S 12 


16  1  f  1  fl5 


-kii* 


31 


16  loi  1 
iJ  0 


ai{  16|15 

Quotients.** 4,  7,1^  8  ,  1  ,  16  ,   1  ,  1  ,  lé. 

r^AA    1     4  «29  88  IS!8  l6l  2704  2865,  6569  86400 

fiéduiies....j.  yt -^t '3r>iy»':g35.-^5345»55§§5. 

La  fraction  donnée  étant  conçue  en  nombres  assez  considéra- 
bles, on  pourra ,  si  on  le  juge  convenable,  la  remplacer  par  une 
de  ces  réduites  ^  et  alors  on  sera  assuré  qu'aucune  fraction  plus 
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simple  ne  pourra  en  approcher  davantage.  En  prenant  la  ré- 
duite ^ ,  l'erreur  serait  <  -x-^, ,  ou  <     ^ 


526.  Réduire  en  fraction  continue  la  quantité  irrationnelle 
V/a"+l ,  dans  laquelle  a  est  un  nombre  entier  quelconque. 

Le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  {/a*+l  est  évidem- 
ment a.  En  conséquence  on  posera 


ya*+  l=a+  — ,    d'où    a/= 


^  Va*+l—a 

Pour  extraire  les  entiers  contenus  dans  a:',  on  multiplie  d'abord 
les  deux  termes  de  cette  valeur  par  a+  {/a^-i-i ,  et  on  lui  donne 
cette  forme  plus  simple 

x'=a+  v/a*+i. 

Alors  il  est  clair  que  2a  est  la  partie  entière  de  o/^  on  fera  donc 


x^=a+Va'+l^^a+-T,y    d'où    x'= 


Cette  valeur  de  x'  étant  la  même  que  celle  de  a/,  il  s'ensuit  que 
^/a'ft  sera  exprimé  par  la  fraction  continue  périodique 

[/a^+i^a-] ;j' 

2a+ 


2a+etc. 

En  traitant  de  la  même  manière  la  racine  carrée  d'un  nombre 
entier  quelconque  qui  n'est  pas  un  carré  exact ,  on  trouvera  tou- 
jours une  fraction  continue  périodique,  mais  il  pourra  se  faire 
que  la  période  se  manifeste  plus  tard.  Cette  proposition  rentre 
dans  celle  dont  j'ai  déjà  renvoyé  la  démonstration  au  n"  330. 

327.  On.propose  d'évaluer  le  rapport  approché  de  la  circon- 
férence au  diamètre  en  fractions,  dont  chacune  soit  telle  qu'au- 
cune fraction  plus  simple  ne  puisse  être  plus  approchée. 

D'après  la  propriété  démontrée  n"  322 ,  cette  question  revient 
à  dévelppper  en  fraction  continue  le  rapport  de  la  circonférenoa 
au  diamètre ,  et  à  tîalculer  ensuite  les  réduites.  Il  n'existe  point  d«. 
méthode  directe  pour  opérer  ce  développement,  mais  on  y  supplée, 
en  se  servant  de  la  valeur  approchée ,  en  déciniales ,  du  rapport 
dont  il  s'agit.  Si  on  désigne  par  rr  ce  rapport  et  qu'on  se  borne  aux 
dix  premières  décimales,  on  a 

7r=:3,l41592a533 
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Si  OR  ajoute  une  unité  à  la  dernière  décimalei  la  valeur  exacte  de 
7t  sera  comprise  entre  les  deux  fractions 

31  415  926  535         31  415  926  536 
10  000  000  000  '       10  000  000  000  • 

En  conséquence,  on  les  réduira  toutes  deux  en  fraction  continue; 
et  en  ne  prenant  que  la  partie  commune  aux  deux  développements, 
on  sera  assuré  qu'elle  doit  appartenir  aussi  à  celui  du  rapport  fr. 
Pour  ne  point  perdre  de  vue  l'objet  principal ,  j'admettrai  ici  cette 
assertion  comme  démontrée  (voir  le  n""  328). 

Si  on  effectue  pour  chaque  fraction  les  divisions  successives , 
comme  au  n""  525,  on  trouve  ces  deux  séries  de  quotients  : 

3,  7,  15,  1,  292,  1,  1,  6,  2,  13,  3,  1,  12,  3, 

3,  7,  15,  1,  292,  1,  1,  1,  4,     1,  1,  1,  45,  1,  1,  8. 

Ne  considérons  donc  que  ceux  qui  sont  communs  à  ces  deux  sui- 
tes, à  partir  du  premier  sans  interruption^  puis  formons  les  ré- 
duites correspondantes  :  on  aura  ainsi  les  valeurs  cherchées. 

Quotients....     3^   7,    15,    1  ,        292  ,        1      ,        1. 
p,,  ..  3    22    333    355    103 993     104 348     208  341 

^^""'^"^ ï'  T'  ÎÔ6'  ÎÎ3'  IslôF'  "332Ï5  '  ■663Î7' 

La  1"  réduite  n*est  autre  chose  que  le  quotient  3,  auquel  on 
donnejl'unité  pour  dénominateur  y  et  la  2<'  est  égale  à  3-f  |. 

La  3«  réduitjB  f^  est  formée  en  multipliant  les  deux  termes  de 
la  précédente  par  le  3«  quotient  15,  et  en  ajoutant  respectivement 
aux  produits  les  termes  de  Tavant-précédente.  Calcul  analogue 
pourjla  4«  réduite  et  les  suivantes  (316). 

Ces  fractions  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes 
que  la  vraie  valeur  de^.  Ainsi  la  fraction  ^  sera  trop  grande^c'est  le 
rapport  trouvé  par  Arcuimède.  D'après  le  n»  321 ,  l'erreur  qu'il 

compdrte  est  entre  ^  et  ;^^^y  c'est-à-dire  entre  ^  et  ^. 

La  fraction  ff|  est  le  rapport  d'AoRiEN  Métius.  Il  est  encore 
plus  grand  que  le  rapport  exact,  mais  il  est  beaucoup  plus  approché 
que  celui  d'ARGHiMEDB  -.carilne  laisse  qu'une  erreur  comprise  entre 

113X33102  ®^  113(113+33102}'  ^'^^t-à-dire  entre  374^520  ^t  37^^^. 

Lerapportf^ placé  entre  celuid'ARCHiMÈDEetceluideMÉTius, 
paraît  avoir  été  connu  des  Indiens  j  il  n'est  guère  plus  simple  que 
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fH,  mais  il  est  beaucoup  moins  approché  :  car  l'erreur  eat  entre 
106x113  ^*  106,106^113}  '  ^'®*-à- dÎM  eotrc  nir^  et  ^ jj. 

Si  on  veut  conriparer  oea  rapports  avec  la  valeur  de  n  rapportée 
au  commencement  de  ce  numéro ,  ce  qu'il  y  a  de  mieux  c'est  de 
les  réduire  en  décimales.  On  trouve 

On  voit  donc  que  le  rappoi:t  d'ÂacHiMÈDE  est  en  erreur  à  la  d"*  dé* 
cimale,  celui  de  Métius  à  la  7*  seulement,  et  le  raj^port  intermé- 
diaire à  la  5«. 

D'un  autre  côté ,  si  on  cherche  les  valeurs  approchées  de  tt  par 
des  polygones  inscrits  et  circonscrits  en  prenant  le  carré  pour  point 
de  départ,  on  reconnaîtra  qu'il  faut  s'élever  aux  poiygoneiJ  d^ 
128  côtés  pour  avoir  deux  décimales  exactes,  à  ceux  de  2048  côtés 
pour  en  avoir  quatre,  et  à  ceux  de  8192  pour  en  avoir  rix.  Par  là 
on  voit  de  quels  polygones  dépendent  les  trois  rapports  ci-dessus. 
Je  n'ai  rien  dit  des  autres  rapports  parce  qu'ils  sont  beauçoi^)  plu* 
compliqués ,  et  qu'ils  n'ont  d'ailleurs  aucune  célébrité. 

528.  Je  me  suis  appuyé,  dans  le  n°  527,  sur  une  assertion  qui  a 
besoin  de  démonstration,  et  je  proposerai  la  suivante. 

Supposons  que  x  soit  une  quantité  comprise  entre  u  et  ç,  et 
qu'en  développant  Uj^  Vy  œ,  en  fractions  continues ,  oa  Ibtl 

u=a'\"-j,  'u'=b-\ — -,,    u"=c  +  -iy,etc. 
u  if  u 


x=a'+^,    ^'=^*'+^,    00"=:.  &+!-„,  etc. 

Puisque  x  eal  entre  zc  et  f^^  et  que  la  même  partie  entière  a  se  troiiYô 
dans  u  et  ç,  cette  partie  entière  doit  aussi  se  trouver  dans  x;  donD* 

a'=a.  De  plus,  il  est  elair  q«e  -^  doit  être  entre-;  et  -7 ,  et  que  pair 

suite  xf  est  entre  u'  et  (/  :  ainsi  on  peut  raisonner  sur  w';  ^,  ar^, 
comme  sur  a,  ç^  jf,  et  on  conclura  que  l/—b.  Ensuite  oh  conclura 
encore  que  (/^c.  On  poursuivra  de  même  ;  et  fànt  qù'îl  y  aura  diBSH 
termes  commups  aux  deujc,  prieniiècçs  fractions  continues ,  on  re- 
connaîtra  que  ces  termes  doivent  également  se  trouver  dans  la  troi- 
sième :  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


529.  Les  fraciîons  cotttttities  foumwsent  un  i^océâépour  rt* 
soudre  en  nombres  entiers  Féquation  indéterminée- 

[1]  ax-^by^^c. 

Dans  cette  éqaatioD ,  les  nombres  a^  b,  c  awt  eaticnrs;»  et  l69 
deux,  premiers  sont  supposés  n'avoir  aucun  fade/Ur  commuOk 

Concevons  qu'o»  ait  éév^hrppé  le  raptyort  r  ^  fraction  eonlîoue , 

et  qu'on  ait  calculé  toutes  les  réduites  :  la  dernière  ne  sera  autre 
que  ce  rapport  même.  Retranchons-en  Tavant-dernière  quejere- 

préseaterai  par  -r^.  Le  no»ér«te«iir  d«  k  éUSérme^t^^  (sd/^iaf j 

et  par  la  propriété  du  n*  51 8,  on  a 

[2]  aU—ba'  =  ±i. 

Multipliée  par  :±:  c,  celite  égalité  <devieBt 

ax±:bfc+b'X::fa'c^û; 

donc  on  satisfait  à  l'équation  [1]  en  prenant  x=±:b^c^  y=:=çclc. 
Cette  solutioB  élmt  connoe  ,  on  soit  (457)  que  touHee  les  aolre» 
sont  données  par  les  ternuiles 

x^=:±iVo^bt^  y=^a^c+at, 

t  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  On  prendra  le  signe  su- 
périeur ou  te  signe  raférîenr,  selon  qu'il  y  aura  +  ou  —  dans 
l'égalité  [2]  ;  ou  bien  encore ,  ce  qui  est  la  même  choBC,  selon  que  la 

réduite  ^sera  de  rang  pair  ou  de  rang  impair. 

Exemple..  Soit  l'équation 

[3]  2^0?— 8at>'=rll7. 


261 
Si  on  réduit -r^  en  fraction  continue,  on  trouve 

Quotients,  ...     3,    5  ,     2,      7. 
^,,  ,^  3      16      35      261 

ftédoltee.  ^  .  •  .    r.     -5,    ïT'     82  • 

Si  on  prend  le  numérateur  de  la  différence  ^— f|*  et  si 
attention  que  ^^  est  arrrréduite  de  rang  pair ,  on  aura 

^6ïxU— 8^XS6=+1. 
Donc  en  multipliant  par  1 17, 

861X11^117— «2X36X«":&U7 , 
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donc  on  satisfait  à  l'équation  [3]  en  faisant  jr=l  1x117=1267  et 

ys35xl  17=4095}  donc  enfin  les  valeurs  générales  de  x  et  de  j^ 

sont 

x=1287+82/,    y=4095+261/. 

Si  on  fait  la  division  de  1287  par  82,  et  celle  de  4095  par  261 ,  on 
trouve  1287=82x15+67  et  4095=261x15+180.  Alors ,  en  re- 
marquant que  /  est  un  nombre  entier  quelconque,  on  pourra  écrire 
plus  simplement 

a:=:57+82/,    y=180+26l/. 

^^350.  Je  place  ici  la  démonslration  de  celte  proposition  :  Que 
tome  racine  irrationnelle  d'une  équation  du  2*  degré,  dont  les 
coefficients  sont  rationnels,  se  développe  en  une  fraeiion  con- 
tinue  périodique. 

En  chassant  les  dénominateurs ,  et  en  multipliant  tous  les  termes 
par  2 ,  si  cela  est  nécessaire  pour  que  le  coefficient  du  second  terme 
soit  pair,  on  mettra  Téquation  du  2''  degré  sous  la  forme 

[1]  a'x*—2bx—a=^0 

a,  a',  b  étant  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs.  Prenons 
Tune  des  deux  racines  de  cette  équation ,  par  exemple , 

supposons-la  positive  et  incommensurable  :  je  dis  qu'elle  doit  se 
développer  en  fraction  continue  périodique. 

Soit  m  la  partie  entière  de  x  :  posons  a:=m +-7^,  et  cherchons 

la  partie  entière  de  x\  On  a  d'abord 


donc 


1      6+  V/  b^+aa'  b—a'm+  [/  b^+aaf 

_= m  = -f — î 

X  a  a' 

a' 


^      b^a'm+  V  b*-\- aci^ 

fettre  le  radical  au  numérateur^  multiplions  les  deux 
fe  celte  fraction  par  — (6— a'm)+  v/6*+aa',- il  viendra, 

ré(Kîctions  faites ,  «,„.._^ 

dm—b^S/b^-^aa! 


0/ 


— a'm*+26m+a 
Pour  plus  de  simplicité,  faisons 
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et  1a  valeur  de  sd  sera  


0/  = 


a 


Remarquons  que  les  valeurs  de  V  et  a"  donnent 

Ainsi  on  peut,  sous  le  radical  de  x',  remplacer  b^-^-ad!  par  V^-^dcC. 
Dès  lors  il  est  évident  que  si  ni  est  la  partie  entière  de  ad ,  et  que 

eédents ,  


««.''.il-. 


«^ 


Ici  V  et  «**  doivent  avoir  les  valeurs  suivantes, 

et  Ton  doit  encore  avoir  V'^^d'cC^U^-^-alcC, 

Soit  m''  la  partie  entière  de  x"  :  en  continuant  comme  on  vient 
de  faire,  on  aura  la  valeur  de  x  en  fraction  continue, 

771"  + etc. 

Remarquez  surtout  que  dans  la  suite  des  valeurs  analogues  à 
X,  afy  x%  le  radical  est  constamment  égal  à  V  b^+aa'  :  c'est  là 
un  premier  point  qu'il  était  essentiel  d'établir. 

Au  commencement  de  la  série  des  quantités  a,  a! y  a",  etc.,  il 
peut  se  faire  qu*il  y  eu  ait  de  positives  et  de  négatives^  mais  au 
delà  d'un  certain  terme,  elles  devront  toutes  avoir  le  même  signe  5 
et  c'est  là  un  second  point  qu'il  importe  d'établir.  Pour  y  par- 
venir, au  lieu  de  calculer  successivement  chacune  des  expressions 
xfy  x"y  etc.  au  moyen  de  la  précédente ,  je  vais  montrer  com- 
ment on  peut  les  déduire  toutes  de  la  première. 

Imaginons,  pour  un  moment,  que  x,  x',  x" ^  soient  trois  ex- 
pressions consécutives  quelconques,  qui  se  rencontrent  dans  la 
série  de  nos  calculs ,  et  dont  les  parties  entières  soient  m,  ni  y  ni\ 
Dans  cette  supposition ,  ces  nombres  seront  trois  dénominateurs 
consécutifs,  pris  d'une  manière  quelconque  dans  la  fraction  con- 
tinue égale  à  l'expression  [2],  En  conséquence ,  si  on  désigne 

P      P' 

par  TT  et  ^ ,  les  réduites  correspondantes  à  m  et  ni  y  et  si  on  fait 


attention  qu'alors  a?"  représente  le  quotient  eompiet  >w*+ête^., 
la  valeur  exacte  de  la  fraction  continue  sera  égale  à  "^^  . 
donc  on  doit  avoir 


*««*Mh*iaUHito 


QV+Q     .a'  

Cette  équation  doit  donner,  pour  d',  la  valear  — ii— — "t^ . 
effectuons  les  calculs.  On  a  successivement 
aT'a?"+a'P=Q'a;"(6+  \/b^^^)-{-  Q(6+  V'F?^ , 

6Q'— a'P'+QV  ftM=ââ' 

__&(PQ'+QP04-aQQ'— aTP'+(P'0— Q'P)\/  6*+ oa' 

Par  la  théorie  des  fractions  continues ,  on  sait  que  P'Q— QT= 

±1,  selon  que  la  réduite  ^,  est  de  rang  pair  ou  impair.  Si  l'on 

avait — 1,  il  faudrait  changer  les  signes  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur de  x*\  aGn  de  ramener  la  partie  irrationnelle  à  être 
^yi)^^aa.  Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  qu'on  ait  +1. 
Alors ,  la  valeur  trouvée  ci-dessus ,  pour  x' y  devant  être  la  même 

que  ^ — — iî;- ,  on  doèt  avoir 

On  pourrait  de  nouveau  vérifier  ici  que  t'^+a^a^^^'+^a'^  œais 
cette  vérification  est  superflue. 

Si  l'on  avait  calculé  de  La  même  manière ,  au  moyen  des.  r^ 
duites,  la  valeur  de  a?',  le  multiplicateur  de  |/è*+aa'  eût  été  de 
signe  contraire  à  celui  qui  se  trouve  dans  a?"  :  pour  cette  raison , 
on  aurait  changé  les  signes  du  numérateur  et  du  dénominateur» 
et  alors  on  aurait  eu 

Rappelons  que  les  deux  réduites  jk^^  ry  comprennent  entre 

elles  la  vraie  valeur  de  Xy  que  plus  elles  sont  avancées,  plus  leur 
différence  est  petite ,  et  que  même  celte  différence  peut  devenir 
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aussi  petile  qu'op  voudra  (318).  C^  poaé,  tes  deœc  radties  de 

réquation  [i]  étant  inégales  (aaB&quoi  ellm  oe  aéraient  pa»  incoitH 

P      P' 
nkdùs»TÊbks}f  il  est  permis  de  supposer  que  lès  réduites  7^  et  jrr. 

aient  été  choisies  de  telle  sorte  qu'elles  ne  cooiprennent  point 
entre  elles  la  seconde  racine  de  Téqualion  [l]. 

Nommons  x,  la  racine  dont  il  s'est  agi  jusqu'à  présent,  et  Xm 
l'iautre  racine.  Par  ce  qui  a  été  dit  en  traitant  de  réquation  du 
2* degré  (183),  le  1*'  membre  de  l'équation  [1  Jpeut  se  décomposer 
comme  il  suit  : 

a'(x — Xi)  (x — Xa). 

L'une  des  réduites  est  >j:x  ,  et  l'autre  est  <jr,5  mais  dles  sont 
toutes  deux  plus  grandes  que  x^^  ou  toutes  deux  moindres.  DQno» 
si  on  les  substitue  successivement  à  la  place  de  x^  dans  le  produit 
ci-dessus ,  on  devra  trouver  deux  résultats  de  signes  contraires  ; 
donc  il  en  devra  encore  être  ainsi  en  les  substituant  dans  If^ 
1"  membre  de  l'équation  :  c'est-à-dire  que  les  deux  qusmtUéa 

doivent  être  de  signes  contraires.  Chai^geons  les  signes  de  la  pre- 
mière, et  ensuite  multiplions  les  deux  quantités  respectivement  par 
Q'  et  Q^%  on  pourra  dire  encore  que 

— a'^P"+26PQ+aQ»    et    <îT'"— 2èP'Q— aQ'" 

sont  deux  quantités  de  môme  signe.  Ces  deux  quantités  ne  sont 

autres  que  a"  et  a*';  donc  a"  et  a'^  sont  de  même  signe.  La  même 

conclusion  s'applique  aux  quantités  analogues  qui  viennent  après 

af^  car,  dans  nos  suppositions,  toutes  les  réduttea  qui  viennent 

p 
apnès  vr  sont  telles  que  deux  quelconques  d'entre  elles ,  placée^ 

consécutivement ,  comprennent'  toujours  Xj  et  ne  comprennent 
point  Xa.  Donc ,  dans  là  suite  des  quantités  a,  o! ,  a",  etc.,  on  est 
assuré  d'en  trouver  Une  à  partir  de  laquelle  elles  seront  toutes  de 
même  sign^ 

Ce  tmmA  pôiM  étant  él^bfi ,  faisons  h'+aa'-^ ,  et  rappelons 
que  duns  I»  série  des  vateutt  de  ±',  x\  etc. ,  on  a  toujours 

A^+aV=R,    é''*+aV=ft ,  etc. 

Or,  les  quantités  a,  d',  a\  etc.,  à  partir  d'un  certain  rang,  devant 
toutes  avoir  le  même  signe ,  il  s'ensuit  que  les  produits  afct. 
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€t(f^  etc.,  doivent  alors  être  constamment  positifs  \  donc  aussi,  an 
delà  d'un  certain  rang ,  en  vertu  des  égalités  précédentes,  les  nom- 
bres U,  b%  etc.,  a',  a%  etc.,  abstraction  faite  de  leurs  signes,  de* 
vront  rester  compris  entre  certaines  limites. 

De  là  il  suit  qu'en  mettant,  dans  les  expressions  de  x,  oc^, 
x^,  etc.,  en  dehors  du  radical  v/S ,  au  numérateur  et  au  déno- 
'  minateur,  des  quantités  comprises  entre  ces  limites ,  on  ne  pourra 
avoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs.  Donc ,  parmi  les  valeurs  de 
à^Xyxfy  x*,  etc.,  il  doit  s'en  trouver  qui  se  répètent.  Si,  par 
exemple ,  on  suppose  qu'au  delà  de  x"  on  retrouve  une  valeur 
^ale  à  x"y  on  sera  certain  de  retrouver  encore ,  les  mêmes  et 
dans  le  même  ordre,  les  valeurs  qui  ont  succédé  à  x".  Donc 
aussi  les  termes  de  la  fraction  continue  qui  ont  été  dé(]ui(s  de  x'^ 
et  des  valeurs  suivantes  devront  se  reproduire.  Il  est  évident 
d'ailleurs  que  ces  termes  doivent  se  reproduire  périodiquement 
jusqu'à  TinGni  -,  donc  enCn  la  fraction  continue  égale  à  la  racine  [2] 
doit  être  périodique.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


CHAPITRE  XIII. 

THÉORIE  DES  LOGARITHMES.  —  QUESTIONS  SUR  LES   INTERETS 

COMPOSES. 


Définition  des  logarithmes.  —  Leurs  propriétés.  —  Utilité  des  tables. 

331.  Soient  deux  progressions,  Tune  géométrique  ,  commen- 
çant par  1 ,  et  l'autre  aritlimélique,  commençant  par  0  :  telles  que 
celles-ci,  par  exemple, 

i^  1  :  2  :  4  :  8  :  16  :  32  :  64  :  128  :  etc. 
^    0  .  3  .  6  ,  9  .  12  .  15  .  18  .     21  .  etc. 

Si  on  les  compare  entre  elles ,  on  aperçoit  facilement  qu'en  multi- 
pliant Tun  par  l'autre  deux  termes  quelconques  de  la  première,  et 
en  ajoutant  ensemble  les  termes  correspondants  de  la  seconde,  on. 
trouve  encore  deux  termes^correspondants  de  ces  mêmes  progres- 
sions. Ainsi,  4X16=.64,  6+12=18^  et  l'on  voit  qu'en  effet  1.8 
répond  à  64.  De  cette  manière,  une  multiplication  se  trouve  effec- 
tuée au  moyen  d'une  addition. 
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Celle  remarque  si  simple  est  ancienne ,  sans  doate  :  mais  c'est  le 
génie  de  Neper  ,  baron  d'Ecosse ,  qui  en  a  fait  sortir  la  théorie 
des  logarithmes ,  une  des  plus  utiles  découvertes  modernes.  Elle 
fut  publiée  en  1644,  sous  le  titre  de  MirificiLogarithmorumca^ 
nonis  Descriptio.  Je  vais  l'exposer  ici  avec  tous  les  développe-^ 
ments  convenables,  en  me  tenant  le  plus  près  possible  des  idées 
de  l'inventeur,  sans  toutefois  employer  la  considération  du  mott^ 
vement  dont  il  faisait  usage. 

Le  savant  écossais  commence  par  observer  que  les  nombres , 
dans  toutes  les  nuances  de  grandeur ,  peuvent  être  regardés 
comme  les  termes  d'une  progression  géométrique^  et  c'est  là  un 
point  qu'il  importe  d.e  bien  comprendre.  Considérons  la  progression 

H  1  :  1  +a  :  (!+«)«  :  (i+a)^  :  etc. 

Si  on  suppose  que  a  soit  une  très-petite  quantité ,  les  termes  croî- 
tront par  degrés  très-rapprochés  ;  et  comme  on  peut  diminuer  a 
indéfiniment ,  on  doit  regarder,  à  la  limite ,  les  termes  comme  va- 
riant d'une  manière  continue.  A  la  vérité ,  on  ne  peut  point  écrira 
une  progression  dans  laquelle  cette  continuité  existe  \  mais  l'esprit 
la  conçoit ,  et  cela  suffît  :  en  conséquence ,  on  pourra  considérer 
tous  les  nombres  plus  grands  que  1  comme  compris  dans  la 
progressioù  géométrique.  Je  laisse  de  côté  ceux  qui  sont  moindres, 
pour  y  revenir  tout  à  l'heure. 
En  même  temps ,  Neper  prend  une  progression  arithmétique. 

i  0  .  p  .  sp .  315 .  etc. 

dont  les  termes  croissent,  à  partir  de  O,  par  différences  aussi  faibles 
qu'on  voudra;  et  alors,  envisageant  les  termes  de  cette  suite  dan« 
leur  liaison  avec  ceux  de  la  première ,  il  les  désigne  ^lis  ie  nom 
de  logarithmes. 

Ainsi ,  les  logarithmes  des  nombres  sont  les  termes  dCune 
progression  arithmétique  commençant  par  zéro  ;  qui  corres- 
pondent à  ces  nombres  considérés  comme  faisant  partie  dUine 
progression  géométrique  commençant  par  Vunité. 

552.  Cette  définilion  semble  ne  point  attribuer  de  logarithmes 
aux  nombres  <;i  \  et  si  au  lieu  de  prendre  la  progression  géomé- 
trique croissante,  on  la  supposait  décroissante ,  ce  serait  les  nom- 
bres >1  qui  n'auraient  point  de  logarithmes.  Pour  Gxer  les  idées, 
\^  raisonnerai  toujours  dans  la  première  hypothèse-,  et  alors,  pour 


A 
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40e  la  ppogreisioii  géométrique  embrasse  aussi  les  nombres  <  1 , 
4l£iifllt  de  la  prolonger  au-dessous  de  l'unité,  ce  qui  revient  à  dK 
iriser  i'onité  par  les  pvitaances  successives  de  la  raison  l  +  a. 

Mata  queia  aeiont  les  logarithmes  de  ces  nombres ,  et  comment 
4iontiikiier  la  progression  arithmétique  eu-dessous  de  zéro?  On 
fMQt  bien  former  les  termes  de  celte  progression  dans  on  ordre 
^rétrograde,  en  retranchant  la  raison  de  chacun  d*€uï  ;  mais  quand 
on  est  arrivé  à  zéro ,  la  soustraction  n -est  plus  possible,  et  il  semble 
que  la  progression  doive  s'arrêter  à  ce  terme.  Cette  difliculté  dis- 
paraît 8ur4dNchamp  par  remploi  des  quantités  négatives ,  qui  sin- 
ferodoiraient  ici  naturettement  si  elles  n'étaient  déjà  connues  :  c^st- 
à'dire  qu'on  mettra  le  signe  ^—devant  les  multiples  de  la  raison  qui 
devraient  être  retranchés  de  zéro^  si  cela  était  pos3ibJe.  On  en- 
gendre ainsi  des  termes  négatifs,  au  moyen  desquels  on  fait 
descendre  la  progression  arithmétique  au-dessous  de  zéro ,  et  qui 
font  les  logarithmes  des  nombres  moindres  que  Tunité. 

En  conséquence ,  si  on  éciit  à  la  gauche  des  deifx  suites  leurd 
termes  descendants ,  ces  suites  pourront  se  présenter  ainsi 

[2]       f..,— 3p       ,    — 2p      .    — 13  .0.      jS     •      2i3     .      3/3     ...j 

et  alors  la  seconde  donne  les  logarithme»  de  toiia  les  termes  delà 
première.  Il  ne  faut  pas  oublier  qn'il  entre  daaa  la  détoilion  ées 
logarithmes ,  comme  condition  essentielle ,  que  les  termes  1  et  0 
doivent  toujours  se  correspondre,  ce  qui  revient  à  dire  que  log  1=0. 

Dans  les  douai  stiiiêa,  la  partie  aseendante  augmente  jusqu'à  l'ki-» 
fiiû;  mais,  dans  Mt  pfemière,  la  partie  descendante  4end  indéfini-* 
ment  vers  zéro,  tandis  que,  dans  ta  seoomtey  elle  erott  jus(|ii*à 
l'infini  négalif .  Donc  log  00  =  00  ,  et  log  O^z— 00 .. 

Ces  deux  wi tes  mettent  eocore  en  évidence astto  remarqpi^^ue 
ai  un  nombre  quelcpoqua  a  est  placé  a  une  «artatne  diataooe  de 

Piiaité  dans  la  partto  asoendanie  de  la  première ,  le  nombre  - 

la 

doit  occuper  le  même  rang  dans  la  partie  descendante.  Donc  ce 
dernier  nombre  a  le  même  logarithme ,  mais  pris  négativement  i 

donc  logi=.-Iog». 

533.  Passons  aux  propriétés  des  logarithmes^  La  propriété  fon- 
daaaentale  est  celle  qui  a  été  remarquée  n*  351 ,  et  que  je  yais  dé» 


moQlxer  généralemeot.  Elle  ^'énonce  «in»  :  JU  logmiihme  ^hin 
produit  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  ses  fof^ew^* 

1*  Supposons  que  a  et  i  soient  deux  nombres  appartenant  à  la 
partie  ascendante  de  la  progression  [1].  Par  exemple,  prenons 

on  aura 

Dans  la  progression  [2],  lesjogarithmes  de  a  et  6  sont  2p  et  6^  j 
donc  loga+log*=(5+2)p.  Or  (5+2}p  est  le  logarithme  de 
(l+a)5-^>^donc 

log<î6==îoga4-k)gft. 

2»  Supposons  a  dans  Ta  partie  descendante,  et  b  dans  la  partie 
ascendante,  mais  plus  loin  de  l'unité  que  a.  Soient 

on  aum 


\5— » 


ab^ii+oL) 

Mais  lqga=r— 2p,  togè=5i3;  donc  loga+li3«à==(5.*^p  :  et 
comme  (5— 2)|3  est  évidemment  le  logarithme  de  (1 +a)5-*,  on  con- 
clut encore  log  a6=rlog  ûf +log  &. 

S^'  Supposons  a  ilaas  Ja  partie  descendaotoi  etiè  dftD$  la  jpaflie 
aBceodante,  iniis  plus  pnès  de  1 .  Soumit 

on  aura 

Orloga=— 5i3,  Iog*=2p-,  doncloga+log6=r--(5— SyjS,cequ» 

est  le  logarithme  de^^^^j^donc  logaA=loga+log6. 

4»  Enfln,  prenons  les  deux  nombres  a  et  6  dans  la  partie  descen- 
dimte,  etsoicût 

00  «lira 

Ici  loga=— 2iS,  iQg  ô=^5p  ^  par  suUe  on  a  log4i+]gg^xis-^i^i)fi^ 
ce  qui  est  le  logarithme  du  produit  ci^essiw^  dpnc  ^mom 
loga6=loga+log  i- 
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Celte  égalité  étant  vraie  dans  tous  les  cas,  changeons-y  b  en  bû; 
elle  devient 

log  ab0=  log  a+  log  bc  =  log  a  +  log  6+  log  c. 

On  peut  continuer  ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs;  donc 
le  logarithme  d'un  produit,  etc. 

334.  Posons  t=9*  on  aura  bq^a;  donc  logb+\ogq=laga^ 

d*oû 

log9=loga— Iog6. 

Donc  le  logarithme  d^un  quotient  est  égal  au  logarithme  du 
dividende,  moins  celui  du  diviseur. 

335.  Si  un  produit  est  composé  de  n  facteurs  égaux  à  ^^  on 
doit  avoir 

log  a''=log  a+loga+^«  .=/i  togflr. 

Pour  étendre  cette  formule  aux  exposants  fractionnaires ,  on 

M 

posera x^a" ,  d'oùx"=raw.  Par  suite  log ar^^rlog a"» :  donc,  en 
vertu  de  la  formule  ci*dessus ,  n  log  x=m  log  a  ;  et  de  là  on  tire 

loga:=— loga. 

Si  a  est  affecté  d*un  exposant  négatif — n,  on  remarquera  que 
a"""  Xa"=l  ;  donc  log  a^"+  loç  a^=  log  l .  Or  log  t=^o  5  donc 
log  a-"=— loga'»^— 71  log  a. 

Donc  le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d'un  nombre 
est  égal  au  produit  du  logarithme  de  ce  nombre  par  l'exposant 
de  la  puissance. 

536,  Soit  r=  y" a,  on  a  r=a  ,•  donc ,  par  la  règle  précédente , 
/ilogr:=^loga,  d'où 

logr=log^â=Î2i^. 

n 

Donc  le  logarithme  de  la  racine  d!un  nombre  s'obtient  en  dhi-' 
sant  le  logarithme  du  nombre  par  l'indice  de  la  racine. 

337.  Ces  propriétés  montrent  clairement  que  si  Ton  avait  des 
tables  où  Ton  pût  trouver  tous  les  nombres ,  et  à  côté  leurs  loga- 
rithmes ,  il  serait  facile  de  ramener  la  multiplication  à  Taddition ,  la 
division  à  la  soustraction,  la  formation  des  puissances  à  la  multi- 
plication ,  et  l'extraction  des  racines  à  la  division.  Par  exemple , 
qu'on  ait  à  calculer  ^^837  :  on  prendrait  dans  les  tables  le  o^ 
de  837,  on  le  diviserait  par  7,  et  on  aurait  ainsi  le  log  de  y  837^ 
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donc  j  en  cherchant  dans  les  tables  le  nombre  correspondant ,  on 
aurait  la  racine  demandée. 

Table  des  logarithmes.  ~  Des  différents  systèmes  considérés  d'après  leurs  modules. 

—  Système  Népérien. 

558.  On  comprend  bien  que  les  tables  ne  peuvent  pas  renfer- 
mer les  logarithmes  correspondant  à  toutes  les  nuances  de  gran- 
deur que  peuvent  avoir  les  nombres  :  car  ces  nuances  sont  inGnies, 
même  entre  deux  limites  très-rapprochées.  Elles  ne  peuvent  pas 
non  plus  contenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers  :  car 
la  suite  de  ces  nombres  est  illimitée.  Mais  on  y  mettra  ceux  des 
nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à  une  certaine  limite ,  jusqu'à 
100000,  par  exemple;  et  comme  toutes  les  opérations  numériques 
se  ramènent  à  des  calculs  de  nombres^entiers ,  ces  tables  seront 
encore  d'une  immense  utilité.  Je  vais  exposer  leur  construction  , 
en  suivant  toujours  les  idées  de  Neper. 

Pour  que  la  progression  géométrique  embrasse  les  nombres  plus  ' 
grands  que  1 ,  dans  tous  les  états  de  grandeur,  il  faut  la  concevoir 
comme  formée  de  termes  qui  croissent  d'une  manière  insensible  à 
partir  de  1  ;  et,  pour  avoir  leurs  logarithmes,  il  faut  aussi  conee- 
voir  la  progression  arithmétique  comme  composée  de  termes  qui 
rarient  par  degrés  insensibles,  à  partir  de  zéro.  Cette  dernière 
condition  est  nécessaire,  sans  quoi  des  nombres  finis  auraient  des 
logarithmes  infinis. 

A  leur  origine ,  les  accroissements  simultanés  que  peuvent  re- 
cevoh*  les  termes  1  eto  sont  d'une  petitesse  inappréciable;  mais 
quelque  petits  qu'ils  soient,  on  conçoit  qu'on  peut  établir  entre  eux 
un  certain  rapport,  lequel  est  entièrement  arbitraire.  Ainsi,  lorsque 
ces  accroissements  commencent  à  naître,  on  pourra  supposer  que 
celui  du  logarithme  0  est  double,  triple,  etc.,  de  celui  du  nombre  1  ; 
Ce  rapport  est  appelé,  d'une,  manière  générale,  le  Module  des 
logarithmes ,  et  je  le  désignerai  par  M. 

Cela  posé,  donnons  au  terme  1  delà  progression  géométrique 
un  accroissement  très-petit  «,  mais  cependant  appréciable  en 
nombres.  L'accroissement  correspondant  du  terme  zéro  de  la 
progression  arithmétique  sera  à  fort  peu  près  égal  à  M«-  et  l'on 
pourra  prendre  pour  les  deux  progressions,  celles-ci  :     ' 

'•  m    H  1  :  l+«  :  (1+^)*  :  (1+^)3  .  (t+J)^:  etc 
[2]    ^  0  ,   M«   .     2M«    .    3M«    ,    4M*,    .etc. 
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Nous  avons  dit  que  le  rapport  da  module  M  peut  être  pris  à  y^ 
lonté  :  par  conséquent ,  selon  les  valeurs  particulières  cpi'oa  lui 
attribuera,  on  aura  différents  systèmes  de  logarithmes. 

Les  logarithmes  que  Neper  a  publiés  étaient  tirés  des  progres- 
sions 

f3]  ff  1  :  1+0)  :  (l+«)*  :  (l+a))^  :  etc. 

[Â  0  .     «     .      2û)      .       3a>      .  etc. 

Cela  revient  à  supposer  M=l ,  et  cette  [hypothèse  se  présentait 
d'elle-môme  comme  moyen  d'éviter  les  multiplications  par  M. 

Les  termes  de  ces  deux  suites  varient  très-peu  rapidement,  de 
sorte  qu'en  les  prolongeant  l'une  et  l'autre  aussi  loin  qu'on  voudra, 
on  est  sûr  de  trouver ,  dans  la  première,  des  termes  égaux  aux 
nombres  entiers  2, 3 ,  etc.,  ou  si  approchants  que  la  différence.sera 
négligeable.  Les  termes  correspondants  de  la  seconde  pourront 
donc  être  pris  pour  les  logarithnves  de  ces  nombres,  et  ce  sont  eux 
qu'on  devrait  écrire  dans  les  tables. 

Par  là ,  on  voit  que  ces  logarithmes  ne  sont  pas  exactement  ceux 
des  nombres  à  côté  desquels  ils  seraient  inscrids.  Mais  il  existe 
d'ailleurs  une  autre  cause  d'inexactitude  „  laquelle  résulte  de  ce 
que  &>  ne  représente  qu'approximativement.  raceroisseoient  que 
doit  prendre  le  logarithme  0,,  lorsque  «*>  est  celui  du  nombre  1^ 
Toutefois,  cette  supposition  approchera  d'autant  plus  de  la  vérité 
que  co  sera  une  quantité  plus  petite. 

Les  logarithmes  dont  je  viens  de  parler,  qui  répondeaait  au- mo- 
dule M~l,  se  nomment  Népériens;  on  les  appelle  aussi  hyp^- 
holiques,  pour  une  raison  qui  ne  peut  point  se  pkcer  ici»  L^i 
comparaison  des  deux  suites  [2]  et  [4]  démontre  sur-le-cbamp'que, 
pour  transporter  les  logarithmes  népériens  dans  un  système 
quelconque,  il  suffira  de  les  multiplier  par  le  module  da  ec 

iystème, 

359.  Je  placerai  ici  deux  valeurs  asscs  fi0U!Vf»t  empliFj^esw. 
L'une  est  le  logarithme  népérSen  de  10  5,  et  l'autre ,  qu'on  r^té- 
sente  ordinairement  par  e,  est  le  nombre  doni  le»  logarithme  vé^ 
rien  est  !•  Ces  valeurs  sont  i 

Log,  aép.  de  10=2,300  5«*  0Ô3, . . , 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  sur  les  suites  [3]  et  [4] ,  il  n'y  a 
aucune  diUSculté  à  concevoir  comment  on  a  pu  tes  calculer. 
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*^340.  Oa  a  frécpemi»€nt  à  multiplier  et  à  diviser  par  10, 100, 
lOOOy  eic  -y  par  conséquent ,  ea  construisant  des  tables  dans  lea* 
quelles  10  aurait  1  pour  logarithme ,  ces  opérations  se  réduiraient 
k  we  addition  ou  à  une  soustractioQ  de  quelques  unit^  entières. 
CeUe  remarque  n-'ayait  point  échappé  à  Nepe&;  mais  la  mort 
Fenpâcha  de  construire  ces  nouvelles  tables,,  et  ce  fut  Bric^gs, 
professeur  d'Oxford ,  à  qui  il  en  avait  recommandé  instamment 
l'exécution>  qui  publia  tes  premières  en  1624,  sous  te  titre  de 
Arithifietica  logarithmica.  Ces  logarithmes  soat  ceux  dont  (Hi 
fait  usage  dans  les  cacluls  numériques  :  on  les  appelle  indifTérem- 
ment  loigarilbmes  de  Brigffs  ou  logarithmes  vulgmres. 

J>'après  la  remarque  du  q°  338,  on  voit  que  les  logarithmes 
népériens  une  fois  calculés,  on  les  fera  passer  dans  le  nouveau 
système ,  en  les  m^tipliant  tous  par  un  module  coxvvenable  M.  Ge 
module  est  facile  à  trouver  :  car,  puisque  daAS  ce  sj&tèmie  le  Iqga* 
xtthme  de  10  est  1,  oa  doit  avoir 

MX  te»,  nég.  de  10=1  j 

donc,  en  divisant  1  parr  log.  tié#-  da  10,  npporté  plus  haut,  .on 
connaîtra  le  module  M  -^  savoir  : 

M=0,4a4  294  4jai . . . . 

Des  différenU  «fé téaies  de  logaritbmeg ,  QOD»idérés  d'après  leurs  bases.  — 

Système  de  Brigg^. 

S4i.  Si  Voti  suppose  toujours  qn'on  é'élève  oi»  qu*oo  s^M^rissë 
à  partir  de  l ,  en  suivait  une  progression  dotit  les:  termes  variisnt 
géométriquement  d'une  manière  ûontinue  ^  oti  peut  lui  adjoindre 
une  inGnité  de  progressions  dont  les  termes  crofes^t  ^  k  partir  de 
téro,  ariflVmé^i^uement  et  anss»  (l\ine  manière  «ontiime.  Cest 
ty^wr  eeeie  raistm  tf^'W  peut  eMisler  une  teflirité  do  systèmes  de 
logarithmes,  mais  to^te  indételttrinatioo  disparaît  dès  f»'on  fixe 
le  nomère  anquel  correspond  un  ûet\»itk  lo^aritlime)  qu-on  peut 
d'ailleurs  choisir  arMrairemen««  P^  exempte ,  on  peut  donner 
le  nombre  auquel  on  attribue  l'utiité  pour  logarithme  ^  el  c^est  ce 
Bombre-  q«'on  nomme  ta  base  do  système. 

Sous  ee  point  de  vue ,  le:  système  qui  se  présente  toat  d'abord , 
comme  le  plu*  simpte^  est  oelis  dont  la  haso  est  10^,  et  je  vais 
m'en  occuper  spéciatemenl. 

Dans  ce  système ,  les  logarithines  de  10^  100, 1000,  etc^  sont^l. 


r 
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2,  3,  etc.,  et  en  général  log  10*=*,-  do  sorte  que  ces  logjirithine», 
qui  doivent  revenir  si  souvent  dans  les  calculs ,  sont  toujours  con- 
nus sans  aucune  peine. 

De  1  à  10,  les  nombres  ont  leurs  logarithmes  compris  entre  Cet  1  • 
de  10  À  100,  entre  l  et  2-,  de  100  à  1000,  entre  2  et  3;  etc.  Or,  la 
partie  entière  d  un  logarithme  se  nomme  caractéristique  :  on  peut 
donc  conclure  que ,  dans  le  système  dont  la  base  est  10,  la  carac-^ 
ïéristique  du  logarithme  a  un  nombre  a  autant  d' unités,  moins 
une,  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  le  nombre. 

342.  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  un  nombre  par  10,  lOO, 
1000,  etc.,  son  logarithme  doit  augmenter  ou  diminuer  du  loga- 
rithme de  10, 100, 1000,  etc.,  c'est-à-dire,  de  1,  2,  3,  de.  Donc, 
tant  que  le  nombre  restera  plus  grand  que  1 ,  la  psiriie  décimale 
du  logarithme  sera  toujours  la  même,  et  il  n'y  aura  que  la  carac- 
téristique seule  qui  changera. 

Ainsi ,  en  prenant  pour  point  de  départ  le  nombre  658 ,  on  aurait 

log  658  =2, 818  225  9, 
log  65,8.=1, 8182259, 
log  6,58=0,818  2259. 

Si  on  continue  la  division  par  10,  il  vient 

log  0,668  =0,818  225  9— 1=—0,181  7741, 
log  0,0658=0,818  2259— 2=— 1,1817741, 
etc. 
Mais  on  a  trouvé  plus  commode  de  ne  point  effectuer  les  soustrac* 
lions ,  et  de  donner  à  la  partie  décunale  une  caractéristique  néga- 
tive qu'on  écrit  ainsi  ;T,  2",....  Par  exemple ,  2,  818  225  9  ne  sera 
qu'une  abréviation  de— 2+0,  818  225  9. 

£n  admettant  ainsi  des  logarithmes  dont  la  caractérislique  seule 
est  négative ,  il  sera  permis  de  dire  qu'un  nombre  décimal  étant 
donné,  on  peut  y  changer  à  volonté  la  place  de  la  virgule,  sans 
que  la  partie  décimale  de  son  logarithme  soit  altérée  -,  et  en  mèmg 
temps  on  voit  qu'il  sera  toujours  facile  de  rétablir  la  caractéristique 
à  la  simple  inspection  du  nombre  donné. 

345.  Expliquons  maintenant  comment  on  peut  calculer  les  loga- 
rithmes des  différents  nombres,  depuis  1  jusqu'à  100000,  par 
exemple.  Dans  le  système  que  nous  considérons,  1  et  10  sont  deux 
termes  de  la  progression  géométrique  auxquels  répondent  les 
termes  0  et  l  de  la  progression  arithmétique.  Pour  avoir  des  termes 
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qui  varient  par  degrés  très-rapprochés,  insérons  un  très-grand 
nombre  de  moyens  géométriques  entre  1  et  10,  tout  autant  de 
moyens  arithmétiques  entre  0  et  1 ,  et  prolongeons  les  deux  pro- 
gressions jusqu'à  ce  que  la  première  atteigne  100000.  Dans  cette 
progression ,  on  trouvera  des  termes  qui  différeront  si  peu  des 
nombres  entiers  2,  3,  4,  etc.,  qu'on  pourra  négliger  la  différence, 
et  prendre  les  termes  correspondants  de  J:^  seconde  pour  les  loga- 
rithmes de  ces  nombres. 

Soit  un  nombre  n  qui  tombe  entre  deux  termes  de  la  première, 
auxquels  correspondent  Z^et  V  dans  la  seconde.  On  peut  concevoir 
par  la  pensée  qu'en  augmentant  de  plus  en  plus  le  nombre  des 
moyens  insérés,  on  s'élève  dans  les  deux  progressions  par  toutes 
les  nuances  possibles  de  grandeur.  Il'  est  clair  qu'alors,  dans  la 
seconde,  le  terme  correspondant  à  n  serait  entre  l  et  V,  et  par 
conséquent,  enjprenant  log  /i=Z,  Terreur  sera  <Z' — Z.  Par  exem- 
ple ,  en  admettant  que  les  termes  de  la  progression  arithmétique 
croissent  de  millionième  en  millionième ,  elie  fournirait  les  loga- 
rithmes avec  six  décimales  exactes. 

Pour  réaliser  cette  supposition  il  faut  que  10  ait  1  000 060  termes 
ayant  lui  dans  la  progression  géométrique-,  par  conséquent ,  pour 
avoir  la  raison  de  cette  progression ,  il  faudrait  extraire  la  racine 
1 000  ooo«  de  1.0.  Comme  on  a  1 000  000=2^x5^,  cette  opération 
peut  se  faire  par  des  racines  carrées  et  des  racines  cinquièmes; 
mais  ces  dernières  exigeant  des  calculs  laborieux ,  Nepek  a  pris 
soin  d'indiquer  lui-même  la  manière  de  trouver  les  logarithmes 
des  nombres  en  n'employant  que  des  racines  carrées. 

Nommons  n  le  nombre  dont  on  veut  le  Ipgarithme,  et  que  je 
suppose  compris  entre  1  et  10.  On  calculera  le  moyen  géométrique 
entre  1  et  10,  ce  qui  se  fait  par  une  simple  racine  carrée,  et  aussi 
le  moyen  arithmétique  entre  0  et  1.  Désignons  le  premier  par  A 
•t  le  second  par  «.  Supposons  que  /2  tombe  entre  1  et  A  :  on  cher- 
chera le  moyen  géométrique  B  entre  1  et  A ,  et  le  moyen  arithmé- 
tique b  entre  O  et  a,  Slipposons  que  n  tombe  entre  A  et  B  :  on 
cherchera  encore  le  moyen  géométrique  entre  A  et  B ,  et  aussi  le 
moyen  arithmétique  entre  a  et  b.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  resserré  n  entre  deux  moyens  géométriques  auxquels 
correspondent^djçux  moyens  arithmétiques  dont  les  six  premières 
décimales  soient  les  mêmes  :  alors  en  rejetant  les  décimales  ulté- 
rieures, on  sera  sûr  que  Fun  de  ces  moyens  est  le  logaritlime  de  n 
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'kveù  rapproxiniation  dejBandée.  Pïmr  alteindre  la  plus  grande 
approximation  possible  avec  six  décimales ,  on  aura  soin  de  cal- 
cula* la  7<  décimale^  et ,  dans  le  cas  où  elle  serait  5  «u  >5 ,  myn 
ajoutera  1  à  la6«.  De  cette  manière  Terreur,  «en  plus  ou  en  moins, 
sera  toujours  au-dessous  d'un  demi-nfillionième. 

544.  Les  nombres  premiers  sont  les  seuls  dont  on  ait  besoin  de 
calculer  les  logarithmes  par  cette  vote  :  car,  d'après  ce  qui  a  élé 
démontré  (333) ,  les  logarithmes  des  autres  nombres  s'obtiendront 
en  ajoutant  entre  eux  les  logarithmes  des  facteurs  premiers  dont 
ces  nombres  sont  composés. 

Ces  additions  pourront  élever  l'erreur  à  plus  à^  4emi-«93lio- 
nième ,  mais  il  «si  facile  de  fixer  un  maximum  qu'ette  ne  dépas- 
sera jamais.  Observons  que  dans  notre  iiypotbèse  les  tables  doivent 
s'arrêtera  lOOOOO,  que  le  plus  petit  nombrepremier  est  2,  etqt» 
2«7.=:13i072.  Donc  un  nombre  <100000  ne  renferme  pas  plus  do 
17  facteurs  ;  par  conséquent,  l'erreur  de  chaque  logarithme  étant 
moindre  qu'un  demi-fnilUonième,  la  somme  des  erreurs,  même 
quand  elles  seraient  toutes  dans  le  même  sens,  sera  moindre  que 
17  demi-n^itUoniènïes. 

Toutefois  on  conçoit  qu'elle  peut  approcher  assez  près  de  cette 
liuie;  et,  pour  obvier  à  cet  inconvénient,  on  calculera  les  k>- 
garittiroes  des  nombres  premiers  av^ec  8  décimales.  Alors ,  en  les 
sgautant  pour  avoir  ceoK  des  nombres  co^iposés,  l'erreur  «e  siir^ 
passera  point  2  unités  du  7*  ordre ,  et  par  conséquent  elle  tie  sera 
point  d'une ^uaitésu^ la '6' décimale  C), 

545.  Quand  on  détermine  les  syslètnes  ûe  logarHhmes  par  leurs 
bases,  le  passage  d'un  système  à  un  atftre  est  toujours  facile.  En 
désignant  par  «  one  ^aotité  aussi  petite  qu'on  voudra,  tous  les 
nombres  se  tireront  de  la  progression  géométrique 

Supposons  que,  .|3  et  7  étant  aussi  des  quantités.de  tel  degré  de  p^ 
titesse  qu'on  voudra,  les  logarithmes  des  deux  systèmes  que  l'on 
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C*;)  On 'De  peut  poiot  affinner  qu^elle  aerAinoiiidre  q1I^llIl 'dund-wiltlomènic.  Y«r 
exemple,  supposons  qu'après  TAddUioi»  les. boit  décimales «oioatO, 47 2«â9H9. 
La  partie  négligée  pouvant  s'élever  presqu'à  2  unités  du  7«  ordre,  Terreur  com- 
mise ,  en  prenant  les  six  premiers  chiffres  0,472  321,  atteindrait  presque  7  unités 
du  7*  ordre  ;  mais ,  comme  on  rîgnore ,  on  n*est  point  autorisé  à  augmenter  d'une 
unitéle6*iebifft«. 


ooBipare  Boîent  pri$  reflpeeliveDiœt  dam  les  iàeax  prof  reiaives 

i  ô  .  jS  .  2p  .  3p  .  ete. 

Qii  ifoM  sor^e-ctomp  que  les  logarithmes  d^on  même  nombre,  dans 
le  second  «yjstème  et  dans  le  premier,  ont  entre  eux  un  rapport 
constant  :  de  sorte  qu'en  appelant  a/  Qi  x  ces  'deux  logarHlbmes, 
d;  IL  ce  rapport  constant,  on  Buaim 

Quant  au  rapport  K,  il  suffit,  pour  l'obtenir ,  que  les  logarithmes 

d'un  seul  nombre  soient  connus  dans  les  deux  systèmes.  Or,  dans 

le  premier,  le  logarithme  de  la  seconde  base  est  censé  connu  ;  et, 

dans  le  second,  il  est  égal  à  1  :  donc,  en  appelant  aeiia'  les  deux 

bases,  et  désignant  par  loga'  le  logarithme  de  a'  dans  le  premier 

1 
système,  on  aura  l=liloga'  d'oii  K=r ^. 

346.  Reprenons,  n°  332,  les  jJeux  progressions 
••      — ^ ^ *    :  1  :  l+«  :  (l+«)*  ;  (1+«)^..V 


••  • 
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dans  lesquelles -a  et  p  sont  des  qu  antités  aussi  petites  qu'on  voudra, 
âe  îeBé  sorte  qu'on  puisse  regarder  leurs  termes  comme  variant 
d^nemainière  continue.  La  seconde  suite  renfermera  un  multiple 
de  J5 égala  !  :  «soit  /x']B  ce  multiple ,  et  soit  a  le  terme  correspondait 
de  la  première  suite  ;  on  devra  avoir  à  la  fois 

De  là  on  tire 

1  1 

f* 

Par  conséquent,  en  faisant  usage  des  exfH9^ants  uégarfib,,  les  daw 
progressions  peuvenl^'écrire  ainsî 
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et  alors  on  voit  que  si  on  appelle  x  un  terme  quelconque  de  la  se* 
conde,  ety  le  terme  correspondant  de  la  première,  on  doit  toujours 
ayoir  la  relation  y=a'. 

Donc  on  peut  encore  définir  les  logarithmes  des  nombres 
comme  élanl  les  exposants  des  puissances  auxquelles  il  faut 
éle\^er  une  quantité  constante  qu'on  appelle  base  ,  pour  en  dé- 
duire tous  ces  nombres. 

Quand  on  adopte  cette  définition,  on  sous-enlend  toujours  que 
la  base  doit  être  une  quantité  réelle  et  positive.  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  prouver  qu'on  peut  lui  donner  telle  grandeur  qu'on  vou- 
dra ,  autre  que  l'unité. 

547.  Cela  revient  à  démontrer  que  si ,  dans  l'équation  expo- 
nentielle 

on  donne  à  l'exposant  x  toutes  les  valeurs  possibles ,  tant  néga- 
tives que  positives,  les  valeurs  correspondantes  de  y  compren- 
dront toutes  les  nuances  de  grandeur  entre  zéro  et  l'infini. 

En  premier  Heu,  soit  a>\.  Si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  posi- 
tives croissantes  à  partir  de  zéro ,  telles  que  ^,  ^,...  il  vient 

j_       ±_      ±_ 
y=a''^    d^y    a",    a",    etc., 


xo 


ou  en  faisant  (/  a=a^ 

y=l,    a\    a'%    a'^    etc. 

a'  est  ici  une  quantité  plus  grande  que  1,  et  par  conséquent  cette 
suite  est  croissante  jusqu'à  l'infini.  De  plus,  il  est  clair  qu'en  fai- 
sant augmenter  x  par  différences  plus  petites  que  ^ ,  on  peut  rap- 
procher autant  qu'on  voudra  les  valeurs  de  y. 
Posons  a:= — Zy  on  aura 

1 
y=iar^=—. 
a* 

Or,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  si  on  fait  passera  par  toutes  les 
valeurs  positives  à  partir  de  zéro ,  «*  croîtra  d'une  manière  con- 
tinue depuis  1  jusqu'à  rinfini^  donc  le  quotient  de  1  par  a*  dé- 
croîtra depuis  1  jusqu'à  zéro.  De  là  on  conclut  que  les  valeurs 
négatives  de  x,  entre  zéro  et  l'infini ,  font  prendre  à  y  toutes  les 
grandeurs  descendantes  depuis  1  jusqu'à  zéro. 
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En  second  lieu,  soit  £Z<1,  et  faisons  a=— ,  on  aura 

Ici  «'  est  >1  :  donc ,  selon  qu'on  fera  croître  x  positivement  ou 
négativement,  ci*  augmentera  à  partir  de  1  jusqu'à  l'infini  ou 
diminuera  à  partir  de  1  jusqu'à  zéro  •,  et  par  suite  y  devra  décroître 
depuis  1  jusqu'à  zéro,  ou  croître  depuis  1  jusqu'à  l'infini. 

Concluons  donc  que  tout  nombre,  autre  que  l'unité,  peut  être 
pris  pour  base  d'un  système  de.  logarithmes. 

La  discussion  précédente  fait  voir  en  outre  :  1"  que ,  dans  tous 
les  systèmes,  le  logarithme  de  l'unité  est  égal  à  zéro,  et  celui  de 
la  base  égal  à  l'unité  \  2*  que ,  dans  les  systèmes  dont  la  base 
est  >1,  on  a  log  00=00  ,  et  log  0= — «  5  3*»  que,  dans  ceux 
dont  la  base  est  <1 ,  on  doit ,  au  contraire,  avoir  log  00  =—00 
©t  log  0=00 , 

548.  Par  la  nouvelle  définition  (546),  les  propriétés  des  loga- 
rithmes se  tirent  immédiatement  de  celles  des  exposants.  En  effet, 
soienty^y /y,.  •  •  des  nombres  dont  les  logarithmes  sont  jp,  od^  x\ ...  : 
par  cette  définition  on  doit  avoir 

donc ,  par  les  règles  relatives  aux  exposants ,  il  viendra 


y      et' 

je 

^y=Ç/a''z=ra\ 

Mais,  d'après  la  définition ,  les  exposants  de  aj,  dans  les  derniers 
membres ,  sont  les  logarithmes  des  quantités  qui  sont  dans  les 
premiers  ;  on  retrouve  donc  ainsi  les  propriétés  connues. 

549.  Les  logarithmes  étant  toujours  considérés  comme  des  ex- 
posants, proposons-nous  de  calculer  le  logarithme  d'un  nombre 
donné  b.  Ce  problème ,  sur  lequel  repose  la  construction  des  ta- 
bles ,  revient  à  résoudre  l'équation 

a'=b. 

Linconi^ue  est  en  exposant ,  et  les  méthodes  expliquées  jusqu'ici 
ne  sont  point  applicables  k  ce  cas.  Voiei  celle  qu'il  faut  suivre. 
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Supposons  les  nombres  aet  b  tous  deux  >1.  En  donnant  koo 
successivement  les  valeurs  0,  1,2,  etc.,  on  arrivera  à  deux  puis- 
sances a"  et  «"•+•',  entre  lesquelles  b  sera  compris,  et  alors  on 
saura  que  x  est  entre  n  et  n+1.  En  conséquence  on  posera 

x=/i+— >:  par  suite,  Féquation  «*=&  devient 

a«-*-j,^6,     d'où      a^=—. 

Faisons ,  pour  abréger,  ~  =c^  et  élevons  la  dernière  égalité  à 
la  puissance  o/^  elle  devient 

Ici  c  est>l  et<«,*  car  6  ést>a"  et  <^''*+".  Par  conséquent, 

en  formant  les  puissances  c*,  c,  c^,...  on  reconnaîtra  que  a  est 

compris  «ntre  deux  puissances  consécutives  c^  et  c"'"^,  et  par 

1 
suite  que  a/  est  entre  ri  et  n'+l.  On  posera  donc  â/.:=«'+  ^î 

il  viendra 

c 
puis ,  en  élevant  à  la  patssance  x'  «t  fsLsaat  —,  ^=d, 

En  opérant  semblablement  sur  cette  équation ,  on  trouvera  entre 
quels  nombres  entiers,  n"  et  //+! ,  doit  être  x\  On  fera  encore 

a?"=:/i"+-^-  et  on  continuera  le  môme  procédé  aussi  loin  qu'il 

X 

sera  convenable. 
Rapprochons  présentement  les  relations  trouvées  ci-dessus, 

xz=xn^^n^      ^2i5n'4-4,    ^'=^«^"+r5.»  ^^ 

oc  >X  *•' 

et  on  pourra  exprimer,  ic  imr  o^tto  Iractton  <»oimtt« 

t 
x^n-i ^ 


t/'+^c. 

Par  la  théorie  de  cette  sorte  de  fractions ,  on  sait  que  plus  on 
prendra  detenneB ,  plus  on  approchera  de  la  valeur  de  a?,  et  que 
même  od  pourra  treoicbe  l'èrteur  aussi  peéiteiqii'Wi  voudra. 


550*  Lorsqu'on  pr^nd  10  poiur  hase^  on  a  évidemiDe»^  tO'=10, 
10*=100,  etc.  ;  donc  les  logarithmes  des  nombres  1, 10, 100,  etc. 
sont  0,  1,  2,  etc.,  et  en  général  fog  10*— A.  Ici  viennent  naturel- 
lement se  reproduire  les  remarques  déjà  laites  sur  la  caracléris- 
fif  ue  n°vS41  et  342 ,  ^t  arenwîueïles  je  renvoie. 

Pour  avoir  les  logarithmes  des  autres  nombres,  on  devrji  résoudre 
successivement  les  équation*  10*=2,  10*==:3, 10'— 4,  etc.,  ce  qui 
ne  peut  plus  offrir  de  difficulté.  Il  ne  faut  pas  oublier  qu'il  suffit 
de  chercher  les  logarithmes  des  nombres  premiers  5  car  de  sin^ples 
additions  feront  connaître  ceux  des  nombres  composés. 

^M.  Dans  les  tafbles,  les  logarithmes  sont  toujours  exprimés 
en  décimales,  et  par  conséquent  il  importe  peu  de  savoir  s'il 
existe  d'atrtres  nombres  que  les  puissances  de  10,  qui  aient  dea 
logarithmes  conraiensurables  ;  cependant ,  pour  satisfaire  le  IcjC- 
teur,  je  traiterai  ici  cette  question. 

Pour  plus  de  généralité ,  je  chercherai  d'abord  à  quelles  condi- 
tions on  peut  reconnaître  que  x  est  commensurable  dans  V  équa- 
tion \*^=h ,  a  e^  b  étant  des  nombres  entiers  positifs. 

fn 
Soit  donc  x=:^-—.  m  et  n  étant  des  nombres  entiers.  Il  vient 

n 

ûT  =iô,      d'où    cr=b^. 

Dans  a"*,  il  ne  peut  pas  y  avoir  d'autres  facteurs  premiers  que 
danst?^  ni  dans  b"  d'autres  facteurs  premiers  qne  dans  b^  donc  la 
dernière  égalité  exige  que  les  facteurs  premiers  de  b  soient  les 
mômes  que  ceux  de  a.  Supposons 

ûj-aPpY    et    b^iOLP^p^Y- 
on  aura 

Mais^  pour  que  cette  égalité  subsiste,  iliaut  que x^baque  facteur 

premier  entre  le  même  nombre  de  fois  dans  les  deux  mcsabres  \ 

donc  *^ 

mp^nj/,    mq^nif,    mr^ni". 
De  là  on  tire 


m 
n~ 

p 

n 

par  conséqaeirt  on.  a  oeSTondHions 

; 

P    g 
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Réciproquement,  admettons  qu'on  ait 

a=oLPBYy    bzzzaLP^enY.   ^  =  ?-  =  î!!j 

P       Q       r 

Si  on  prend  x=^  =  |-  =  -  ,  on  aura  pxr=^p\qx=(i ,  rx—r", 

et  par  suite 

Donc ,  pour  que  x  soit  commensurable ,  il  faut  et  il  suffit  que 
a  e/  b  soient  composés  des  mêmes  facteurs  premiers ,  et  que  les 
rapports  des  exposants  de  b  aux  exposants  de  a  soient  égaux  (*). 

Lorsque  a=10i=2x5,  on  devra  avoir  6=2'''x5^',  et/?'~^; 
donc  b—lP'x.'oP'=l(^p\  c'est-à-dire  qu'//  n'y  a  que  les  puissances 
de  10  qui  aient  des  logarithmes  commensuraàles. 

352.  Quand  on  définit  les  logarithmes  par  les  exposants ,  et 
qu'on  les  a  calculés  pour  une  base  particulière,  il  n'y  a  aucune 
difficulté  à  les  transporter  dans  un  autre  système.  En  effet,  si  a' 
est  la  nouvelle  base ,  et  que,  pour  cette  base,  x^  représente  le  lo- 
garithme d'un  nombre  quelconque  jr^  on  doit  avoir 

a'-'zr^f.     ■      -  •    . 

Or,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  premier 
système,  et  observant  (548)  que  Ioga'^':=rri'ioga',  il  viendra 

a/loga'=logy,    d'où   x'==J^. 

loga' 

a/  1 

Remarque.  De  là  on  tire  aussi , = .-- — -,i  donc,  quelque 

log  y      log  a"         '  ^      ^ 

soit  le  nombre  7  j  il  existe  un  rapport  constant  entre  Jses  loga- 
rithmes ,  pris  dans  les  deux  systèmes.  Quand  les  logarithmes  ont 
été  tirés  des  progressions ,  celte  conséquence  s'est  présentée  tout 
d'abord  (S45),  puis  on  en  a  déduit  la  valeur  de  x^^  mais  ici  c'est 
le  contraire. 
355.  Soit  une  progresssion  géométrique  quelconque 

fy   h  :  hq  :  hq*  :  hq^  :  etc., 

les  logarithmes  des  différente  termes  seront  ^* 

log  A,      logA-f-logg^      IogA+21ogç,      etc. 


i 


{")  Les  cas  où,  a  et  &  étant  des  fractions  ou  des  radicaux,  on  Tondrait  encore 
que  X  fût  commensurable ,  se  iraitenmt  d'ane  manière  analogue. 
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Donc  les  logarithmes  des  nombres  en  progression  géométrique 
sont  en  progression  arithmétique. 
Si  l'on  suppose  A=l ,  les  deux  progressions  seront 

TT  1  :      9     :      q^      -     Q^      "•  etc., 
7  0  ,  logç  •  21og9  •  31og9  ,  etc., 

ce  qui  ramène  à  la  définition  des  logarithmes,  tels  qu'on  les  a  con- 
sidà:és  d'abord. 

Deui  questions  principales  que  les  tables  de  logarithmes  servent  à  résoudre. 

554.  La  première  de  ces  questions  est  celle-ci  :  un  nombre 
quelconque  N  étant  donné,  trouver  son  logarithme. 

Les  tables  de  Callet,  qui  sont  les  plus  répandues  en  France, 
contiennent  les  logarithmes  des  nombres  depuis  1  jusqu'à  108000. 
Elles  sont  dites  à  sept  décimales,  parce  qu'en  effet  elles  donnent 
les  logarithmes  avec  sept  décimales.  Cependant  on  doit  observer 
que  dans  quelques  parties  il  y  en  a  huit.  Pour  réduire  ces  tables  à 
un  format  commode ,  la  caractéristique  a  été  partout  supprimée , 
comme  étant  connue  d'avance  (350)  ;  et  en  outre  une  disposition 
particulière  a  été  adoptée,  que  je  vais  expliquer  en  parcourant  les 
différents  cas  de  la  question  dont  il  s'agit  ici. 

!•'  CAS.  On  suppose  le  nombre  N  entier  et  <1 08000. 

De  1  à  1200,  il  ne  faut  aucune  explication.  Par  exemple,  veut-on 
le  log.  de  662?  on  cherche  ce  nombre  dans  la  colonne  N  ;  on  trouve 
à  côté  les  huit  décimales  81424760,  et  en  rétablissant  la  caracté- 
ristique on';  a  log  652=2,8 1 424760. 

Au  delà  de  1200,  la  disposition  est  moins  simple.  Dans  la  co- 
lonne N,  les  nombres  se  suivent  sans  interruption  depuis  1020 
jusqu'à  10800 ,  et  leurs  logarithmes  se  trouvent  encore  dans  la  co- 
lonne imunédiatement  à  droite.  Je  suppose  qu'on  demande  le  log. 
de  3466.  Après  avoir  trouvé  le  nombre  3456  dans  la  colonne  N , 
on  remarquera  que  dans  la  colonne  à  droite  les  trois  chiffres  538 
«ont  censés  se  répéter  dans  l'espace  vide  qui  est  au-dessous 
d'eux*,  par  conséquent  on  aura,  en  restituant  la  caractéristique, 
log  3456=3,5385737. 

Jusqu'ici,  il  semblerait  que  les  tables  s'arrêtent  à  10800.  Mais 
à  l'aide  des  autres  colonnes,  intitulées  1, 2, 3,...  9,  elles  vont  réelle- 
ment jusqu'à  109000.  D'abord ,  si  un  nombre  est  décuple  d'un 
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syotre^  la  partie  décimale  èe  son  logarithme  est  Ta  même  ;  et  de  IS 
il  suit  que  la  colonne  marquée  0  donne  aussi  ée  10  eiv  16  les  loga- 
rithmes de9no9)bres<  jusqu'à  lOSODO.Pour  avoir  ceux  des  nombres 
intermédiaires,  il  faut  recourir  aux  colonnes  1 ,  2,:5,..-  9.  La  !'• 
sert  à  trouver  les  nombres  terminé»  par  1 ,  la  2«  leâ  nombres  ter- 
minés par  2,  etc.  Au  delà  de  10200 ,  les  logarithmes  des  nombre 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  chiffre  des  unilés  ayant  les  trois  pre- 
mières décimales  communes ,  on  s'est  contenté  d'écrire  ces  déci- 
males une  seule  fois  dans  la  colonne  0 ,.  et  on  a'a  placé  daas  les 
colonnes  suivantes  que  les  quatre  dernières  décimales.  Ainsi,  veut- 
on  le  log.  de  3l4567?  on  fera  abstraction  des  unités  7,  on  cherchera 
3456  dans  la  colonne  N,  puis  on  s'avancera  horizontalement,  à 
partir  de  ce  nombre  jusqu'à  la  colonne  marquée  7,  pour  y  prendre 
les  derniers  chiffres  6617  du  logarithme  demandé  y  et  quant  aux 
premiers,  ils  sont  donnés  par  le  nombre  isolé  538  qui  se  trouve  dans 
la  colonne  0,  le  plus  proche  en  montant.  EarétabUssaBtdoacla 
caractéristique ,  on  a  log34567i=4,5386617. 

JI«  CAS.  Oh  suppose  le  Ttoinftre  N  enikr  0i>lO8OO0i 

Soit  N=:=345678^.  Je*  sépare  sur  la  dï»dite  âsset  de  chififre^r  pôtrr 
4^6  la  partie  restant»  à  gaucb«  ae  atirpasse'  pofnt  1<!1^00  ;  et  \^ 
ainsi  le  nombre  N'=â4567,8t9 ,  qui  est  lOfl^lW^<N ,  mai^  dont  fe 
logarithme  a  la  môme  partie  décimale  que  celui  de  N  (^42). 

]Ne  considérant  que  la  partie  entière  de  N/,  je  cherebe  log  34567 
comme  dans  le  I""'  cas,  et  je  trouve,  abstracti^na. CaHe  de  b  eanBie^ 
térîstique ,  log  34567=0,5386617. 

Mais  is '  surpassant  34567  de  0,89',  le  logarUbaie  de  N^  doit  sur** 
passer  le  précédent  d'une  certaine  quantité  que  je  vais  ebereHer. 
Admettons  pour  un  moment  que  les  accroisseonents  des  noiobros 
soient  proportionnels  aux  accroissements  de  leurs  logarithme*  vOA 
remarquera  alors  que  les  tables  contiewieat,  dans  k  dernière  €«►* 
Ion  ne  à  droite,  les  différences,  toutes  calculées,  eake  tes  logiK 
tîthmes  des  nombres  consécutifs-,  et  que > pour  les  nombf ea ^456? 
et  34568 ,  cette  différence  tabulaire  est  de  126  unités  décimata 
du  dernier  ordre*  C'est  donc  là  ce  qu'il  fiuU  ^iottler  au  log.  de 
31567,  lorsque  ce  nombre  augmente  d'une  unité;  et  par  eonséf- 
quent,,  lorsqu'il  augmente  de  0,89^,  oa  aura  ce  q^'i\  faut  ajouter  à 
son  Idgarithntô  en  faisant  la  proportioa 

.  l  :  OyW  :;  126  r  x,    cToù    J»=14&X6',«*^112,14. 


< 
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Od  doit  Dégfigv  kiftaetkm  0^4  qui  est  moindre  que  Tiiriiité  dé» 
lâmald  du  7*  ordre,  et  TooaiSifiipteiiïent  x:=:ît%  On  peut  aussi 
j^épargner  la  Biultiplieatîofi  (26x0^89.  En  efl^V  dans  Tes  tables^on 
voit  au<*des60ii8  de  iâd  un«  petite  colonne  de  parties  proportion- 
nelles, qui  renferme  les  produits  de  cette  différence  par  ^ ,  ^  etc., 
et  qui  donne  immédiateironl  126x(3,B=101,  l'26xO,OS^=:^f  lf-,3  ^ 
danc  I5^x0589=rioi+iii=:ii2. 

Ce  quelque  manière  que  ce  produit  soit  (roitvé ,  en  Piijotrf  ant  an 
log  de  34567,  et  en  rétabHssanl  la  car aetéristique ,  on  anra  le  lo- 
gariitiœe  cherché,  saroir  :  log  34d6789t=r6,5386729. 

Le*  calculs  que  je  viens  d'expliquer  sont  réunis  dans  le  tVpe 
suivant  : 

N  =  345678» 

log    34S67        .,..J......  O'jSaSéSlT 

pour         €,ft     .«•««.«.«...  lOf 

pour         0,09 11 


tog     a4ôë7â9t  ^.  6sô3W7i9; 

Remarques.  La  proportion  entre* les  accroissements  des  nora- 
bre&  et  ceux  des  logarithmes  n*est  point  rigoureusement  exacte. 
Sralemeni!  efle  fournit  une  approximation  suffisante ,  quand  les 
nettbres  sont  grands»  et  leurs  accroissements  peu  considérabres. 
C'est  pourquoi  il  est  essentTel  de  ne  séparer  sur  la  droite  du  nombre 
donné  que  le  moins  de  etkiffrea  possible . 

Si  on  avait  à  trouver  Wg  3^678987 ,  il  faudrait  séparer  quatre 
chiffres-,  et,  en  calculant  ]»  Afférence  correspondante  à  0,8987, 
on  aurait  126X0,8=101,  126x0,09=11,3;  1 26X0,008  =:!, 01 , 

tflexa,o«)é(7^O,0«9.  Or,  si  on  ajoute  ces  produils^  partiels»  on  voit 
IpM  le  dénier,  eeA»  qui  résuite  do  chiffire  7,  n'a  aucune  influence 
sur  la  7«  décimale  du  logarithme.  Cet  exemple  montre  qu*fen  go- 
berai ,  lorsqu'il  faudra  séparer  plus  de  trois  chiffres  pour  que  la 
partie  restante  à  gauche^  ne  surpasse  point  108000 ,  on  pourra 
compter  comme  zéro  le  4*  chiffre  et  les  suivants  (*). 

III*  CAS.  On  suppose  que  N  renferme  des  parties  décimales. 
S'oit  N=34j56789.  On  fait  abstraction  de  la  virgule,  et  on  opère 

(^  $T  on  Youlaft  apprécier  rapproiimation  sur  laquelle  on  peut  compter  en  fai- 
iiitt  asBt^ft  dettablief  fogarftfamfqnes,  on  ne  saurait  roieut  fairef  que  de  consuner 
It.  ttote  itt  M>  yfmoMtr  toét^t  <taBi  TM^^Hée  M.  Booiub^]», 
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comme  si  le  nombre  était  entier.  La  partie  décimale  da  logarithme 
ne  sera  point  altérée ,  et  en  lui  donnant  la  caractéristique  conve* 
nable,  qui  est  toujours  connue  d'avance,  et  qui  dans  l'exemple  eat 
égale  à  1 ,  on  aura  le  logarittime  cherché ,  savoir  :  log  34yô6789fi=i 
1,6386729. 

Soit  encore  N=0,003456789.  En  opérant  sans  faire  attention  à 
la  virgule ,  et  en  laissant  toujours  la  caractéristique  de  côté,  on 
trouverait  0,5386729.  Ce  serait  là  précisément  le  logarithme  da 
nombre  donné ,  si  la  virgule  était  placée  à  la  droite  du  premier 
chiffresignificatif  3.Mais  parla  le  nombre  serait  multiplié  par  1000^ 
donc  il  faudra  retrancher  3  du  logarithme  ci-dessûs ,  et  l'on  aura 
logO,003456789=0,5386729—3=— 2,4613271. 

Ce  logarithme  est  entièrement  négatif,*  mais,  d'après  ce  gai  a 
été  dit  dans  le  n"*  342,  on  pourra,  en  employant  la  caractérisliqiM 
négative  3,  se  dispenser  de  faire  la  soustraction ,  et  écrire  simple- 
mennôg^6,003456789=:3",6386729. 

IV«  CAS.  On  suppose  que  N  est  un  nombre  fractiormaire 
quelconque. 

Si  des  entiers  sont  joints  à  une  fraction,  on  convertit  le  tout  en 
une  expression  fractionnaire  que  l'on  considérera  comme  un  cpio* 
tient  ;  et  en  conséquence  on  retranchera  le  lof.  du  dénominateur 
du  log.  du  numérateur.  On  trouve  ainsi 

47       (     1,67209786 
—0,47712125 

.1,19497661. 

Quand  il  s'agit  d'une  fraclipn  proprement  dite,  on  retranche 
encore  le  log.  du  dénominateur  de  celui  du  numérateur  ^  et  alom 
il  vient  un  logarithme  négatif.  Par  exemple , 


logf=| 


,       3        (       0,47712126 
1^847  =  (-!,( 


.67209786 


-.  1,19497661. 

Mais  on  peut  facilement  avoir,  si  on  veut,  un  logarithme  dont 
la  caractéristique  soit  seule  négative.  Pour  cela ,  il  suffit  d'ajouter 
au  premier  logarilhme  assez  d'unités  pour  que  la  soustraction 
puisse  se  faire ,  et  de  donner  ensuite  au  reste,  pour  caractéristique^ 
ce  nombre  d'unités  pris  négativement.  Eu  effet,  si,  dans  l'exemple 
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ci-dessus  y  on  ajoute  2  au  logarithme  de  3,  on  a  évidemment 


3        (  —  2+2,47712125 
*^8  47=i        -1,( 


.67209786 


2,80602339. 

Pour  plus  d'uniformité ,  on  pourrait  convenir  d'augmentet'  tou- 
jours de  10  la  caractéristique  du  numérateur.  Alors  il  faudrait  di- 
minuer de  10  celle  du  reste,  ce  qui  ramènerait  à  une  caractéris- 
tique négative. 

55S.  La  seconde  question  que  les  tables  doivent  servir  à  ré- 
soudre est  celle-ci  :  Un  logarithme  L  étant  donné,  trouçer  le 
nombre  correspondant, 

I"  CAS.  On  suppose  que  la  partie  décimale  de  L  est  positive, 
et  qu*elle  se  trouve  dans  les  tables. 

Soit  L— 5,5386617.  Dans  la  partie  des  tables  qui  s'étend  au  delà 
de  10800,  on  cherche  à  la  colonne  marquée  0  le  logarithme  qui 
approche  le  plus  de  la  partie  décimale  de  L  ;  puis  on  avance  dans 
la  ligne  horizontale  jusqu'à  la  colonne  marquée  7 ,  où  l'on  trouve 
les  quatre  dernières  décimales  6617  de  L.  Alors  on  se  transporte 
dans  la  colonne  N ,  pour  y  prendre  le  nombre  3456 ,  à  la  suite 
duquel  on  placera  le  chiffre  7  ;  et  on  obtient  ainsi  le  nombre  34567, 
lequel  serait  le  nombre  cherché  si  la  caractéristique  donnée  était  4. 
Mais  la  caractéristique  étant  5,  il  faut  multiplier  34567  par  10,  et 
on  aura  le  nombre  cherché=345670. 

Soit  L=2,5386617.  Après  avoir  trouvé,  comme  ci-dessus,  le 
nombre  34567,  on  remarquera  que  la  caractéristique  donnée  étant 
seulement  2,  ce  nombre  doit  être  divisé  par  100,  donc  le  nombre 
cherché  ==345,67. 

Soit  encore  L==2,5386617.  Le  signe — ,  placé  au-dessus  de  2, 
indique  que  cette  caractéristique  est  seule  négative.  Après  avoir 
trouvé  le  nombre  34567,  comme  si  la  caractéristique  était  4 ,  on 
remarquera  que,  pour  passer  à  la  caractéristique  2,  il  faudrait  re- 
trancher 6  de  4^  donc  le  nombre  34667  doit  être  divisé  par  10^; 
donc  le  nombre  cherché— 0,034567. 

Il  est  assez  commode  d'observer,  dans  ces  différents  exemples , 
qu'il  faut  toujours,  en  ajoutant  des  zéros,  ou  en  plaçant  la  vfrgule, 
avoir  soin  que  le  chiffre  de  Tordre  le  plus  élevé  soit  tel  que  la  carac- 
téristique donnée  lui  convienne. 

19 


4 


S90  LEÇONS   D'àLOBBRE. 

Il*  CAS.  On  suppose  que  la  partie  décimale  de  L  est  posi" 

tive,  et  qu'elle  ne  se  trouve  point  dans  les  tables.    ' 

Soit  L— 2,4971499,  En  cherchant,  comme  précédemment,  si 
la  partie  décimale  se  trouve  dans  les  tables ,  on  reconnaît  qu'elle 
est  comprise  entre  0,4971371  et  0,4971509.  Si  cette  partie  était 
exactement  0,4971371,  le  nombre  correspondant,  tel  qu'il  est 
donné  par  les  tables»  abstraction  faite  de  Tordre  des  unités,  se- 
rait 31415. 

Mais  elle  surpasse  0,4971371  de  128,  ce  qui  doit  produire  une 
augmentation  dans  le  nombre  31415.  Or,  la  différence  tabulaire 
la  plus  voisine  est  138,  et  elle  répond  à  une  unité  d'augmentation 
dans  le  nombre  31415;  donc,  en  admettant  toujours  qu'il  y  ait 
proportion  entre  les  accroissements  des  nombres  et  ceux  des  loga- 
rithmes, Taugmentalion  cherchée  se  connaîtra  en  posant 

128 
138  ;  138  îî   1  :  X,      d'où    :c=^.:r0,93. 


Par  suite^  le  nombre  cherd)é,  abstraction  faite  dô  Tordre  des  unîtes, 
serait  composé  des  chiffres  31415934  Maiscommela  caractéristique 
donnée  est  2,  ce  nombre  ne  doit  avoir  que  trois  chiffra  à  sa  partie 
entière;  donc  enfin  le  nombre  cherché£=3l4,l593. 

1j^^  punies  proportionnelles  de  la  différence  tabulaire  peuvent 
épargner  la  division  de  126  par  138.  La  partie  moindre  que  128  et 
qui  en  approche  le  plus  est  124,  cette  partie  répond  à  0,9,  et  il  y  a  4 
de  reste.  Si  on  met  un  zéro  à  droite  de  4,  on  a  40  qui  diffère  très- 
peu  de  la  partie  41,  et  comme  le  nombre  3  est  à  côté,  on  conclut 
que  40  répondrait  à  0,35  donc  4  répond  à  0,03.  En  conséquence, 
le  nombre  cherché  se  compose  des  chiffres  3141693;  donc»  en 
tenant  compte  de  la  caractéristique  2,  ce  nombre=c31 4,15934 

On  pourra  disposer  les  calculs  comme  on  le  voit  ci^^dessous  : 

L      =     2,4971499 

Pour        0,4971371 31415 

1«' reste  128 09 

2«  reste  4 003 


•«■iW>*i4MM 


Nombre  cherché 314,1593. 

Quand  la  caractéristique  est  négative ,  cela  ne  change  rien  aux 
calculs.  On  n'y  fait  d'abord  aucune  attention ,  mais  on  y  a  égard  à 
la  fin  pour  déterminer  le  rang  des  plus  hautes  unités. 


* 


LBQOMd  D'ALOEMB.  391 

I1I«  CAS.  On  suppose  que  le  logarithme  donné  L  est  eniié- 
rement  négatif. 

Soit  L=XM«.i, 8753145.  Prenons  ce  logarithme  positivement,  et 
cherchons  le  nombre  correspondant  N.  En  divisant  l'unité  par  N, 
on  aura  le  nombre  cherché  :  car  le  logarithme  de  l'unité  étant  0, 
il  est  clair  que  le  logarithme  de  ce  quotient  sera  égal  à  —  log  N 
ou  L. 

Mais  il  vaut  mieux  éviter  la  division  de  1  par  N ,  en  ramenant 
le  logarithme  donné  À  un  autre  dont  la  caractéristique  soit  seule 
négative  :  or,  e^est  ce  qu'on  fera  en  «goûtant  2  à  L ,  et  en  prenant 
ensuite  2  pour  caractéristique.  En  effet  »  on  a 

£=—2+  (2—1,8753145)  =2",  1246865, 

Alors  on  opère  comme  dans  le  second  cas,  et  on  trouve  le  nombre 
cherché=:O,0 1 332556 . 

Compléments  arithmétiques.  —  Exemple  de  calculs  effectués  par  logarithmes*  — 

Résolution  des  équations  exponentielles. 

356.  Souvent  dans  les  calculs  on  doit  sgouter  des  logarithmes , 
et  de  leur  somme  retrancher  d'autres  logarithmes.  Je  vais  expli- 
quer comnient  on  peut  réduire  toutes  ces  opérations  à  une  seule 
addition,  au  moyen  des  compléments  arithmétiques. 

Soient  p^  q,  r,  s,  plusieurs  logarithmes ,  lesquels  sont  presque 
toujours  moindres  que  10,  et  supposons  qu'on  ait  à  effectuer  les 
calculs  indiqués  dans  l'expression 

2=jD+g — r — s. 

D^abord  on  peut  écrire  «=/>+ 5+ (^0 — r)+(10— ^)-^îO— -lO^puis, 
en  faisant  10 — r^r^  et  \o—s=rs^,  on  atirà 

i5~jD+g+r'+/— 10— 10. 

Ainsi,  z  se  calculera  en  ajoutant  je?^  q^  r'^  s'^  et  en  ôtant  2  dizaines 
de  la  somme.  Or,  cette  soustraction  ne  coûte  aucune  peine  ^  et 
quant  à  celles  qui  sont  nécessaires  pour  évaluer  r'  et  sf,  elles  sont 
toujours  très-faciles  5  car,  pour  r',  par  exemple ,  il  n'y  a  qu'à  re- 
trancher de  10  le  premier  chiffre  significatif  de  v,  sur  la  droite^ 
et  de  9  tous  les  autres  chiffres  à  gauche.  Le  reste  est  ce  qu'on 
nomme  le  complément  arithmétique. 

On  peut  donc  poser  en  règle  qa^au  lieu  de  soustraite  é€$  loga- 
rithmes, on  peut  ajouter  leurs  compléments  arithmétiques, 

/ 
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pourvu  qu'on  ait  soin  dHôter  à  la  somme  autant  de  dizaines 
qu'on  aura  pris  de  ces  compléments. 
557.  Soit  proposé  d'évaluer  à  0,01  près  l'expression 

7340X3649 


X- 


681,8x593,r 

Par  les  propriétés  des  logarithmes ,  on  a 

log  a?=log  7340+log  3549— log  681,8— log  593,1. 

Si  on  opère  sans  compléments,  on  a  les  calculs  suivants  : 
log  7340—3,8656961  log  681 ,8=2,8336570 

log  3549=3,5601060  log  593,1=2,7731279 

somme  =7,4158021.  somme =5,6067849.  • 

l"somrae= 7,4158021 
2>  somme  =  5,6067849 

diff.  ou  log  a:  =1,80901 72. 
Mais  il  est  plus  simple  d^employer  les  compléments ,  comme  on 

le  voit  ci-après  : 

log  7340=3,8656961 

log  3549=3,5501060 

comp.  log  681,8=7,1663430 

comp.  log  593,1=7,2268721 

Som— 20  ou  log  x=l  ,8090172 
log  10007=3,8090172 
100x=6442 
a:=64,42. 

On  a  retranché  20  à  cause  des  deux  compléments 5  et  ensuite, 
comme  on  voulait  connaître  a:  à  0,01  près ,  on  a  ajouté  2  à  la  carac- 
téristique  de  log  x.  Alors  on  a  eu  le  log  de  lOOx,  et  par  conséquentr* 
il  a  suffi  de  chercher  le  nombre  entier  le  plus  approchant  auquel 
ce  dernier  logarithme  correspond-  On  a  trouvé  ainsi ,  avec  un 
léger  excès ,  a:=64,42. 

558.  Soit  proposé  d'évaluer  à  0,00001  près  le  quotient 

_    (^^146298)^ 
'^"^(^988789/' 

En  prenant,  d'après  les  règles,  le  log.  du  numérateur  et  celui  da 
dénominateur,  puis  retranchant  l'un  de  l'autre ,  il  vient 

log  0:=^  log  1 46298—1  log  988789. 
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Voici  le  tableau  des  calculs  : 


20S 


fiog  146298 

log   14629 0,1652146 

pour        0,8   238 

iog     146298. 
produit  par  4 . . 
quotient  par  5. 


6,1652384 

20,6609536 

4jl321907 

I  Iog  146298^=4,1321907 
comp.  I  log  988789=5,0040803 


«  Iog  988789 


•  ■  •  • 


Iog     98878 
pour  •       0,9.*.. 


log  988789 
produit  par  S 
quotient  par  6 


•  •  • . 


.... 


• . .  • 


0,9960997 
40 

5,9951037 

29,9756186 

4,9969197 


som.  —10  ou  Iog x^l, 1362710 
Iog  I00000x=4,l 362710 
1000000:=:  13686 
07=0,13686. 

559.  Soit  proposé  de  résoudre  Téquation  exponentielle 

8493 


/117Y_ 
\337y  "" 


73  • 


En  prenant  les  iog.  des  deux  membres ,  il  vient 

x(log  117— log337)=:log8493— Iog73, 

log  8493— Iog  73 


d'où 


x- 


log  337  —log  117' 


log  8493=3,9290611 
log     73=1 ,8633229 

difrérence=2 ,0657382 

a:=- 


log  337=2,5276299 
Iog  117=2,0681869 

différence=0,4594440 
20657382 


4594440  • 

Je  désignerai  par  a/ la  valeur  de  x,  abstraction  faite  du  signe 
je  vais  chercher  x!  par  le  moyen  des  logarithmes. 


-,  et 


log 20667    ...  0,3150672 
pour   0,3   ...      63 
pour   0,08  ...      168 
pour   0,002  ...        42 

log  20657382  =  7,3150752 
log  4694440=  6,6622326 


log  45944    0^6622288 

pour    0,40 38 


log       4594440     =    6,6622326 


diff.  00  log^i:'  =    0,6628426. 
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Arrivé  à  ce  point ,  je  dois  chercher  le  nombre  correspondant  au 
logarithme  trouvét  comme  il  a  été  expliqué  n*"  353  (II''  cas). 

log  a?'=0,662g429 

pour      0,6598360     ...  44961 

l-'reale  68    ,..         06 

2'  rest^  80 008 

3*  reato  20. . .        0002 

^"~"  7^      4,4961682 

a?  5s~  4,49616. 

Je  n'ai  mis  qu'un  saul  chiffre  à  la  partie  entière ,  parce  que  la 
caractéristique  de  log  9f  était  zéro,  Dans  les  calculs  de  cette  es- 
pèce, quand  on  revient  d^S  logarithmes  aux  nombres ,  on  ne  i^ent 
guère  compter  sur  l'exactitude  du  7«  chiffre.  C'est  pourquoi  j'ai 
pris  simpl^ni^ent  0?= — 4,49616, 

360.  Les  logarithmes  sont  d'un  grand  secours  dans  les  ques- 
lions  relatives  aux  progre^ions  géométriques.  Par  exemple ,  pre- 
nons dans  le  tableau  du  n"*  311,  la  formule 

On  commencera  par  l'écrira  ainsi 


R-l 


vu 


pvis  ou  calculera  les  deux  racines  par  logarithDbes.  En  nommant 
ar  et  y  ces  deux  racines ,  on  aura 

^     a{x—\) 

y— 1 

fS pressîofi  qu'on  pourr»  atrssi  ealcuter  par  logarithmes ,  si  on  Iç 
juge  convenable. 

Mais  surtout  c'est  lorsque  le  nombre  des  termes  de  la  progres- 
sion géométrique  est  inconnu ,  que  les  logarithmes  paraissent  In- 
dispensables. Alors  l'équation  à  résoudre  est  celle-ci  ; 
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dans  laquelle  Tineonnue  n  est  en  exposant.  On  prendra  donc  les 
log.  des  deux  membres ,  ce  qui  donnera 

log  a+(n—l)  log  q~  log  l ; 

et  de  là  on  tirera  la  valeur  de  n^  telle  qu'elle  se  trouve  au  n*"  31 1 , . 

n^asi 4-  ■»■_-■    .M -.. 

Questions  sur  lei  Intérêts  composés. 

S61.  L*bomme  industrieux  qui  conçoit  un  projet  dont  Ptxéon- 
tion  serait  profitable  à  sa  fortune ,  manque  souvent  des  capitaux 
nécessaires  pour  le  réaliser,  tandis  qu^au  contraire  celui  qui  les  pos- 
sède ignore  les  moyens  d^en  tirer  d'utiles  résultats.  Que  celqi-ot 
prête  des  capitaux  au  premier,  et  alors  la  diiiloulté  disparatt.  Tou* 
tefois ,  comme  il  renonce  à  s'en  servir  lui-môme  pendant  un  temps 

déterminé ,  il  ^iiigera  nQn-9eulement  qu'ils  lui  «oient  remboursée 
au  bout  de  ce  temps ,  mais  encore  qu'un  certain  profit  ou  intérêt 
lui  soit  accordé ,  en  proportion  de  ces  m^mep  capitaux  et  du  temps 
pendant  lequel  il  en  aura  qédé  l'usage^  Telle  est  en  peu  de  mots 
rorigjne  et  la  nature  4u  préii  à  intérêt.  Pour  régler  toutes  les  sti^ 
pulatioDS  de  ce  ginre,  on  convient  ordinairement  de  J'intérêt 
qu'une  sonjme  fixe  de  100  francs  t|pit  rapporter  en  un  an ,  et  ç'^t 
là  ce  qui  s'appelle  le  tawxi  de  l'intérêt, 

Li'inlérôt  peut  être  nmpU  ou  composé.  Il  est  simple  quand  on 
le  reçoit  à  la  fin  de  chaque  année  ;  il  eut  çompp^é  lonqu'on  le 
laisse  ohaque  année  entra  les  mains  de  l'emprunteur  pour  fiug*^ 
menter  le  capital  qui  doit  porter  intérêt  pendant  Tannée  suivante. 

Les  questions  d'intérêt  simple  sont  sans  difilçulté,  et  je  W  m'OC^ 
çuperai  ici  que  des  questions  d'intérêt  composé, 

563.  Une  somme  qmlconqw  étant  placée  à  intérêt  composé, 
que  doit  de\^enir  cette  somme,par  l'accumulation  des  inférétfj, 
au  bout  éPun  certain  nombre  d'année$? 

Nommons  a  la  somme  placée ,  r  l'intérêt  que  rapporte  J  fr,  par 
an  9  et  /i  le  nombre  des  années. 

Il  est  clair  que  la  somme  a  doit  rapporter  rxa  ou  ar  pendant 
un  an  \  et  si  on  réunit  cet  intérêt  au  capital  a,  on  aura  a^ar  ou 
a(l+r).  Donc,  pour  obtenir  ce  que  devient  un  eapit^  pendaQt 
un  an  y  \\  ^nt  mqîtipjier  q^  cipiujl  par  1+r, 
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Au  bout  de  la  l'""  année  le  capital  étant  a{i+r),  il  sera  donc 
a{l+ry  au  bout  de  2  ans;  a{i+r)^  au  bout  de  3  ans  ;  et  en  gêné* 
rai  a{i+r)"  au  bout  de  n  années.  Ainsi,  en  nommant  A  cette 
valeur,  on  a 

[1]  A=a(l+r)\ 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  demande  la  valeur  de  1  fr.  au 
bout  de  10  ans,  l'intérêt  étant  de  5  pour  100.  On  fera  a=:l,/i=ilO, 
r=0,05,  et  par  suite  il  viendra 

A=:(l,05)'*>. 

En  employant  les  logarithmes,  on  trouve  logA=101ogl,05=: 
0,21 18930,  ce  qui  donne  à  peu  près  A=l,6289. 

Si  on  veut  savoir  en  combien  d'années  le  capital  se  trouvé  dou- 
blé par  l'accumulation  des  intérêts  à  5  pour  100,  on  fera  A=2a, 
i+r=:l,06,  et  la  formule  [l]  deviendra,  en  divisant  par  a, 

(1,06)«=2. 

Ici  c'est  l'exposant  n  qui  est  inconnu ,  et  en  se  servant  des  loga- 
rithmes on  trouvera 

_    log2    _  0,30 103000 
^  ~  log  1 ,05  ~"  0,02 1 1 8930  '"     '  ' 
Ainsi,  telle  est  la  puissance  de  l'intérêt  composé,  qu'un  capital 
placé  à  5  pour  100  est  doublé  dans  l'intervalle  de  14  à  16  ans. 

La  formule  [1],  considérée  d'une  manière  générale,  exprime  une 
relation  au  moyen  de  laquelle  on  peut  trouver  une  quelconque  des 
quatre  quantités  a,  r,  n.  A,  quand  les  trois  autres  sont  données. 

363 .  Quelle  valeur  produira-t-on  au  bout  d*un  certain  nom- 
bre d'années,  si  on  ajoute  chaque  année  au  capital  primitif 
un  capital  égal,  et  si  on  accumule  açec  toutes  ces  sommes 
leurs  intérêts  composés  ? 

Soit  a  le  capital  placé  chaque  année ,  n  le  nombre  des  années , 
et  r  l'intérêt  de  1  fr.  La  première  somme  a  s'ajoutera  avec  ses 
intérêts  composés  pendant  n  années ,  ce  qui  produira  «(l+r)",-  la 
deuxième  somme  a  à  ses  intérêts  pendant  n—\  années ,  ce  qui 
produira  a(l+r)""""5  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  somme  a 
qui ,  n'étant  placée  que  pendant  un  an ,  produira  seulement 
a(l+r).  La  valeur  demandée  n'est  autre  chose  que  la  réunion  de 
toutes  ces  valeurs,  ainsi  accumulées  avec  leurs  intérêts^  de  sorte 
qu'en  désignant  le  total  par  S ,  on  aura 

S=:a(l+r)«+a(l+r)«-«+âCl+r)«^». . .  .+a(l+r), 
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OU ,  sous  une  autre  forme , 

S=a(l+r)[l+(l+r)+(l+r)». . .  •+(l+r)«-']. 

La  suite  I+(l+r)  +  etc.  est  une  progression  géométrique -,  donc, 
par  la  règle  connue  (308),  il  viendra 

™,  S^a(l+r)[(l-Hr)"~l]^ 

-•  r 

.  Cette  relation  servira  à  déterminer  une  quelconque  des  quantités 
a,  r,  n.  S,  au  moyen  des  trois  autres. 

Soit  «=l,  r  =  0,05,  n  =  10  :  alors  ^^^fi^><i^fi^r-^^ 

= 21  [(1,05)«»—1]=  13,2069.  Ainsi,  1  fr.  placé  chaque  année  à 
5  pour  100  produit ,  au  bout  de  10  ans ,  une  valeur  de  plus  de  13  fr. 
Cet  exemple  prouve  combien  s'accroît  la  puissaùce  des  intérêts 
composés ,  quand  on  y  joint  celle  d'une  économie  soutenue. 

564.  Un  emprunt  est  fc^it  sous  la  condition  âHétre  remboursé 
au  moyen  d^un  certain  nombre  d'ANMUiTÉs,  c^ese^d^dire ,  par 
sommes  égales  qu^ on  paiera  d^ armée  en  année.  On  demande 
la  quotité  de  F  annuité,  calculée  d'après  le  taux  d'un  iruérét 
convenu. 

Cette  quotité  doit  être  telle  qu'en  tenant  compte  de  chaque  an- 
nuité et  de  ses  intérêts  composés  jusqu'au  moment  du  dernier 
paiement,  on  ait  précisément  la  valeur  que  doit  acquérir  à  cette 
époque  le  capital  emprunté. 

Appelons  C  ce  capital ,  a  la  quotité  de  l'annuité ,  n  le  nombre 
des  annuités,  et  r  Tintérét  de  1  fr.  par  an.  Le  paiement  de  la  1'* 
annuité  devant  se  faire  un  an  après  le  jour  de  l'emprunt,  la  valeur 
qu'elle  acquerrait,  si  on  reportait  le  paiement  à  la  n^^  année, 
serait  a{l  +r)'»"'".  A  cette  époque,  la  valeur  de  la  2«  annuité  serait 
«(l+r)"""*;  celle  de  la  3«  serait  aCl+r)"""^^  etc.  Donc  l'ensemble 
de  toutes  ces  valeurs ,  y  compris  la  dernière  annuité  a,  serait 

/^(l+^)'»-'+a(l+^)«~•+a(l+^)"-"^...+a, 

progression  géométrique  dont  la  somme  est— = — —^ -.  Mais  à 

r 

cette  même  époque ,  c'est-à-dire,  au  bout  de  n  années ,  le  capital 

emprunté  C  vaudrait  C(l+r)«',  donc  on  doit  avoir 


-miï=^=.Q.iX+rY. 
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De  celte  équation  Ton  tire  immédiatement  la  valeur  de  Tanaulté  a, 

[3]  «  =  S^- 

(l+r)«— 1 

Ici  encore  il  faut  observer  que  cette  relation  peut  aearvir  k  calculer 
une  quelconque  des  quatre  quantités!  a^  r,  C,  n,  quand  les  trois 
autres  sont  connues. 
Par  exemple,  soit  fait  C^rri,  r=:0,05,  n=10,  la  formule  ci-des- 

sus  donnera  a=  (^^05)'oLi  -  g^SsM-^'^'^^^-^^^^^^P"^"^ 
est  celle  qu'Jl  faut  payer  poqr  éteindre  en  10  ans  une  dette  égale 
à  1  fr.  Pour  une  dette  de  10000  fr.,  l'annuité  serait  donc  de  1295  fr. 

86S,  Plusieurs  sommes  sont  payables  à  des  échéances  dif- 
férentes] et  on  mut  les  fondre  en  une  seule ,  payable  à  une 
époque  déterminée.  Quel  sera  le  montant  de  cette  somme? 

L'objet  principal  de  cette  question  est  dQ  bien  faire  remarquer 
que,  pour  comparer  entre  elles  des  $ommes  payables  à  des 
ée^é^noas  différentes ,  il  faut  toujours  les  ramener  à  une  même 
époque,  laquelle  peut  d'ailleurs  être  ehoiçie  comme  qn  voudra. 
C^est  ainsi  que  dans  le  problème  prôcétient  éllea  ont  toutes  été 
rapportées  au  terme  du  dernier  paiement. 

Soit  a  une  dettç  payable  au  bout  de  m  années ,  b  une  aqtre  dette 
payable  dans  n  années ,  ete  la  somme  inconnue,  qu'on  doit  payer 
au  bout  de  p  années  pour  acquitter  ces  deux  dettes.  Prenons  ar^* 
bitrairement  un  nombre  d'années  s  plus  grand  que  chacun  des 
nombres  m^  n,  p,  et  rapportons  l^s  trois  sompaes  a^  b^Cyk  respi- 
ration de  oe  nombre  d'années. 

Pour  arriver  à  ce  terme ,  la  sommme  a  devrait  rester  placée 
pendant  s-^m  années,  la  ^omme  b  pendant  s-^n,  et  la  somme  p 
pendant  #-*/>.  Or,  par  là  elles  acquerraient  les  valeurs 

^(i+r)'— ,  b{\+ry-%  cCl+ry-^p-, 
donc ,  d'après  l'énoncé  de  la  question ,  on  doit  avoir 

c(l  +ry^''r=:a(l+r)'^"'+ô(l+r)*^".     ' 
En  divisant  par  (1-f  r)',  celte  éqqation  deyiwl 

et  Ton  en  tire  l'i^çppnviç 

c=a{\  +r)p-'"+è(l +r)^-% 
On  aurait  pu^réduireUes  trois  sommes  a,  b,  c,  à  l'époque  où  l'on 
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veut  fondre  les  deux  dettes  en  une  seule.  Alors  on  observera  que  la 
valeur  actuelle  de  la  somme  a  doit  ôtre         >^,  car  cette  somme 

n'est  payable  qu'après  m  ^nnéea  \  et ,  semblablement ,  que  la  valeur 

b  ç 

actuelle  de  b  est  rr- — ,  et  que  celle  de  e  est  77-T— ri  rdoncondoit 

avoir  l'équation 

c     a  b 

laquelle  revient  à  celle  qu'on  «  trouvée  plut  haut  aveo  dffl  expo-* 

sants  négatifs. 


CHAPITRE  XIV. 

THÉORIR^PU  PLUS  GRAND  COMMUN  PIVIÇEUR   ALOéfiRlQUK, 


566,  J'ai  tardé  jusqu'à  présent  à  exposer  la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  des  quantités  littérales,  parce  qu'elle  nQ 
rencontre  gu^re  d'application  que  dans  les  parties  élevées  de  l'al- 
gèbre. Pendant  longtemps  elle  est  restée  sujette  à  des  difficultés 
que  j'ai  essayé  de  résoudre  en  démontrant,  ^i^r  la  décomposition 
des  polynômes  en  facteurs,  deux  théorèmes,  qui  sans  doute  étaient 
admis  des  analystes,  mais  que  les  auteurs  avaient  toujours  éludés. 
Je  vais  les  reproduire  ici  après  avoir  rappelé  quelques  définitions. 

On  a  dit  (14)  que  les  quaiUités  raitonnelles  sont  celles  dont 
Texpresaton  ne  renferme  point  de  radical ,  et  que  les  quamiiés 
entières  sont  celles  qui  réunissent  la  double  condition  d*étre  ra-* 
tionnelles  et  de  né  contenir  aucun  dénominateur.  De  plus ,  j'ap- 
pellerai quantiié  prmiière  toute  quantité  entière  qui  n'est  divi-r 
sible  que  par  elle-même  et  par  l'unité  :  de  sorte  qu'en  la  divisant 
par  toute  autre  quantité  entière ,  le  quotient  ne  sera  pon^t  entier, 
Ainsi  a^b^  eat  une  quantité  première  ;  mais  c^^b^  n'en  est  point 
une ,  car  en  divisant  âj'-^&»  par  a+6  on  trouve  a-^b  pour  quolieat, 
'  S67.  Théorème.  Toia^  quantité  première  P,  «ut  dime  un 
jmoduU  AB  de  dmoa  quantttéê  entiérMj^  daiê  (Uviêer  Vune  4^àae^ 
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Lorsque  A,  B,  P  sont  des  nombres,  la  proposition  est  connue 
(274).  Considérons  successivement  les  quatre  cas  où  ces  quantités 
ne  contiennent  pas  plus  d'une  lettre. 

Premier  cas.  Vune  des  quantités  A  e^  B  est  fonction  de  x , 
Vautre  est  numérique,  et  V  est  aussi  numérique. 
Soit  un  polynôme 

A = aa:* + 6«p^ + etc. , 

dans  lequel  les  lettres  a,  b,...  représentent  des  nombres  entiers 
quelconques  positifs  ou  négatifs»  et  a,  p^....  des  expoe^anU  entiers 
positifs.  En  multi  pliant  A  par  le  nombre  B,  on  a 

AB = BojKf  +  Bbx^ + etc. 

Puisque  ce  produit  est  supposé  divisible  par  le  nombre  P,  il  faut 
que  les  coefi9cients  des  diverses  puissances  de  x  soient  divisibles 
par  P.  Ainsi,  P  doit  diviser  Ba,  Bft,...;  donc,  en  vertu  du  théo- 
rème connu  (274),  s'il  ne  divise  point  B,  il  devra  diviser  tous  les 
nombres  a,  6^..,.  Or,  s'il  divise  ces  nombres,  il  divise  évidemment 
le  polynôme  A  ;  donc  P  doit  diviser  B  ou  A. 

Second  cas.  Les  deux  quantités  A  el  B  sont  fonctions  de  x , 
et  P  est  encore  numérique. 

Admettons  pour  un  moment  que  le  nombre  P  ne  divise  ni  A 
ni  B.  Nommons  A'  l'ensemble  de  tous  les  termes  de  A  dont  les 
coefficients  sont  des  multiples  de  P,  et  A'  l'ensemble  de  tous  les 
autres  ;  on  aura  A=A'+ A".  Décomposons  B  de  la  môme  manière, 
et  soit  B=B'+B',  il  viendra 

AB=(A'+A^)(B'+B•)=A'B'+A'B•+A^B'+A•B^ 

Les  trois  premières  parties  sont  divisibles  par  P,  car  dans  A^  et 
B'  tous  les  coefficients  sont  divisibles  par  P-,  et,  pour  que  A'^B*  le 
fût  aussi ,  il  faudrait  que  les  coefficients  de  tous  les  termes  de  ce 
produit  le  fussent  eux-mêmes. 

Soient  ax"  et  bx^  les  termes  de  A^  et  de  B'  où  la  lettre  x  a  le 
plus  haut  exposant  •,  le  terme  ahz'"^^  fera  partie  du  produit  A"B* 
et  ne  se  réduira  avec  aucun  autre.  Or ,  ni  avxb  n'est  divisible 
par  P,  puisque  P  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  aucun  des 
coefficients  de  A'  et  de  B''  \  donc  ab  n'est  point  divisible  par  P,  et 
par  conséquent  A^B'  ne  Test  pas.  Ainsi  les  trois  premières  par- 
ties du  produit  AB  seraient  divisibles  par  P  et  la  quatrième  ne  le 
serait  point  ;  done  AB  ne  pourrait  pas  r<ttre^  ce  qui  serait  contraire 
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aux  conditions  de  l'énoncé.  Il  est  donc  impossible  d^admettre  que 
ni  Â  ni  B  ne  soit  divisible  par  P. 

Troisième  cas.  Vune  des  quantités  A  e^  B  est  numérique, 
Vautre  est  fonction  de  x,  et  P  est  aussi  fonction  de  x. 

Soit  A  le  facteur  fonction  de  x^  et  Q  le  quotient  entier  de  AB 
par  P  :  on  aura  AB=PQ,  ou ,  en  représentant  par  F,  F',  F",,.,  les 
facteurs  premiers  du  nombre  B , 

AFFT'....=PQ- 

Le  premier  membre  étant  divisible  par  F^  le  produit  PQ  doit  l'être 
aussi  :  or  F  est  un  nombre  premier;  donc,  en  vertu  des  cas  pré- 
cédents, P  ou  Q  sera  divisible  par  F.  Mais  P  est  une  quantité  pre- 
mière qui  contient  x-,  donc  elle  n'est  divisible  par  aucun  nombre; 
donc  Q  est  divisible  par  F  \  donc ,  en  désignant  par  Q^  le  quotient 
de  Q  par  F  y  et  en  divisant  par  F  les  deux  membres  de  l'égalité 
ci-dessus ,  on  aura 

AFT'....t=PQ'. 

On  prouvera  dejla  même  manière  que  Q'  doit  être  divisible  par  F'-, 
et  en  nommant  Q"  le  quotient ,  on  aurait 

AF' — PQ^ 

En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  premier  membre  ne  renferme 
plus  que  A ,  on  arrivera  à  une  égalité  telle  que 

A=PQ.», 

dans  laquelle  Q.  serait  encore  une  quantité  entière  \  et  de  là  on 
conclut  sur-le-champ  que  A  est  divisible  par  P. 

Quatrième  cas.  A ,  B  et  P  soru  trois  fonctions  de  x. 

Supposons  la  quantité  A  non  divisible  par  P,  et  d'un  degré  plus 
élevé  que  P.  Ordonnons  A  et  P  de  manière  que  les  exposants  de  x 
aillent  en  décroissant ,  et  poussons  la  division  de  A  par  P  jusqu'à 
ce  qu'on  trouve  un  reste  de  degré  moindre  que  P. 

Avant  d'amener  la  division  à  ce  point,  il  peut  se  rencontrer  des 
restes  dont  le  1*'  terme  ait  un  coefficient  qui  ne  soit  pas  divisible 
par  celui  du  !•'  terme  du  diviseur.  Alors,  poursuivons  l'opération 
en  prenant  des  coefficients  fractionnaires ,  et  concevons  qu'à  la 
fin  tous  les  termes  du  quotient  et  du  reste  soient  réduits  au  même 

dénominateur  :  on  pourra  représenter  ce  quotient  et  ce  reste  sous 

O     A' 
.  la  rorme^et|j|-,en  désignant  par  Q  et  A' deux  quantités  en- 
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tières  »  et  par  M  i«  dénominateur  commun.  Or ,  on  doit  tou- 
jours avoir 

A=^P^  +  ^'ç    donc    MA=a=PQ-f-A'. 

On  voit  par  là  qtf  en  multipliant  le  dividende  par  M  avant  de  faire  la 
division,  le  calcul  se  ferait  sans  fractions.  Et  remarquez  bien  que  A' 
ne  peut  pas  être  zéro ,  autrement  le  produit  MA  serait  divisible  par 
.  le  polynôme  premier  P,  et  dès  lors  P  devrait  diviser  A  (3«  cas),  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse. 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  dé  la  dernière  égalité 
par  B  et  divisons-les  ensuite  par  P,  il  vient 

donc  I  puisque  AB  est  dinslble  par  P,  le  produit  A'B  l'est  aussi. 

Supposons  que  A'  soit  algébrique ,  et  divisons  P  par  A'.  Soit  M' 
le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  P  pour  arriver ,  sans  frac- 
tions 9  à  un  reste  de  degré  moindre  que  A^  En  nommant  Q'  le 
quotient ,  et  A"  le  reste ,  on  aura 

MT^A'Q'+A"; 

V 

et  A"  ne  pourra  pas  non  plus  être  zéro  :  car,  pour  que  cela  fût,  il 
faudrait  que  M'P  fût  divisible  par  chaque  facteur  algébrique  pre- 
mier de  A'.  Donc,  en  vertu  du  3«cas,  P  devrait  l'être  aussi,  et  dès 
lors  P  ne  serait  plus  une  quantité  première. 

Si  on  multiplie  paf  B  et  si  on  divise  par  P  le»  deux  membres 
de  cette  égalité ,  elle  devient 

M'B=x^Q'+^; 

donc  la  divisibilité  de  ATB  par  P  entraîne  celle  de  A"B. 

Divisons  encore  P  par  A".  Soit  M"  le  nouveau  nombre  par  le- 
quel on  multiplie  P  pour  éviter  les  coefficients  fractionnaires ,  soit 
Q"  le  quotient  et  A'*  le  reste,  il  viendra 

M"P==A"Q"+A'% 

d'où  Ton  tife ,  comme  plus  haut , 

M"Br.^Q«+^, 
donc  A'^'B  est  aussi  divisible  par  P. 
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En  continuant  ainsi ,  on  obtient  des  restes  successifs  A^  A", 
Â'^v**  ^^^^  1®  degré  va  en  décroissant,  et  comme  aucun  reste  algé- 
brique ne  pourra  diviser  exactement  P,  on  est  sûr  d'arriver  à  un 
reste  numérique  A..  Or ,  les  raisonnements  précédents  prouvent 
que  tous  les  produits  A'B ,  A^B ,  A'^B  ^  etc.)  sont  divisibles  pur  P  ; 
donc  AiB  doit  Tôtre  -,  donc ,  par  le  3^  cas  ^  B  est  divisible  par  P. 

Les  quatre  cas  qu'on  vient  d'examiner  sont  les  seuls  qui  soient 
à  considérer  lorsque  les  quantités  A ,  B ,  P  ne  sont  pas  numé- 
riques à  la  fois ,  et  qu'elles  ne  contiennent  pas  plus  d'une  lettre. 
Passons  aux  cas  où  il  y  a  deux  lettres  x  et/  dans  Tune  de  ces  quan- 
tités', ou  dans  deux  d'entre  elles ,  ou  dans  toutes  les  trois.  Ces  cas 
sent  aussi  au  nombre  de  quatre ,  savoir  : 

1*»  Lorsqu^un  seul  des  facteurs  A  et  B  contient  la  lettre  x 
et  que  V  nela  contient  point. 

%""  Lorsque  les  deux  facteurs  A  e/  B  eontienneni  Ut  lettre  x 
ei  que  ¥nela  contient  point, 

3**  Lorsqu'un  seul  des  facteurs  AetB  contient  la  lettre  x  et 
que  P  la  contient  aussi. 

4*  Enfin,  lorsque  les  éeuco  facteurs  A  w  B  contiennent  la 
lettre  x  et  que  P  la  contient  aussi. 

Les  démonstrations  sont  semblables  à  celles  qui  viennent  d*étre 
exposées  ;  la  seule  différence  consiste  en  ce  que  les  quantités  qui , 
précédemment,  étaient  supposées  numériques,  peuvent  être  ici  des 
fonctions  de  y. 

De  même  que  les  cas  où  A ,  H ,  P,  ne  renferment  pas  plus  d'une 
seule  lettre ,  servent  à  démontrer  la  proposition  pour  les  cas  où  ces 
-quantités  peuvent  contenir  deux  lettres;  de  même  ceux-ci  servi- 
ront à  s'élever  aux  cas  où  ces  quantités  pourraient  en  contenir 
trois  \  et  ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  de  lettres.  Le  théo^ 
rème  général  doit  donc  être  regardé  comme  démontré. 

368.  Théorème.  //  n'existe  qu'un  seul  système  de  facteurs 
premiers  dont  le  produit  soit  égal  à  une  quantité  donnée  :  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose ,  deux  produits  de  facteurs  premiers 
ne  peuvent  être  égaux  que  lorsqu'ils  sont  composés  de  facteurs 
égaux  chacun  à  chacun 

Cette  proposition ,  toute  semblable  à  celle  qu'on  connatt  sur  les 
nombres  (276) ,  se  démontre  aussi  de  la  même  manière.  Soient 
ABCD....  etal?cd....  les  deux  produits  égaux.  Puisque  tous  les 
facteurs  sont  premiers ,  si  a  n'est  point  égal  à  quelqu'tm  des  flao* 
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teurs  A ,  B ,  C,...  il  ne  pourra  diviser  aucun  d'eux.  Or,  a  ne  divi- 
sant ni  A  ni  B,  ne  divisera  point  AB  :  car,  d'après  le  théorème 
précédent,  si  a  divisait  AB ,  il  devrait  diviser  A  ou  B.  Par  la  même 
raison,  a  ne  divisant  ni  AB  ni  C ,  ne  divisera  pas  ABC;  et  ainsi 
de  suite.  Donc  a  ne  pourrait  point  diviser  le  produit  ABCD,...  ce 
qui  serait  absurde,  puisque  ABCD....=afccd....  11  faut  donc  que  a 
soit  égal  à  l'un  des  facteurs  A ,  B ,  C ,  D ,  etc.  Supposons  a=A , 
et  divisons  les  deux  produits  par  a.  Les  produits  restants  BCD... 
etfrcd...  seront  encore  égaux,  et  Ton  pourra  leur  appliquer  le 
même  raisonnement.  On  conclura  donc  que  h  est  égal  à  l'un  des 
facteurs  du  produit  BCD...,  à  B,  par  exemple.  On  fera  voir  sém- 
blablement  que  c  est  égala  Tun  des  facteurs  restants,  et  ainsi  de 
suite.  Donc  les  deux  produits  ABCD....  et  abcd....  sont  composés 
des  mêmes  facteurs  premiers. 

Si  plusieurs  facteurs  du  premier  produit  sont  égaux  entre  eux, 
le  second  produit  doit  les  renfermer  précisément  en  pareil  nombre. 

Définition  da  plus  grand  commun  diyiseur.  *—  Principes  sur  lesquels  repose 

sa  détermination.  —  Cas  les  plus  simples. 

569.  En  algèbre ,  la  dénomination  de  plus  grand  commun  di- 
viseur n'indique  point ,  comme  en  arithmétique ,  un  diviseur  qui 
soit  réellement  plus  grand  qu'un  autre.  Une  nouvelle  définition  est 
nécessaire,  et  j'adopterai  celle-ci  :  Le  plus  grand  commun  divU 
seur  de  plusieurs  quantités  entières  est  le  produit  de  tous  leurs 
facteurs  premiers  communs,  soit  numériques ,  soit  monômes , 
soit  polynômes. 

On  n'a  besoin  d'aucune  méthode  nouvelle  pour  déterminer  ce 
produit  lorsque  les  quantités  dont  il  s'agit  sont  des  monômes.  Par 
exemple ,  soient  les  quantités 

432a<6*x ,    ^70a^b^x\    90a^bx^. 

Je  cherche,  par  les  méthodes  de  l'arithmétique ,  le  plus  grand  di* 
viseur  commun  des  coefficients  432, 270, 90 ,  et  j'obtiens  le  nom- 
bre 18.  A  la  suite  de  ce  nombre,  je  place  chacune  des  lettres  com- 
munes aux  trois  monômes ,  et  je  lui  donne  le  plus  petit  exposant 
dont  elle  est  affectée  dans  ces  monômes.  Je  trouve  ainsi  ISa^bx 
pour  le  plus  grand  commun  diviseur.  . 
370.  Mais  lorsque  les  quantités  proposées  sont  des  polynômes, 
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leur  plus  grand  diviseur  commun  ne  s'obtient  plus  avec  la  même 
facilité  :  sa  délermination  repose  alors  sur  deux  principes. 

Premier  principe.  Le  plus  grand  diviseur  commun  à  deux 
quantités  entières  n'est  point  altéré  si  Ton  multiplie  ou  si  Ton  di- 
vise Tune  d'elles  par  telle  quantité  entière  qu'on  voudra,  pourvu 
que  celle-ci  n'ait  aucun  facteur  commun  avec  l'autre. 

11  est  évident ,  en  effet ,  que  les  facteurs  premiers,  communs  aux 
deux  quantités  proposées,  sont  toujours  les  mêmes.  Or,  c'est  le 
produit  de  ces  facteurs  qui  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  quantités. 

Deuxième  principe.  Si  Ton  a  deux  polynômes  A  etB,si  Ton 
divise  Â  par  B,  en  ayant  soin  de  ne  prendre  que  des  termes  entiers 
au  quotient^Q,  et  si  Ton  désigne  par  R  le  reste  de  la  division,  je  dis 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Â  et  de  B  est  le  même  que 
celui  de  Bel  de  R. 

On  doit  avoir,  comme  dans  toute  division , 

A=BQ-f-R,    d'où    A— BQ=R. 

Soit  D  le  plus  grand  diviseur  commun  de  A  et  de  B  ;  il  devra  diviser 
A— BQ  \  donc  il  divisera  aussi  R.  Représentons  par  A',  B',  R',  les 
quotients  de  A ,  B ,  R ,  par  D ,  et  divisons  par  D  les  deux  membres 
de  la  première  égalité ,  il  viendra 

A'=B'Q-|-R'. 

B'  et  R'  n'ont  plus  de  facteur  commun  :  car,  s'ils  en  avaient  un,  il 
devrait  diviser  B'Q-|-R',  et  par  conséquent  aussi  A'.  Donc  A'  et  B' 
.auraient  encore  un  facteur  commun;  et  D,  qui  est  le  plus  grand 
diviseur  commun  de  A  et  de  B,  ne  renfermerait  pas  tous  les  fac- 
teurs communs  à  ces  quantités,  ce  qui  est  contre  la  définition. 

Puisque  B^  et  R',  qui  sont  les  quotients  de  B  et  de  R  par  D ,  ne 
peuvent  plus  avoir  de  facteur  commun ,  il  s'ensuit  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  B  et  de  R  est  égal  à  D  ;  donc  il  est  le  même 
que  celui  des  quantités  A  et  B. 

371  «  Maintenant,  passons  à  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  polynômes.  Par  exemple,  soient  les  quantités 

Je  cherche  d'abord  le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes 
de  X ,  ainsi  que  celui  des  termes  de  Y  :  je  trouve  llO'b^x^  pour  le 
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premier,  et  Sa^bx^  pour  le  second.  Le  plus  grand  commun  diviseur 
de  ces  deux  monômes  çst  4c^^bx* ,  et  ce  divise^:  commun  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  monômes  communs  à  X  et  à  Y. 

Alors ,  je  divise  X  par  l2a*AV%  Y  par  ^a^bjç^i  et  j'ai  pour  quo- 
tients les  polynômes 

dans  lesquels  il  n'y  a  plus  que  tes  facteurs  polynemes  des  quantités 
X  et  Y«  Par  conséquent ,  si  l'on  connaissait  le  plus  grand  eommuu 
diviseur  de  A  et  B,  il  suffirait  de  le  multiplier  par  le  monôme  4a'iut:') 
PQur  obtenir  le  p{^s  grpnd  i^aœmun  diviseur  de  X  et  Y.  Aînai ,  la 
qiie^tion  e^t  ^rapUQée  ;  car  elle  «e  réduit  à  déteroiiDer  le  plus 
gl^nd  commun  diviseur  des  d&ux  polynômes  A  et  B ,  qui  fi'out 
plus  de  f^etèprs  monômes.  C'est  donc  eette  reebepcha  qui  doii 
nous  occuper. 

Ce  diviseur  doit  être  le  produit  des  facteurs  preoùers  epfpmuns 
à  A  et  à  B  *,  donc  si  la  quantité  B  divise  ei^ctement  A ,  elle  sera 
elle-même  ce  diviseur  ^  c'est  pourquoi  nous  essaierons  cette  divi- 
sion. Or,  une  difficulté  se  présente  dès  le  commencement,  c'est 
que  4x^ ,  premier  terme  du  dividende ,  ne  peut  point  se  dfviser 
par  êjt^,  premier  terme  du  diviseur.  Pour  rendre  la  division  pos- 
sible, on  pourrait  multiplier  A  par  6,  et  le  diviseur  cherché  ne  serait 
point  altéré  (370)^  car  6  ne  contient  aucun  facteur  qui  soit  commun 
^  B ,  e^  en  effet  ne  doit  point  en  contenir ,  puisque  B  n'a  plus  de 
facteurs  monômes»  Mais  il  suffit  de  multiplier  A  par  3  ^  car  alorç 
le  premier  terme  du  dividende  devient  ISo?*,  et  il  est  divisible  p^ir 
6j;^  Pour  divideie^de ,  on  prendra  donc  Ax3  ou 

1  aa:4~30ax^4-  3a»  jcî-— Sa^ . 

■ 

Après  avoir  placé  le  terme  ^x  au  quotient ,  on  trouve  le  reste 
^Saji^+l^a^x^+^^x—da^,  Iequel,en  vertudu  2«prhidpe.(37(^, 
doit  avoir  avec  B  tes  mêmes  facteurs  communs  que  A. 

La  division  est  encore  arrêtée  -,  mais  on  la  rend  possible  en  mul- 
tipliant aussi  ee  reste  par  8.  On  trouve  ainsi  —ia  au  quotient ,  et 
pour  reste  la  quantité  13a*jc»— 26a'a: — 13a4,  qui  a  encore  avec  B 
les  mêmes  (aeteurs  communs  que  A. 

Ce  reste  contenant  jpkun  degré  moindre  que  le  diviseur ,  c'est 
le  diviseur  qu'on  prendra  maintenant  pour  dividende,  tandis  que  le 
reste  servira  de  diviseur.  Mais  on  supprimera  préalablement  d&ns 
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ce  reste  les  facteurs  qui  sont  communs  à  tous  les  termes',  ce  qui  le 
réduit  à  x' — 2aa:— a",  et  ce  qui  n*aitère  en  rien  le  plus  grand  com- 
mua diviswir 
On  a  alors  à  diviier  Pune  par  Tautra  les  dtn%  quafititéi 

La  division  se  fait  sans  introduire  aucun  C^eiwr  daa$  les  divi- 
dendes partiels^  et,  comme  ou  parvient  à  un  raste  nu),  on  en 
conclut  que  x^ — 2ûfx— a*  eçt  le  eommtin  diviseur  cherché. 
On  donne  à  l'ensemble  des  calculs  la  disposition  suivante  : 


— 12x*  f22ax5+lGeï'a?*+2a'a: 

—  8ax^+19a'x'+  2a^a:-*3tf* 
— 24aa:34-57a*a:*+  ôa^o:— >a* 
-j.  24ajt3— 44a"x»— 32a3jc-.*4a* 

j?*— 2aar— a*; 
Deuxième  dMsion. 


6x3—1  lax»— 8a»x— a^ 
-6a:3+12aa;*+6a*x  |  Ox-f-a 

ax* — 2a'x-^3 
— ax*+2a*x+a* 


X* — 2ajr:— a* 


372.  Les  raisoimeineiits  précédents  montreat  ûMnane&t  éesdi- 
viaioas  successives  condoiseDt  au  plus  grf  nd  coouBim  cbvioiiirv 
Deux  divisions  ob4  suffi  dans  l'exemple  ddeasus  ;  maûi  ai  ta  fle<- 
conde  ne  se  fût  point  effectuée  exactement ,  elle  aurait  mené  à  un 
autre  reste  de  ctogré  moîiidre  qm  le  divisaiir,  et  l^n  serait  passé 
à  une  troisième  division  comme  on  est  passé  de  la  première  à  la 
seconde.  TËti  continuant  ainsi ,  il  est  évident  que  si  Ton  parrrent  à 
un  reste  nul ,  le  dernier  diviseur  est  te  commun  diviseur  ehefvbé. 
L'exemple  suivant  exige  trois  divisions  t  tes  deux  quanfités  sont 
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— 12ax^+28a»x«— lSa3^+  Sa* 
1 0a»x*— 1  ôa^x— 1  Oa^ 

Deuxième  division. 
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Première  division. 

3x*— 7ax*4-3a>jr:— 2a3 


X  +4a 


3j:^—  7eïa?»+  3a*a:—  2a^ 
6x'— I4ax»4-  6a*x—  4a^ 
— 6a:'+  9ax»+  6a»x 


2a:«— 3€ïa:— 2a« 


Sx — 5a 


—  6ax'+l2a*x —  Aa^ 
'--\Oax^+^a'x—  Sa^ 
+  \0ax^—\ha^x~\0a^ 

9a*x— 18a* 
.r — 2a, 

Troisième  division. 


2x*— 3ax- 
■2x*+4aa: 


2a' 


X — 2a 


2a?+a 


ax— 2a* 

ô 

C'est  doue  x— 2a  qui  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 
~  Dans  la  première  division  on  a  multiplié  deux  fois  par  3;  et  dans 
la  seconde,  deux  fois  par  2.  On  pourrait  abréger  un  peu  en  multi- 
pliant une  seule  fois  par  9,  et  une  seule  fois  par  4. 

GoQtinaaUoD  :  on  étend  la  théorie  précédente  à  tous  les  eas. 

375.  Ce  qu'il  importe  surtout  de  remarquer,  c'est  que  le  succès 
du  calcul  est  entièrement  fondé  sur  ce  que,  les  quantités  étant  or- 
données selon  les  puissances  décroissantes  d'une  lettre ,  chaque 
division  amène  un  reste  de  degré  inférieur  au  diviseur.  Lorsque 
les  polynômes  contiennent  plusieurs  termes  de  môme  degré ,  une 


LEÇONS  d'algèbre.  309 

précaution  est  à  prendre,  sans  laquelle  cette  réduction  ne  s'obtient 
pas  toujours,  et  qui  consiste  à  réunir  tous  ces  termes  sous  un  seul 
multiplicateur.  Soient  les  polynômes 

B  =:yx*+x*+y*x+yx+x+y. 
Je  les  écrirai  ainsi  : 


A=a:*+(y+  l)a:»— (y»— 2y)x— y^y*, 
B  =  (y+l)x«+(y»+y+l).r+y. 

La  partie  x^  ne  se  divisant  point  par  (y+l)^%  ^  cause  du  facteur 
y+l|  je  rappellerai  qu'en  général,  si  une  quantité  est  ordonnée 
comme  les  précédentes ,  tout  diviseur  de  cette  quantité  indépen- 
dant de  jr  doit  diviser  séparément  le  multiplicateur  de  chaque 
puissance  de  x.  De  là  il  suit  quey+1  n'a  aucun  facteur  commun 
avec  B  -,  car,  s'il  y  en  avait  un,  il  devrait  se  trouver  dans  y*+y+l 
et  dans  y;  or  il  est  évident  que  y  n'a  aucun  facteur  commun  avec 
y+l.  On  pourra  donc  multiplier  A  par  y+1  sans  altérer  le  com- 
mun diviseur  cherché  ;  et  comme  il  faudrait  tout  à  l'heure  multi- 
plier encore  par  y+1,  on  multipliera  tout  d'abord  A  par  (y+l)* 
ou  y"+2y+l.  De  cette  manière  on  parvient  au  reste  R, 

R=(—y^^y}-^y^)x—y^'^^+y\ 

Avant  de  passer  à  la  2*  division,  il  faut  supprimer  dans  R  les  fac- 
teurs  communs  aux  multiplicateurs  des  puissances  de  x.  Or,  les 
deux  parties  de  R  sont  évidemment  divisibles  par  — y^— y'+y*; 
et  après  cette  simplification  il  reste  or+y.  On  va  donc  prendre 
x+y  pour  diviseur,  et  comme  la  division  se  fait  exactement  il 
s'ensuit  que  le  commun  diviseur  cherché  est  x+y. 

Première  division. 

:«'+(y+  l)ar«— (y»_2y)x-y^+y  (y+i)x^+(y*+y+l)x+y 
j     (y+l)*x^+(y^+3y»+3y+l)x»      (y-^i)x+y 
(— (y^-3y»— 2y)ar-y5-.y4+yî+y 

— (y+l)'a:^+(— y^— 2y'— ^y— 1  )x* + (—y^^y)x 

(y'+y)^*+(-y^+'^y*+y)x—y^-^y^+y^+y^ 

i—y*—y)x^+{—y^—y*  -y)x-y* 


{—y'—y^+y^)x—y^—y'^+y^ 
30+y. 
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Deuxième  dwision, 
'-(y+l)x*+i—y*—y)x 


■»**fc^^**1— —      >!»*>        »         Il     ' I       11^ 


a:+/ 


t  ^ 


(y +1)^+1 


x+y 


0 

374.  L'exemple  qu'on  vient  d'eïpUquer  met  à  découvert  cer- 
taines difficultés  qu'il  faut  encore  râKHidrOi  Dafis  la  première  di- 
vision il  a  fallu,  avant  de  multiplier  par  y+l ,  s'assurer  que  cette 
quantité  n'avait  point  de  facteur  commun  avec  celles  qui  multi- 
plient les  diverses  puissances  de  x  dans  le  diviseur;  et  comme  le 
monôme^  était  une  de  ces  quantités,  il  a  été  facile  de  reconnaître 
qu'il  n'a  en  effeJ  aucun  facteur  commun  avec  y+l.  Mais  en  gé- 
néral il  n'en  est  point  ainsi,  car  il  aurait  pu  se  faire  que  toutes  les 
puissances  de  x  eussent  été  multipliées  par  des  polynômes.  Il  y  a 
plus  :  après  la  première  division  nous  avons  supprimé ,  dans  le 
reste ,  les  facteurs  communs  aux  quantités  qui  multiplient  les  di- 
verses puissances  de  x;  et  cela  suppose  qu'on  sache  déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ces  quantités.  Cette  détermination 
a  été  facile  dans  l'exemple  précédent ,  mais  on  comprend  qu'il 
n'en  sera  pas  tou}ouiii  de  même.  Les  développements  suivants 
font  disparaîtra  toutes  ces  difficultés. 

!<"  Elles  n'ont  point  lieu  quand  il  s'agit  de  deux  polynômes  qui 
ne  contiennent  que  1«  l^tlre^o:  :  les  règlesdu  n"*  371  suffisent  atora. 
Ainsi  on  saura  toujours  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  do 
deui  polynômes  qui  no  renferment  qu'unq  se^le  lettre  \  par  suile 
je  dis  qu'on  saura  aussi  trouver  celuid'un  plus  grand  nombre  do 
quantités  dans  lesquelles  il  n'entre  qu'une  seule  lettre.  Supposons, 
par  exemple,  qu'on  ait  trois  quantités  A^  B,  C^  soit  I)  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A  et  6,  et  D' celui  de  P  et  C^  D'après 
la  définition ,  D  est  le  produit  des  facteurs  communs  à  A  et  B ,  et 
ly  est  celui  des  facteurs  communs  à  D  et  C,  donc  D' est  le  produit 
des  facteurs  communs  aux  trois  quantités  A ,  B ,  C  ^  dono  D'  est 
leur  plus  grand  commun  diviseur. 

2<>  Considérons  des  polynômes  A  et  B  qui  contiennent  deux 
lettres  x  et  y.  Prenons  d'abord  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
termes  de  A;  soit  a  ce  diviseur  et  A^  lé  quotient  de  A  par  a  :  on 
aura  A=:0cA'.  Ordonnons  A'  selon  les  pùissâïices  décroissantes  de 
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oity  en  ayant  soin  de  réunir  tous  les  termes  qui  renferment  la  même 
puissance  de  cette  lettre  *,  et  supposons ,  par  exemple,  qu'on  ait 

« 

Tous  les  facteurs  de  A',  indépendants  de  x,  doivent  être  facteurs 
des  quantités  L,  M,  N»  qui  multiplient  les  difierenles  puissances  de 
X.  Ces  quantités  ne  contenant  que  la  seule  lettre;^,  il  sera  facile 
d'avoir  leur  plus  grand  commun  diviseur  :  nommons  a'  ce  diviseur 
et  A"  le  quotient  de  A'  par  «',  on  aura  A'^a'A^et  par  conséquent 

A=««'A". 

01  sera  le  produit  des  facteurs  monômea  de  A,  «'  le  produit  des 
facteurs  polynômes  qui  ne  contiennent  point  x,  et  A'^  le  prodoit 
des  facteurs  polynômes  qui  oontienneut  x. 
Faisons  la  même  décomposition  sur  le  polynôme  B^  et  soit 

Alors,  ]é  détermine  le  plus  grand  commun  diviseur  des  mo- 
nômes a  et  |3,  ainsi  que  celui  des  polynômes  a'  et  (3'  qui  ne  con- 
tiennent que  la  lettre  y;  et  si  je  puis  aussi  trouve^  celui  des  t>oly- 
nomes  A"  et  B"  qui  renferment  y  et  x,  j'aurai  trois  quantités  dont 
le  produit  sera  le  plus  grand  commun  dîviséur  de  A  et  de  B.  En 
efTet ,  la  première  contieridra  les  facteurs  premiers  monômes  com- 
muns à  A  et  à  B;  la  seconde,  les  facteurs  polynômes  indépendants 
de  x;  et  la  troisième,  lès  facteurs  polynômes  dépendants  de  x. 

Or ,  je  dis  qu'on  peut  trouver  le  plus  grand  diviseur  Côhittidn 
des  quantités  A"  et  B"  en  les  soumettant  aux  calculs  des  divisions 
successives,  comme  dans  l'exemple  du  n**  573.  îi  est  clair,  en  effet, 
que  ces  quantités  n'ayatit  plus  ni  facteurs  monômes ,  ni  factéui^s 
polynômes  indépendants  de  x^  il  sei*a  permis  de  multiplier  les  di* 
videndes  partiels  de  la  première  division  par  le  polynôme  cjjUi  ê«»t 
placé  devant  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  le  diviseur,  et  qu'dh 
arrivera  ainsi  à  un  reste  de  degré  moindre  en  x  qtie  le  diviseur;  Il 
sel'a  facile  d'ôter  de  ce  reste  tous  les  facteurs  monômes  qu'il  ren- 
ferme, aussi  bien  qbe  lès  facteurs  polynorhes  indépendants  de  A?  5 
et  alors  on  procédera  à  la  seconde  division  en  prenant  pour  divi- 
seur ce  reste  ainsi  simpllûé.  On  se  conduira  comme  dans  la  pre- 
mière ;  puis  on  passera  à  une  troisième  •,  et,  en  continuant  toujours 
de  cette  manière,  on  est  sûr  de  parvenir  enfin  à  uh  l^te  nul  bu  à 
un  reste  indépendant  de  x.- 

Dans  le  premier  cas,  les  quantités  A"  et  B*  ont  pour  plus  grand 
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diviseur  commun  le  diviseur  do  la  dernière  division.  Dans  le  se- 
cond ,  elles  n'eu  ont  aucun,  ou,  pour  parler  plus  exactement,  elles 
n'eu  ont  point  d'autres  que  l'unité.  En  effet,  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  ces  quantités  devant  ôln;  le  môme  que  celui  du  dernier 
diviseur  et  du  reste  indépendant  de  x,  devrait  être  indépendant 
de  X  :  mais  les  polynômes  A"  et  B",  à  cause  des  décompositions 
préliminaires,  ne  peuvent  avoir  aucun  facteur  commun  indépen- 
dant de  X  autre  que  Tunité;  donc  l'unité  est  leur  seul  facteur 
commun. 

Ainsi,  on  pourra  toujours  trouver  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun de  deux  polynômes  dans  lesquels  il  y  a  deux  lettres  -,  et  par 
conséquent  aussi  celui  de  trois  polynômes  ou  davantage. 

3«»  De  même  qu'on  s'est  élevé  du  cas  où  les  polynômes  ne  con- 
tiennent qu'une  lettre  à  celui  oà  ils  en  contiennent  deux,  de  môme 
on  s'élèvera  de  ce  second  cas  à  celui  des  polynômes  qui  en  ren- 
ferment trois,  et  ainsi  de  suite  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres. 
Donc  enfin  il  n'y  a  aucun  cas  où  l'on  ne  puisse  déterminer  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes. 

De  quelques  modifications  néeessaires,  quand  les  polynômes  sont  tels  qu'on  les 

considère  dans  les  équations. 

37S.  Dans  la  théorie  générale  des  équations ,  qui  va  bientôt 
nous  occuper,  on  considère  d'une  manière  spéciale  des  polynômes 
de  la  forme 

Ajî'^-f-Bjc'^-'-f-Cx'"-*. . .  .Gx+H , 

dans  lesquels  x  représente  une  inconnue,  m  un  nombre  entier 
positif,  et  A,  B,  G,....  des  quantités  quelconques,  numériques 
ou  littérales,  qui  ne  contiennent  point  x.  Or,  quoique  les  coeffi- 
cients A ,  B,  G,...  puissent  renfermer  des  radicaux  ou  des  déno- 
minateurs, comme  l'inconnue  x  ne  se  trouve  ni  sous  ces  radicaux 
ni  dans  ces  dénominateurs,  le  polynôme  est  dit  rationel  et  entier 
par  rapport  à  a:,-  et  l'on  dit  encore  que  deux  polynômes  de 
cette  forme  sont  divisibles  Vun  par  l'autre,  lorsque  la  division 
donne  un  quotient  exact,  entier  aussi  relativement  à  x.  Ainsi, 
x*-}-|aa?v/2— ^'  est  divisible  par  "Ix—ay  2  :  car  on  trouve  le 
quotient  exact -^a:-f^t/  2.  Gela  posé,  voici  une  proposition  tout 
à  fait  semblable  à  celle  du  n""  367,  et  dont  l'application  se  présen- 
tera dans  la  théorie  des  équations  : 
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Si  un  binôme  du  premier  degré ,  de  la  forme  «or+a',  divise 
un  produit  AB  ck  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  par 
rapport  à  x,  il  devra  diviser  l'un  de  ces  polynômes. 

Divisons  A  et  B  par  9.x  +  a',  et  supposons  que  les  divisions  ne  se 
fassent  pas  exactement ,  on  est  sûr  au  moins  d'arriver  à  des  restes 
qui  ne  contiendront  plus  x.  Soient  Q,  Q',  les  deux  quotients ,  et 
R,  R',  les  deux  restes  :  on  aura 

et  par  suite 

AB=QQ'(«x+a')'+Q'R(«^+«')+QR'(a^+«0+ï^R'. 

De  là  on  tire,  en  divisant  par  dx+a'^ 

AR  RR' 

-^  :=QQ'(«x+«')+Q'R+QR'+  ■^^. 


Par  hypothèse  AB  est  divisible  par  ax+a',  il  faut  donc  que  le  se- 
cond membre  se  réduise  à  un  polynôme  entier  relativement  à  a:: 
or,  pour  cela ,  il  faudrait  que  RR'  fût  divisible  par  aj:+</,  ce  qui 
est  impossible,  puisque  R  et  R'  sont  indépendants  de  x.  Donc  la 
division  de  A  ou  de  B  par  aa:+a'  doit  se  faire  exactement. 
.  Corollaire.  Soit  un  produit  ABCD  de  plusieurs  polynômes  en- 
tiers par  rapport  à  x.  S'il  est  divisible  par  ccc+a',  il  y  aura  au 
moins  un  des  facteurs  qui  devra  l'être.  En  effet ,  on  peut  consi- 
dérer ABCD  comme  un  produit  de  deux  facteurs  ABCxD^  donc 
si  le  binôme  ax+a'  ne  divise  pas  D,  il  doit  diviser  ABC.  Sembla- 
blement,  on  conclut  que  s'il  ne  divise  point  C  il  doit  diviser  AB, 
et  que  s'il  ne  divise  point  B  il  doit  diviser  A.  On  continuerait  de 
la  même  manière,  s'il  y  avait  plus  de  facteurs. 

376.  Supposons  que  le  polynôme  Ax"*-i-  etc.  soit  formé  par  la 
multiplication  de  m  facteurs  du  premier  degré,  et  qu'on  ait 

Aa:'"+etc.-=(oa:+a')(l3a?+i3')(7X+7'),.  •  •  : 
on  pourra  écrire 

Aa:"'+etc.  =  apy. .  .X  (^+-)  (-2^+  j)  (•^+  ")•  •  •  •  î 

puis,  si  on  observe  que  A  doit  être  égal  au  produit  «Py...,  et  si  on 

a!        p'     ^  / 
pose  -  ^=ay-  =&,  -=c,...,  on  aura 

^  r  7 

Aj:'"-(-etc.=A(a:-|-a)(x-|-6)(x+c). . . . 
On  dit  alors  que  le  polynôme  Ax'^+elc.  est  décomposé  en  fac- 
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teurs  simples  oa  premiers;  et ,  sous  cette  dénomination ,  on  en- 
tend ici  les  binômes  x+a,  d?4-é,a:+c>...  abstraction  faite  de  A. 

On  peut  appliquer  à  cette  décomposition  un  théorème  tout  à  fait 
analogue  à  celui  du  n*»  568,  c'est-à-dîre  qu'un  polynôme  X  de  la 
forme  Ax"'+Bj:""*'+Ca:'*'"^'+etc.,  ne  peut  se  décomposer  que 
d!une  seule  manière  en  fadeurs  simples. 

En  effet ,  admettons  qu'on  ait  à  la  fois 

X=A(ar+a)(i:+i)(x+c)(a:+d) 

X=k{X'\'a'){x+t/){x+c^){x+d!), .... 

Le  binôme  .r+a' doit  diviser  le  produit  A(j:+a)(ar+i)  {x+c),...  \ 
donc  il  divise  Tun  des  facteurs,  et  pour  cela  il  faut  évidemment 
qu'il  soit  égal  à  l'un  d'eux.  Supposons-le  égal  à  x+a^  et  divisons 
les  deux  produits  par  x+a,  il  vient  A(a:+A)(xf  r)(Jt+rf)....= 
A{x+V)  {x+&)(X'\^â)...,  On  prouvera  de  la  mâme  numîèrô 
que  X'{'U  doit  être  égal  à  Ton  des  facteurs  du  premier  membre; 
Soit  x-^b  ce  facteun  en  divisant  encore  par  x-^-b,  on  aura 
à(aî+c)(j?+d)....=rÀ(x+c?'j(x4-(f)...  ;  et  en  poursuivant  le  rai- 
sonnement on  conclura  que  les  m  facteurs  simples  du  second  pro^ 
éatt  sont  les  mêmes  que  ceux  du  premier. 

377.  Dans  là  théorie  des  équations ,  quand  il  s^agira  du  plu$ 
grand  diviseur  commun  à  plusieurs  polynômes ,  entiers  relative- 
metit  à  X,  il  faudra  toujours  entendi^e  que  les  facteurs  simples  de 
la  forme  x+a,  x  fô^.. .  qui  sont  communs  à  ces  polynômes ,  ont 
été  multipliés  entre  eux  pour  C3mpôser  I0  plus  grand  commun 
diviseur^  lequel  pourra  contenir  en  outre  un  multiplicateur  quel* 
conque  indépendant  de  x.  La  présence  de  ce  multiplicateur  est 
d'ailleurs  tout  à  fait  indifférente  :  car  ordinairement  on  ne  consi- 
dère ce  commun  diviseur  que  pour  en  déduire  les  valeurs  de  x  qui 
le  rendent  égal  à  zéro,  et  un  multiplicateur  indépendant  de  x  ne 
peut  en  aucune  façon  changer  ces  valeurs  (69). 

La  détermination  de  ce  commun  diviseur  pourrait  être  tout  à 
fait  assimilée  à  celle  du  plus  grand  coriimun  diviseur  des  nombres. 
Il  sera  inutile  de  tenir  compte  des  facteurs  communs  indépendants 
de  Xy  et  on  admettra,  si  on  veut,  des  CoélHclents  fractionnaires 
dans  le  calcul  *,  cependant  il  sera  en  général^  plus  simple  d'éviter 
les  fractions.  A  la  vérité ,  les  résultats  qu'on  obtient  par  ces  di- 
verses manières  de  procéder  diffôrerorit  entre  eux  par  des  raulti- 
I>lièateurs  ou  des  diviseurs  indépendants  de  x-^  mais  on  vi^iit  de 
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dire  que  cette  eirconstance  ne  doit  être  ici  d'auctine  oonsidé* 
ration. 

CHAPITRE  XV. 

COMPOSITION    d'une   ÉQUATION   ALGEBRIQUE  QUELCONQUE 

A  UNE   SEULE   INCONNUE. 


Théorème  fondameiiUl  dont  l'objet  est  d'établir  que  toute  équation  algébriime 

a  une  raetne. 

S78.  Les  équations  algébriques  à  une  seule  inconnue  sont  celles 
qu*on  peut  réduire  à  la  forme 

Àa:»»+Ba:'"-*+C:r'"-*...+Gx+H=:0, 

X  étant  l'inconnue ,  mun  nombre  entier  positif,  et  A,  B,  C,..-  des 
quantités  connues  quelconques.  L'exposant  m  est  le  degré  deFéqua- 
tlon.  Pour  la  simplifier  encore  davantage,  on  la  divise  parle  ptemier 
coefficient ,  et  on  récrit  ainsi  : 

P,  Q,.;.  T,  tl,  étant  encore  des  quantités  connues ,  réelles  ou  îma* 
ginairesdela  forme  a+6v^ï.  Je  rappelle  ici  que  la  dénomination 
de  quantité  ima^naire  ne  s'appliquera  plUs  qu'aux  seules  ex- 
pressions de  cette  forme. 

Il  n'est  pas  évident  d  priori  qu'il  existe  toujours  une  quantité 
réelle  ou  imaginaire,  qui,  mise  dans  cette  équation  à  là  place 
de\r,  rende  le  premier  membre  identiquement  nul: ainsi,  tme 
démonstration  est  nécessaire  pour  établir  que  cette  équation  à 
toujours  une  racine.  Celte  proposition  fondamentale  est  restée 
longtemps  sans  démonstration  ;  mais  aujourd'hui  Ton  en  possède 
plusieurs.  M.  Mourey,  en  1828,  dënS  l'ouvrage  déjà  cité,  p;  216, 
en  a  donné  une  que  M.  LioùvilLe  a  développée  avec  soin  dans 
son  Journal  de  Mathématiques,  tome  IV,  p.  60l ,  et  tome  V, 
p.  3t.  Celle  que  M.  Cauchy  a  publiée  dans  ses  Exercices  de 
Mathématiques,  a  l'avantage  de  ne  rien  emprunter  à  la  géomé- 
IHe,  et  C'est  elle  que  je  vais  e±poser.  Cependant,  comme  elle  ne 
Ulsàe  IMS  que  d'être  étôsêjz  épineuse ,  si  l'on  |ugeciit  &  propos  dé  la 
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supprimer,  et  d'admettre  le  théorème  comme  évident ,  il  faudrait 
passer  immédiatement  à  la  composition  des  équations,  p.  323. 

379.  Dans  la  démonstration  de  M.  Cauch y,  j'aurai  besoin  des 
deux  propositions  établies  sur  les  modules  (261  et  262} ,  et ,  pour 
cette  raison ,  je  vais  les  rappeler  ici  sous  forme  de  Lemmes.  A  la 
suite ,  j'en  placerai  deux  autres  qui  me  seront  également  néces- 
saires. 

Lemme  I.  La  somme  ou  la  différence  de  deux  quantités 
quelconques  a  un  module  compris  entre  la  somme  et  la  diffé- 
rence des  modules  de  ces  deux  quantités. 

Lemme  II.  Le  produit  de  deux  quantités  a  pour  module  le 
produit  des  modules  de  ces  quantités. 

Corollaire.  Donc  le  produit  dun  nombre  quelconque  de 
facteurs  doit  avoir  pour  module  le  fH-oduit  des  modules  de  tous 
les  facteurs.  Donc  aussi  lan''^  puissance  dune  quantité  a  pour 
modèle  la  n^"'  puissance  du  module  de  cette  quantité. 

380.  LKMii^E  m .  Pour  qu'une  quantité  de  la  forme  a + b  \/  IIT 
soit  nulle,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  son  module  soit  nul. 

En  effet,  a  et  6  étant  des  quantités  réelles ,  soit 

a+by^^=0. 

Comme  la  partie  réelle  a  ne  peut  pas  détruire  la  pai*tie  imaginaire 
b^ — 1,  il  faut  qu'on  iHt  séparément  a  —  0  et  6=0  ^  donc 
V/ a' +6^=0,  cVst-à-dire  que  le  module  de  la  quantité  a+bi/^—i 
doit  être  zéro.  Cette  condition  suffit  évidemment;  car  âr  et  6  étant 
des  quantités  réelles ,  leurs  carrés  sont  des  quantités  positives  et 
la  somme  a*\-b*  ne  peut  pas  être  zéro,  à  moins  qu'on  n'ait  a^=0 
et  6=0. 

Corollaire.  Il  est  manifeste  qu'un  produit  de  quantités  réelles 
n'est  pas  nul  si  aucune  des  quantités  n'est  égale  à  zéro.  Mais , 
quand  il  y  a  des  facteurs  imaginaires ,  il  n'est  pas  évident  qu'après 
la  multiplication  les  termes  du  produit  ne  puissent  pas  s'entre- 
détruire  sans  que  cela  arrive  dans  l'un  des  facteurs.  Or,  on  va  dé« 
montrer  que ,  dans  ce  cas  encore ,  il  faut  qu'un  facteur  soit  zéro. 

Pour  que  le  produit  soit  nul ,  il  faut  que  son  module  le  soit.  Or, 
ce  module  est  le  produit  des  modules  des  facteurs  (370)  ;  et  comme 
ces  modules  sont  des  quantités  réelles ,  leur  produit  ne  peut  pas  de- 
venir zéro  ,.à  moins  qu'un  d'eux  ne  le  soit.  Mais  alors  le  facteur 
auquel  correspond  ce  module  doit  luinnéme  être  nul  \  donc  en 
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général  le  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  peut  pas  devenir  nul  y  à 
moins  qu'un  des  facteurs  ne  soit  nul. 
381 .  Lemme  IV.  Soit  un  polynôme  X  de  la  forme 

dans  lequel  tous  les  termes  qui  viennent  après  le  premier  ont 
des  coefficients  essentiellement  réels  et  négatifs.  Si  on  fait 
croître  x positivement  àpartir  d'une  certaine  limite,  les  valeurs 
du  polynôme  X  seront  continuellement  positives  et  croissantes, 
et  pourront  même  devenir  aussi  grandes  qu'on  voudra. 
On  peut  écrire  X  comme  il  suit  : 


Alors ,  si  on  fait  croître  x  positivement ,  les  termes  négatifs  com- 
pris dans  les  parenthèses  iront  en  décroissant ,  et  on  peut  rendre 
leur  somme  aussi  petite  qu'on  veut.  Une  fois  que  x  aura  atteint 
une  valeur  >  qui  rendra  cette  somme  moindre  que  1 ,  il  est  clair  que 
la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  sera  positive  et  crois- 
sante. Elle  ne  peut  point  surpasser  l'unité ,  mais  elle  en  peut  dif- 
férer aussi  peu  qu'on  veut.  D'un  autre  côté ,  le  facteur  x^  va  aussi 
en  augmentant,  et  peut  surpasser  toute  limite-,  donc,  à  partir  de 
x=> ,  on  est  sûr  que  X  doit  croître  positivement  jusqu'à  l'inGni. 

Remarque.  Le  nombre  des  termes  négatifs  de  la  parenthèse  est 
eo  général  égal  à  m;  mais  il  peut  être  moindre  parce  que  quelques- 
uns  d'entre  eux  peuvent  être  nuls.  Soit  n  le  nombre  des  termes 
restants ,  et  posons  les  égalités 

P  _  1      Q^_  \  U  _  1 

X      n     X*      n  x*^      n 

m 

on  en  tirera  les  valeurs  x=:nP,ar=v/ nQ,...  j:=\/nU;  et  il  est 
clair  qu'en  faisant  x  égal  à  la  plus  grande ,  le  polynôme  X  sera 
positif.  Ainsi ,  on  pourra  prendre  X  égal  à  cette  valeur. 

382.  Procédons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème 
fondamental  que  nous  avons  en  vue. 

Théorème.  Une  équation  de  degré  quelconque ,  d  cœfpr- 
cients  réels"  ou  imaginaires^  a  toujours  au  moins  une  racine. 

Première  partie.  La  démonstration  générale  exige  que  l'on 
considère  d'abord  le  cas  particulier  de  l'équation  binôme.  Suppo- 
sons cette  équation  ramenée  à  la  forme 
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OÙ  a  et  p  désignent  des  quantités  réelles  qui  peuvent  être  nuUes , 
ensemble  ou  séparément.  Il  s'agit  de  prouver  qu'il  existe  une  valeur 
de  Xy  de  la  forme  a+b[/ — 1 ,  propre  à  la  vérifier. 

Lorsque  le  degré  m  est  égal  à  une  puissance  de  2 ,  la  détermi- 
nation de  X  revient  à  extraire  de  a+pi/— 1  pliteieurs  racines 
carrées  successives.  Or ,  on  a  vu  (2S9)  qu'on  parvient  toujours  à 
exprimer  ces  racines  sous  la  forme  a+bs/^—i. 

Lorsque  m  est  un  produit  de  facteurs  égaux  à  2  par  un  nombre 
impair  quelconque  ,  la  détermination  de  x  revient  à  extraire  de 
a-f-p  )/  — 1  plusieurs  racines  carrées  successives ,  puis  à  la  fin  une 
racine  de  degré  impair.  Les  racines  carrées  pouvant  toutes  s'expri- 
mer sous  la  form^  a+b  \/ — 1 ,  il  faut  donc  démontrer  que,  m  étant 
impair,  il  existe  encore  une  valeur  de  x,  de  cette  forme ,  propre  k 
vérifier  l'équation  x'^=ol+^\/ — l. 

La  vérité  de  la  proposition  se  reconnaît  facilement  quand  Tune 
des  quantités  a  et  p  est  zéro.  D'abord ,  si  p=0  l'équation  binôme  se 
réduit  à 


m 


et,  quel  que  soit  le  signe  de  a,  le  radical  d'ordre  impair  a:=^/« 
doit  avoir  une  valeur  réelle ,  laquelle  est  racine  de  l'équation. 
Si  a=:0,  l'équation  binôme  se  réduit  à 

Alors ,  en  posant  x^x!  v/^^,  on  aura  x^=^±a/'^  V^^  (on  Ô6k 
prendre  +  ou  —  suivant  que  m  est  un  multiple  de  &  augmenté 
de  1  ou  de  3).  Par  suite ,  l'équation  devient  x^d:p.  Or,  celle-oi 
a  une  racine  réelle  ;  donc  l'équation  x"*=?\/ — l  en  aura  une  de  la 

forme  x=b  V  --^• 

Considérons  le  cas  où  ni  o;  ni  p  n'est  égal  à  zéro.  En  mettait  tous 
les  termes;  dans  le  premier  membre ,  l'équation  sera 

Pour  abréger,  je  représenterai  le  \^  membre  par  X,  de  sorte  qu'on 
aura 

SI  on  remplace  x  par  l'expression 

X  se  transformera  en  une  compression  sembli^ble 

X=A+BV/=T, 
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A  et  B  étant  dea  pcilynomes  entiers  en  a  et  bp  (î«ps  l^iiquel?  v^^ 
n'entre  point.  Or,  je  vais  prouver  qy'H  existe  (Jes  valeurs  de  a  et  ^, 
réelles  et  non  infinies,  qui  font  évanouir  le  module  v^A*+B*  de  X. 
Représentons  par  p,  (^,  V,  les  modules  des  quantités 


«-f.|3|/~l,      a+AtZ-rrl       A-IrBt/^I, 

de  telle  sorte  qu'on  ait 

>=:V/a'+P%    i^=VaF+F,    V=v/A»+B». 

Si  on  prend  6=?0  et  a"*^« ,  il  est  évident  que  ^"^  $e  rédqit  à  a" 
ou  a  •,  donc  alors 

done  V*=P'  5  done  V»<a»+p»  ou  V</>.  Puisqu'op  trouve  aiaaî 
une  valeur  de  V<p ,  on  peut  déjà  conclure  avec  certitude  qu'en 
faisant  varier  a^i^  de  toutes  les  manière?  possibles,  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  prendre  V  sera<p.  Ce  qu'il  fautdémqptrei*,  c'est 
que  cette  plus  petite  valeur  de  V  n'est  autre  que  zéro. 

Quelle  que  soit  cette  valeur  minimum,  elle  ne  doit  pas  corres- 
pondre à  la  valeur  de  x^O-^  car  alors  on  aurait  a=:0,  b=Oj 
\=:\/'âF+^=p.  Elle  ne  doit  pas  non  plus  correspondre  à  une  va- 
leur de  X  dans  laquelle  a  ou  £  serait  infini ,  car  alors  on  aurait 
if=cc ,  par  suite  (570)  le  module  {^  de  x^  serait  infini,  et  par  suite 
aussi  celui  de  X ,  lequel  est  eompris  entre  i^+p  et  ç^ — p  (379). 

Soit  x^c  une  valeur  différente  de  zéro ,  réelle  ou  imaginaire , 
et  dans  laquelle  ni  a  ni  A  n'est  infini.  Nommons  C  la  valeur  corre^ 
pondante  de  X ,  V  le  module  de  C  ;  et  supposons  que  V'  ne  soit 
pas  zéro ,  ce  qui  exige  que  la  valeur  C  elle<*méine  ne  te  soit  pas. 
Si  on  pose 

et  si  on  fait  attention  que  0=^" — % — p  v^  — i ,  le  polynôme  X  de- 
viendra 

X=(c+J8)'"— «^PV/^ 

=C+mc"»-»z+  ^î^^=lW»z* +2«. 

Dans  ce  développement,  la  sonuae  des  deux  piremiers  termes 
s'évanouit  en  prenant 


ZWC*""*' 
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Désignons  par  <  une  quantité  réelle  positive ,  qu'on  pourra  choisir 
aussi  petite  qu^on  voudra ,  et  faisons 

— C 
me""*" 
les  deux  premiers  termes  du  développement  deviendront  C(l  — 0; 
et ,  en  mettant  C  en  facteur  commun ,  on  pourra  écrire 

X=C(l— .+/i»+A'+elc.), 

fy  /',...  étant  des  quantités  de  la  forme  a+6l/ — i. 

Si  on  appelle  «fr.le  module  de  la  quantité  qui  multiplie  C ,  on  aura 
pour  celui  de  X ,  en  vertu  du  lemme  II , 

D'un  autre  côté ,  puisque  e  est  une  quantité  réelle,  si  on  nomme 
fj  y',...  les  modules  de/*, /^,...  on  aura  1— e,  ye%  /«',...  pour  ceux 
des  quantités  l— e,  /«%  /^t^...-,  et,  en  vertu  dulemmel*',le  module* 
ne  devra  point  surpasser 

1 — e  +  ?e'+?'e^+etC. 

En  mettant  cette  quantité  sous  la  forme 

1~£(1— ys-^yV— etc.), 
on  voit  que,  pour  de  très-petites  valeurs  de  e ,  la  quantité  entre  pa- 
renthèses est  <1.  Par  suite,  la  quantité  ci-dessus,  tout  entière,  est 
elle-même  <l  ^  donc  alors  on  aurait  *<1  et  V<V'. 

Ainsi ,  quand  V  n'est  point  zéro ,  on  peut  choisir  x  de  manière 
que  le  module  V  de  X  soit  <\'.  Donc  la  valeur  minimum  de  ce 
module  ne  saurait  différer  de  zéro.  Or ,  la  valeur  de  jc  qui  donne 
V=0  est  racine  de  l'équation  X~ 0  ^  donc  enfin  l'équation  binôme 
admet  toujours  une  racine  de  la  forme  a+b  V  — 1. 

Seconde  partie.  Actuellement,  soit  l'équation  générale 

[A]  Jt:'"+Pa:'"-^+Q"'""'+Rx'^'-'Hetc.— 0 , 

dans  laquelle  P,Q,  R,  etc. ,  sont  des  quantités  quelconques ,  réelles 
ou  imaginaires,  de  la  forme  a+ôy/  ^ . 
Faisons  encore ,  pour  l'abréger , 

X~  jtr"'+Pj;'"-'+Q:t'"-'  •+etc.; 
puis  remplaçons  x  par  la  valeur 

x=a+b^^^. 

Il  viendra  un  résultat  de  la  forme 

X=A+Bï/^ 


1 
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A  et  B étanl  des  polynômes  en  cz  et  6  où  1/  ~ï  n'entre  points  et 
pour  que  l'équation  [A]  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que  le  module 
V/A*+B*  de  X  soit  zéro  (380).  Or ,  l'objet  des  explications  sui- 
vantes est  de  prouver  qu'il  existe  «n  efifet  des  valeurs  réelles  de  a 
et  b  qui  doivent  anéantir  ce  module. 

Représentons  par  p ,  p\  />",...  les  modules  des  coefficients  P,  Q, 
R,  etc.,  par  ç  le  module  de  l'expression  x=a+bi^^^y  et  par  V 
celui  de  X.  En  vertu  du  lemme  II ,  quand  on  substitue  a+by  ^ 
à  la  place  de  x,  les  puissances  x*",  x"*""»,  x™— »,....  ont  pour  mo- 
dules ç'",  ^"^j  ç'™^*,....;  et  les  différents  termes 

x^,    Px'"'^',    Qx"—*,    Rx*"""^,    etc., 

qui  composent  X,  auront  pour  modules 

çm^         ^^m-i^         pV*""^*,         />V'"~^         etc. 

Donc ,  par  le  lemme  I^%  on  est  sûr  que  le  module  du  polynôme 

Px'"-~*+Qx'"-' +Rx"'-^+etc. 

ne  doit  pas  surpasser  la  somme  pç;"»^«+pV'*~*+f>V"''^+  etc.;  et 
que  par  suite  le  module  V  du  polynôme  ne  doit  point  être  infé- 
rieur à  la  différence 

[1]  ç^*"— pt;*"-'— pV"*"""— pV"""^— etc., 

laquelle  peut  être  regardée  comme  positive,  pourvu  qu'on  attribue 
à  ç  des  valeurs  suffisamment  grandes.  On  sait,  en  effet  (381), 
qu'en  donnant  kç  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  à  partir 
d'une  certaine  limite,  l'expression  [1]  sera  constamment  positive. 
On  sait  même  qu'elle  doit  croître  jusqu'à  l'infini  ^  et  de  là  on  conf 
dut  que  le  module  V  peut  lui-même  acquérir  des  valeurs  plus 
grandes  que  toute  limite. 

Si  on  attribuait  une  valeur  infinie  à  a  ou  à  6^  le  module  çdex 
serait  infini.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  l'expression  [l]  le  fie- 
rait donc  aussi ,  et  par  suite  le  module  V.  Mais  tant  que  a  et  b 
n'auront  point  de  valeurs  infinies ,  il  est  évident ,  par  la  nature 
même  des  polynômes  A  et  B,  que  ce  module  ne  devra  pas  devenir 
infini.  De  là  il  suit  que,  s'il  ne  peut  devenir  zéro  par  aucune  valeur 
de  X  ^  on  est  au  moins  assuré  qu'il  en  existe  une,  formée  avec  des 
valeurs  finies  de  a  et  b,  qui  donne  pour  Y  une  quantité  au-dessous 
de  laquelle  il  ne  pourra  tomber  aucune  autre  valeur  de  ce  module. 
Toute  la  question  se  réduit  donc  encore  à  prouver  que  ce  mini- 
mum n'est  autre  que  zéro. 

SI 
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Soit  or^e  une  valeur  particulière  de  v,  laqueHe  peut  être  réelle 
ou  imaginaire;  «oit  G  la  valeur  correspondante  de  X,  laquelle  est 
supposée  diiflrérente  dé  zéro  ;  et  soit  V^  le  module  de  G.  Si  on  prend 
pofMr  jr  une  valeur  j^=rc^z,  différente  de  c^  il  en  résultera  pour  X 
un  développement  tel  que 

{4]  .    X=iC+ez+CV+etc. 

Adruettôns  (rab.ord  que  C'  ne  soit  pas  zéro ,  et  prenons 

f  étant  une  quantité  positive  qu'on  peu  choisir  aus^i  petite  qu'on 
veut.  L'expression  [2]  pourra  s'écrire  ainsi  : 

X=C(1— «+/è'+/''e5+etc.), 

'A  A- •••étant  encore  des  quantités  de  la  forme  a+b]/^^^,  Oa 
pourra  donc  reconnaître  ici,  comme  à  la  page  320,  que  des  valeurs 
très-petites  de  e  rendront  le  module  V<T'. 

Admettons  à  présent  que ,  daas  l'espression  [^] ,  C'  soit  téro,  ^ 
qu 'i  partir  de  ce  coefficient  le  premier  qui  diffère  de  zéro  soit  cdpi 
de  z".  En  le  désignant  par  Gz,  et  les  suivants  par  G»,  Gjy^te.*, 
l'expression  [2]  sera  simplemeiU 

Posons  l'équAtioa 

*  TT  • 

j6  second  membre  pourra  se  ramener  à  la  forme  a^^^V^-^*^^  ^t 
i'ûQ  aait>  par  ee  qui  a  é|é  dit  pour  te  «as  de  réqiiatioo  binôme,  qu'il 
existe  une  valeur  de  z  propre  à  vérifier  cette  équation.  Nammoqft 
-%'  cette  valeur  et  prenons  z=;2/»,  <  étant  encore  une  quantité  posi- 
tive aussi  petite  qu'on  veut.  En  remarquant  que  ;s'«=  -pr- ,  Tex- 
pression  [3^  se  cbaage  en  ceUe-ci  9 

dans  laqnelte  /, ,  j^a,.«*-  sont  toujours  des  coeflitAents  de  là  fbrmo 
a-\-  b  \/—i  ^  et  en  raisonnant  encore  comme  à  la  page  S2a,  on  verra 
que  les  petites  valeurs  de  e  rendront  le  module  de  l'expression  cî- 
dessus  moindre  que  celui  de  G ,  c^est-à-dîre  qu'on  aura  V<V^. 

Ainsi ,  lorsque  V  n'est  point  zéro ,  on  peut  toujours  çlioisir  x 
de  manière  que  le  module  V  du  polynôme  X  soit  <y'.  Donc  la 
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valeur  minimum  de  V  ne  diffère  pas  de  zéro;  et  par  eon^éqwiit  la 
valeur  de  a:  à  laquelle  correspond  ce  minimum  est  racine  de  l'équa- 
tion [A},  Sans  assigner  la  valeur  de  celte  racine ,  et  sans  examiner 
s'il  existe  plusieurs  valeurs  de  x  qui  puissent  donner ¥==0,  on  n'en 
peut  pas  moins  conclure  avec  certitude  qu'z/zie  équation  de  degré 
qiielçonque ,  à  coeffmenês  réels  ou  imaginairêSs  a  toujours  au 
moins  une  racine  de  la  forme  a+bV  — t. 

Gompofilioii  des  équaUoQs» 

383.  Théorème.  Si  une  quantité  di  est  racine  d'une  équation, 
le  premier  membre  de  cette  équation  est  exactement  divisible 
par  le  binôme  x — a. 
f '  Dans  cet  énoncé ,  on  suppose  que  l'équation  est  de  la  forme 

[A]  ^r'^+Por^^'+Qx"— »....+Tx+U=^0. 

Pour  abréger,  je  désignerai  le  premier  membre  par  X  ^  de  sorte 
que  l'équation  elle-même  se  désignera  simplement  par  X=0. 

Divisons  X  par  j:— a  :  comme  le  diviseur  est  du  premier  degré , 
on  pourra  pousser  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  reste  qui 
ne  contienne  plus  x.  Nommons  Y  le  quotient  etZ  le  reste,  on  aura 

ar«+P:t:'«-"+Qx'"-*+etc.t=i(x— a)Y+Z. 

$i  on  fait  x==ai  Je  produit  (a:-*-û)y  sera  nul  :  car  x — a  devient 
zéro,  et  Y  ne  peut  pas  devenir  infini ,  attendu  que  x  n'y  entre  pas 
en  déoonanateur.  D'ailleurs  Z  ne  change  pas,  puisque  x  n'y  entjçe 
pas  -,  donc  l'égalité  précédente  se  réduit  à 

a'»+Pa'"-*+Qa'"-»+etc.=Z. 

De  là  on  tire  cette  conséquence  que ,  quel  que  soit  a,  le  reste  Z 
de  la  division  de  X  par  x — a  s'obtient  en  changeant  xe^a  dans  X. 
Donc ,  lorsque  a  est  racine  de  l'équation  X~0,  Z  sera  nul  j  donc 
alors  X  est  exactement  divisible  par  x — a. 

Autre  démonstration.  Quelle  que  soit  la  quantité  a,  le  poly- 
nôme X  peut  s'écrire  ainsi  ; 

j  -fa'"+Pa"'-^+Qa'"-\.-+Ta+U. 

La  y*' UgiM^  contient  le»  différences  ^r^—à"*^  «r»-"!.-^»-»,  etc.  5 
tesqueUea  sont  toutes  divisibles  par  x-^a^  donc  la  seconde  ligne 
est  le  f este  indépendant  de  x  qu'on  doit  obtenir  en  divisant  X 
par  ;tN>»a«  Of^  (^  reste  A'est  antre  que  X  ^  Tm  aurait  nia  a  au 
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lieu  de  a:;  donc,  lorsque  a  est  racine  de  Téquation  X=rO,  le  poly- 
nôme X  est  divisible  par  x-^a. 

Remarque.  Par  cette  dernière  démonstration ,  on  voit  aussi 
que  pour  avoir  le  quotient  de  X  par  x—a  il  n'y  a  qu'à  diviser 
x'^—ary  x"»-"'^— a"»-',  etc.,  par  x—a,  et  à  ajouter  entre  eux  tous 
les  quotients,  après  avoir  multiplié  le  2«  par  P  ;  le  3'  par  Q  ;  etc. 
Ces  divers  quotients  sont  faciles  à  former,  et  il  vient 

X 


X — a  ^ 

+P 


+P« 

+Q 


....-fPa'"'"* 


+T. 

Au  reste,  tout  ce  qu'on  vient  de  démontrer  dans  ce  numéro  était 
déjà  connu  (53). 

384.  Théorème.  Un  polynôme  quelconque  X,  de  la  forme 
x"*+Px'"~""+etc.  est  toujours  le  produit  de  m  facteurs  simples 
tels  que  x— a,  x — b,  etc.  Par  suite  V équation  X^=^0  peut  avoir  m 
racines,  et  jamais  davantage. 

Ici  on  suppose  admis  que  toute  équation  algébrique  a  au  moins 
une  racine,  réelle  ou  imaginaire.  Soit  donc  a  une  racine  de  l'équa- 
tion X=0  -,  le  polynôme  X  doit  être  divisible  par  x—a  (583) ,  le 
premier  terme  du  quotient  sera  évidemment  a:'"**',  et  en  désignant 
ce  quotient,  d'une  manière  abrégée ,  par  a:"*"**-f-etc. ,  on  aura 

X-=(x—a)  (j:^"~^+etc.). 

Puisque  toute  équation  a  une  racine ,  il  existe  une  valeur  b  qui , 
mise  à  la  place  de  x,  anéantit  a:'"~'4-elc.  -,  donc  ce  facteur  est  divi- 
sible par  x—b^  donc,  si  on  désigne  le  quotient  par  x'^-^+etc. , 
on  aura  a:"*'''+etc.=(:t:— 6)(x'""»+etc.),  et  par  suite 

X={x—a){x—b)ix'^'-*+etc.y 

En  répétant  le  même  raisonnement,  on  décompose  le  polynôme 
j:'"""'+ctc.  comme  on  a  décomposé  le  précédent  ^"•*"*+etc.  ;  et 
en  continuant  ainsi,  chaque  opération  mettra  en  évidence  un 
nouveau  facteur  du  l""'  degré  en  même  temps  qu'elle  diminuera 
d'une  UTÛté  le  degré  du  dernier  quotient.  On  arrivera  donc  enfin 
à  un  quotient  qui  lui-même  sera  du  t"  degré,  et  dont  le  premier 
terme  sera  x.  Par  conséquent ,  si  on  désigne  ce  quotient  par  x—l. 
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le  polynôme  X  sera  décomposé  en  m  facteurs  comme  il  suit  : 

X— (^ — a)  [x — b)  (x—c) ....  (.r — Z). 

A  quoi  il  faut  ajouter  que  les  binômes  x — a,  x — b,  etc. ,  étant 
des  facteurs  premiers ,  dans  le  sens  expliqué  n®  376,  il  n'y  a  aucun 
autre  système  de  facteurs  premiers  qui  puisse  reproduire  X.  Ainsi, 
on  est  sûr  qu'aucun  binôme  nouveau  x—a  ne  peut  être  un  divi- 
seur de  X. 

Corollaire.  La  possibilité  de  la  décomposition  précédente  étant 
établie,  on  reconnaît  sur-le-champ  que  l'équation  X=:0  doit  avoirm 
racines;  car  son  premier  membre  devient  nul  par  chacune  des 
valeurs  x=a,  x=b,  x=Cy,,.  x=l.  De  plus,  elle  ne  peut  pas  avoir 
d'autres  racines  ;  car  s'il  en  existait  une  nouvelle,  «_,  le  binôme  x — « 
serait  un  nouveau  diviseur  de  X,  ce  qui  est  impossible  (*). 

Refnarque.SA  quelques-unes  des  quantités  a,  b,  c,...  sont  égales 
entre  elles ,  il  n'y  a  plus  m  valeurs  différentes  de  x  qui  vérifient 
l'équation.  Cependant  on  considère  toujours  le  degré  de  l'équa- 
tion comme  indiquant  le  nombre  des  racines  ;  mais  alors  on  sous- 
entend  que  plusieurs  de  ces  racines  peuvent  être  égales.  Ainsi , 
en  supposant  qu'il  y  ait  dans  l'équation  a  facteurs  égaux  à  x — a, 
on  dira  que  parmi  les  racines  il  y  en  a  a  qui  sont  égales  à  a. 

385.  Théorème,  Dans  toute  équation  ramenée  à  la  forme 
ordinaire  y  les  coefficients  sont  composés  avec  les  racines 
a,  b,  c,....  ainsi  qu'il  suit  :  Le  coefficient  du  2*  terme ^  pris 
t^ecun  signe  contraire,  est  la  somme  des  racines.  Le  coeffl-- 
cient  du  3«  terme  est  la  somme  des  produits  des  racines  mul^ 
tipliées  deux  à  deux.  Le  coefficient  du  4«  terme,  pris  avec  un 

(*)  On  pcnt  éviter  la  considération  des  facteurs  premiers  en  observant  que  si  on 
remplace  x  par  une  quantité  a  différente  de  a,  de  h,»,,  de  l,  il  n*est  pas  possible 
que  x  devienne  zéro,  puisqu*aucun  de  ses  facteurs  ne  s'anéantit;  donc  Téqua- 
lion  X=0  n'a  point  d'autres  racines  que  a,  b,..,  l. 

Donc  aussi,  X  ne  saurait  être  divisible  par  un  binôme  x-^a. ,  différent  de  x—a, 
de  x^h,  etc.  Car  si  cela  était ,  X  deviendrait  zéro  en  faisant  ir=« ,  et  par  consé- 
quent (X  serait  une  nouvelle  racine  de  Téquation  X=0. 

Ce  raisonnement  est  fondé  sur  ce  qu'un  produit  ne  peut  pas  être  nul  si  aucun 
des  facteurs  ne  l'est.  Cette  assertion ,  ainsi  qu'on  Ta  déjà  remarqué  (cor,  n*»  380), 
est  évidente  d'elle-même  quand  les  facteurs  sont  réels.  Mais  ici  x,  a,  h,  c,... 
peuvent  représenter  des  quantités  imaginaires,  et  il  n'est  plus  évident  que  les 
termes  du  produit  ne  puissent  point  se  détruire  entre  eux  sans  que  cela  arrive 
dans  Tun  des  facteurs.  Par  cette  raison ,  la  démonstration  du  texte  doit  être  pré- 
férée ,  &  moins  qu'on  ne  a'appuie  sur  le  corollaire  qu'on  vient  de  rappeler. 
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signe,  ûofuraùre,  est  la  somme  desproduiis  des  racines  mulii^ 

pliées  trois  à  trois n  Ainsi  de  suite ,  en  ayant  soin  de  changer 
les  signes  des  coefficients  des  termes  de  rang  pair.  Enfin,  le 
dernier  terme,  pris  a\^ec  son  signe  ou  avec  un  signe  contraire, 
suivant  que  le  degré  de  V équation  est  pair  ou  impair,  est  le 
produit  de  toutes  les  racines. 

On  sait  (212)  que  dans  le  produit  de  plusieurs  binômes  tels  que 
ço+a,  (v+b,  x+c,,. .  le  coefficient  du  2«  terme  est  égal  à  la  somine 
4es  seconds  termes  des  binômes ,  que  le  coefficient  du  3'  terme 
est  égal  à  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  etc.  Or, 
^n  a  vu  tout  à  Tbeure  que,  dans  une  équation  de  ]a  forme 
^'"H-Pj:'"""*4-etc.=0,  le  premier  membre  est  composé  de  m  fac- 
teurs simples  x^^a,  x— *&,  x-^c,  etc.,  et  que  les  quand'^é^ 
a,  b,  c,  etc. ,  sont  les  racines  de  cette  équation.  On  pourra  donc 
appliquer  ici  les  règles  qu'on  vient  de  rappeler,  pourvu  qu'on  ait 
soin  d'y  remplacer  a^b,c,...  par— -a,— 6,--Cj..,  c'est-à-dire  pat 
les  racines  elles-mêmes ,  prises  avec  des  signes  contraires.  De  là 
résulte  le  théorème  énoncé. 

386«  Remarque,  II  semble  ^  au  premier  ooup  d'œil ,  que  ces 
relations  feront  connaître  les  racines.  En  effet,  elles  donnent  sur* 
le-charop  des  équations  dans  lesquelles  entrent  oe$  racines ,  et  qui 
sont  en  nombre  égal  aux  coefficients  de  l'équation  (abstraction 
faite  du  premier  terme  dont  le  coefficient  est  Tunité).  Qr,  le  nom- 
bre de  *ces  coefficients  est  égal  au  degré  de  l'équation  s  ainsi  on 
aura  autant  d'équations  que  de  racines  inconnues*  Malheureuse- 
ment ,  quand  on  cherche  a  les  résoudre ,  on  est  ramené  à  Féqua*- 
tion  proposée  elle-même ,  de  sorte  que  la  question  ne  fait  aucun 
progrès. 

Pour  plus  de  simplicité ,  je  prendrai  Téquation  du  3«  degré 

-En  désignant  les  trois  racines  par  a,  b,  c>  on  aurait  »  peur  déte^* 
miner  ces  racines ,  les  trois  relations 

P  =— a — 6— c^ 
i)=ab-^ac'{'bCf 

PQur  en  déduire  une  équation  qui  ne  contienne  plus  que  la  sw)e 
inconnue  a,  le  procédé  le  plus  simple  eonsiste  à  tmiltiplier  la  1** 


par  a%  la  2*  par  a,  et  à  les  ajouter  ensuite  avec  la  3%  membre  à 
membre.  î!  vient  d'abord 

■••■':  i^abô; 

ptiW,  en  effectuant  les  réductions  et  tl*ânsposânt  je  terme— rt*, 

0HPa»+Qa+R=o. 

Les  inconnues  &  et  c  sont  ainsi  éliminées,  mais  on  aurive  à  une 
équatiop  tout  à  fait  semblable  à  la  proposée-^  et  dont  la  résolution 
doit  par  conséquent  offrir  les  mêmes  diiGcultès, 

Il  en  serait  encore  de  môme  de  réquatiçn  qui  ne  renferme  que 
b  ou  c.  En  effet,  si  au  lieu  de  multiplier  les  deux  premières  équa* 
tions  par  a*  et  a,  on  les  multipliait  respectivement  par  fe*  et  par  b, 
ou  bien  par  c  et  par  c,  et  si  ensuite  on  les  ajoutait  avec  la  3»,  oh 
obtiendrait  ces  équatiods ,  ' 

et  Ton  voit  que  Ton  est  toujours  ramené  à  des  équations  entière- 
ment semblables  à  la  proposée. 

On  pourrait  croire  qu'en  cherchant  quelque  autre  procédé  <ï*éli- 
inination ,  il  serait  possible  de  parvenir  à  une  équation  d'une  ré- 
solution plue  facile.  Mais  voici  un  raisonnement  qui  doit  convaincre 
du  contraire.  Les  trois  inconnues  a,  b,  Cy  entrent  de  l'a  hiême  ma- 
nière dans  les  trois  équations  ^  de  telle  sorte  que  ces  équations  né 
changent  point  quand  on  fait  entre  a,  b,  c,  telle  permutation 
qù'OTi  voudra.  Dé  là  il  stiit  que  les  rriémes  calculs  qui  conduisent 
à  l'équation  finale  en  a  doivent  se  répéter  pour  avoir  l'équation 
finale  en  b  ou  en  c,  avec  cett^  seule  différence  qu'oti  remplacera 
partout  a  par  b  ou  par  c.  Chadurie  de  Ces  trois  équations  finales 
doit  donc  à  elle  seule  déterminer  îes  valeurs  des  trois  racines  de 
réquation  proposée  [1],  et  par  conséquent  aucune  d'elles  ne  sau- 
rait être  différente  de  cette  équatk>n  elle-même. 

On  arrive  encore  plus  rapidement  à  cette  conclusion  en  obser- 
vant que  chacune  des  lettres  a,  b,  c,  reiM-ésente  indifféremment 
telle  racine  qu'on  voudra.  Donc,  lorsqu'on  aura  trouvé  par  un 
moyen  quelconque  une  équation  qui  ne  renfermera  plus  que  a^ 
ou  h  y  ou  c,  elle  devra  déterminer  pouv  valeurs  de  cette  inconnu^ 
les  lacines  mêmes  de  Téquation  proposée^  et  par  conséquent  être 
toute  semWable  à  cette  équation.  » 


3S8  LBÇ01I8  D'ÀLGàBRB. 

Observations  auxquelles  donnent  lien  les  racines  imaginaires. 

387.  On  suppose  ordinairement  que  les  coefficients  des  équa- 
tions algébriques  sont  réels  5  mais  on  atteindra  une  plus  grande 
généralité  en  les  considérant  comme  représentant  des  expressions 
de  la  forme  a+b\/—i,  a  et  6  élant  des  quantités  réelles  :  car 
cette  hypothèse  comprend  la  première  en  faisant  b=0.  Dans  le 
n-  582 ,  c'est  en  donnant  aux  coefficients  ce  degré  d'étendue , 
qu'il  a  été  reconnu  qu'une  équation  algébrique  a  toujours  au  moins 
une  racine  de  la  forme  a+b\/^l,  réelle  ou  imaginaire;  et  main- 
tenant je  veux  faire  remarquer  qu'en  admettant  cette  proposition 
comme  démorttrée,  les  m  racines  de  Téquatîon  X=0  ou 

[A]  x^'+Par^^-'+Qar^-^+etc.  =0, 

doivent  toutes  avoir  la  même  forme  a-\-b\/—r. 

En  effet ,  soit  x=a+b  \/  —T  la  racine  dont  l'existence  est  dé- 
montrée. On  sait  que  le  polynôme  x'^+  etc.  est  divisible  par 
x—{a+bV^—\),  Or,  quand  on  effectue  cette  division,  les  quan- 
tités a+by/  — l,P,  Q,  etc.  ne  peuvent  se  combiner  que  par  addi- 
tion, par  soustraction  et  par  multiplication  5  donc  les  coefficients 
du  quotient  x'"''*-f-  etc.  seront  encore  de  la  forme  a+b\/~i. 
Par  suite,  l'équation  a;"*-*+etc.=0  aura  aussi  au  moins  une 
racine  a'+6V— l  de  cette  forme,  et  en  divisant  jr'^-'+etc.  par 
x^{a^+V\/'^)^  les  coefficients  du  quotient  ar"*""»-f-etc.  seront 
encore  de  la  même  forme.  En  continuant  de  raisonner  ainsi,  il  est 
clair  que  le  polynôme  primitif  X  se  trouvera  décomposé  en  m  fac- 
teurs tels  que  a: — {a^b\/ — 1),  et  que  par  conséquent  les  racines 
de  l'équation  seront  toutes  de  la  forme  a+bx/"^. 

388.  Si  on  considère  deux  équations  conjuguées, 

[1]        T+Zv/^=o,  [2]       Y— Zv/^=0, 

qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  Z  \/^y  et  dans  lesquelles  Y  et  Z 
sont  des  polynômes  en  x  dont  tous  les  coefficients  sont  des  nom- 
bres réels ,  les  racines  de  l'une  seront  les  quantités  conjuguées  des 
racines  de  l'autre.  En  effet,  soit  x~a+b\/—î  une  racine  de 
réquation  [1],  et  soitT+ZV^  le  quotient  de  son  1*'  membre 
par  a:— a— &l/^  ;  on  aura  identiquement 

[%-]        (Y'+Z'  v/^)  {x^a—b  V  ^)- Y+Z»/-=T. 
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En  effectuant  la  multiplication  indiquée  dans  le  V  membre ,  oi) 

trouve  le  produit  (ar—«)Y'+&Z'+[(^—a)Z'—6Y']v/^.  Or,  en 
changeant  dans  les  deux  facteurs  Z'  en — Z'  et  b  en  ^b,  on  voit 
que,  dans  le  produit,  la  partie  qui  ne  contient  pasv" — ^  reste  la 
même ,  et  que  celle  qui  contient  {/  — 1  change  seulement  de  signe  ; 
donc,  par  cela  seul  qu'on  a  Tégalité identique  [3],  on  doit  aussi 
avoir 

[4]        (Y'— Z'v/^)  {x—a+b{/'^)^Y—Z[/  =J . 

De  là  on  conclut  que  x^a — b[/^^  est  racine  de  l'équation  [2]  : 
c'est-à-dire  qu'on  obtient  toutes  les  racines  de  cette  équation  en 
changeant  dans  celles  de  l'équation  [1]  le  signe  de  y  — l.  Si  on  ne 
fait  attention  qu'aux  racines  réelles,  cette  conclusion  montre 
qu'elles  sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations. 

389.  Une  particularité  remarquable  se  présente  lorsque  les  co- 
efficients P^  Q,  R,...  sont  réels  ;  c'est  qu'alors  l'équation  ne  peut 
pas  avoir  une  racine  imaginaire  a+b  v/ — 1  sans  en  avoir  une  se- 
conde égale  à  a— 6 V/^.  En  effet,  supposons  qu'après  avoir  di- 
visé X  par  or— a— 6  y'  '^  on  réunisse  tous  les  termes  du  quotient 
qui  contiennent  t^^^,  et  que  ce  quotient  soit  représenté  par 
Y+Z|/ — 1 ,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

[5]  X=(Y+ZV/=T)  (x— rt-i/=l). 

En  effectuant  la  multiplication ,  le  produit  pourra  s'écrire  ainsi  : 

[6]  X=(a>-a)Y-(-6Z+[(x— a)Z— 6Y]v/— 1. 

Mais  puisque  X  est  un  polynôme  qui  ne  contient  pas  x/"^  la 
partie  qui,  dans  ce  produit,  multiplie  [/^j  doit  s'anéantir  d'elle- 
même  ;  donc  on  doit  avoir  simplement 

X=(X'-a)Y+bZ,  * 

Maintenant,  dans  les  deux  facteurs  de  l'expression  [5]  chan- 
geons Z  en  — Z  et  J  en  —  A.  Pour  avoir  le  nouveau  produit ,  il  suf- 
fira de  faire  les  mômes  changements  dans  l'expression  [6],  et  par 
là  elle  ne  subit  pas  d'autre  altération  que  celle  du  signe  de  la  partie 
affectée  de  \/ — 1.  Or,  on  vient  de  voir  que  cette  partie  est  nulle 
d'elle-même;  donc,  on  retrouve  encore  pour  produit  le  poly- 
nôme X,  Ainsi  l'on  doit  avoir 

X^(Y—Z{/^)(x—a+b\/^)', 
donc  la  valeur  a:=^a~Av/~l  est  racine  de  l'équation  X==;0, 


Il  suit  de  là  qu6  les  racines  imaginaires  de  <^U«  équation  sont 
en  nombre  pair  et  peuvent  se  grouper  par  couples  de  Ja  ferme 
s^a^by'—i.  En  multipliant  entre  eux  les  deux  facteurs  du 
!•'  degré ,  qui  correspondent  à  un  tel  couple ,  il  vient 

Ce  produit  est  un  trinorne  réel  du  2«  degré ,  c'est-à-dire  que  ses 
coefficients  sont  réels. 

On  peut  donc  regarder  comme  démontrée  cette  belle  proposi* 
tion  :  Qu'une  équation  algébrique  à  coeffîcienif  réels  est  tou- 
jours composée  dC autant  de  facteurs  réels  du  l^^  degré  qu'elle 
a  de  racines  réelles ,  et  d'autant  de  facteurs  réels  du  2%  qu'elle 
a  de  couples  de  racines  imaginaires. 


k^M  «/«/^««/«^^««r^  V%^  m/«/«^A«% 


CHAPITRE  XVI. 

TRANSFORMATION    DES    ÉQttATIONS.  —  RECHERCHÉ  feES  DiVl' 
SEURS.  —  THÉORIE  UeS  RACINES  ÉtiÀlE^. 


Transformation  dei  éqaaUons. 

390.  Considérée  d'une  manière  générale ,  la  transformation  des 
équations  a  pour  objet  de  déduire  d'une  équation  donnée  une 
nouvelle  équation  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  première 
une  relation  connue.  Les  questions  suivantes ,  quoique  fort  eiq^r 
pies ,  suffiront  pour  comprendre  le  but  de  cette  théorie  et  les  pro- 
cédés qu'elle  emploie. 

Question  I.  Une  équation  étant  donnée,  changer  les  signes 
de  ses  racines. 

Par  là  on  veut  dire  qu'il  faut  trouver  une  équation  dont  les  ra- 
cines soient  celles  qu'on  obtiendrait  en  changeant  les  signes  des 
racines  de  Téquation  donnée^  donc ,  si  on  appelle  cr  l'inconnue  de 
l'équation  donnée ,  et  y  celle  de  Téqualion  transformée ,  on  devra 
avoir  x=-^.  Ainsi  il  faut  remplacer  x  par  — y  dans  l'équation 
donnée.  Il  est  clair,  en  effet,  que  si  une  quantité  a  est  racine  de 
l'une  des  deux  équations ,  la  quantité  *^^  sera  racine  de  1  «iilt^e. 
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Soit  l'équation  donnée 

[A]  :r"+Px«""+Qa;'«~»+etc.=iO. 

Après  la  substitution,  les  coeflîcients  seront  évidemment  les  mêmes, 
avec  cette  seule  différence  que  ceux  des  puissances  impaires  dé 
l'inconnue  auront  des  signes  contraires.  Si  m  est  pair,  le  premier 
terme  de  la  nouvelle  équation  sera  donc  y",  et  si  m  est  impair,  il 
sera—/'".  Mais  comme  il  est  permis  de  changer  tous  les  signas  de 
l'équation ,  on  peut  dans  ce  dernier  cas  rendre  le  premier  terme 
égal  à  y"^,  et  alors  ce  seront  les  coefficients  des  puissances  paires 
qui  prendront  des  signes  contraires. 
Par  exemple ,  si  l'équation  est 

la  transformée  qui  aura  les  mêmes  racines ,  mais  de  signes  con* 
traires ,  sera 

591.  Question  II.  Former  V équation  dont  les  racines  soient 
réciproques  de  celles  d^une  équation  donnée 

[A]  a:"»+Pa?'"-'+Q;»"'~»....+T^+U=0. 

Deux  quantités  dont  le  produit  est  1  sont  réciproques Vune  de 

111 
l'autre.  Ainsi ,  la  transformée  aura  pour  racines  -,  r  *  -  ,..i.  si 

abc 

celles  de  la  proposée  [A]  sont  a,  b,  c,*-»\  par  conséquent  il  suffira 
de  changer  dans  [A]  x  en  -.  Par  là  il  vient 

1  P  O  T 

ou  bien,  en. multipliant  par  x'",  divisant  par  U,  et  renversant 
l'ordre  des  termes , 

502.  Question  III.  Multiplier  par  une  quantité  quelconque  k 
les  racines  d'une  équation  donnée 

[A]  a:'"+P^'"~'-i  Qa:"'~V*.+Ta:+U=:0, 

L'énoncé  exige  que  les  racines  de  la  transformée  soient  les  pro- 
duits  qu'on  obtiendrait  en  multipliant  par  k  toutes  les  racines  de 
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réquatioD  [A].  Ainsi,  y  étant  la  nouvelle  inconnue,  on  aura 

y 
y^kx    ou    x=rzj'^ 

et  par  suite  Féqualion  [A]  se  change  en  celle-ci  : 

r:,^rz:.,9rr.  .  +  I>+u-o 

Il  est  bien  évident  que  la  substitution  de  ka,  au  lieu  de  7  dans 
cette  équation,  donne  le  même  résultat  que  la  substitution  de  a  au 
lieu  de  x  dans  l'éq.  [A]  ;  de  sorte  que  a  ne  peut  pas  être  une  racine 
de  réq.  en  x  sans  que  ka  en  soit  une  de  Téq.  en  j^. 

On  multiplie  par  A"  tous  les  termes  de  cette  transformée  et  on 
récrit  ainsi  : 

Alors  on  voit  que  ses  coefficients  peuvent  se  déduire  de  ceux  de  la 
proposée  [A] ,  en  multipliant  ces  derniers  respectivement  par  ft®, 
A',  A%...  A*",  de  telle  sorte  que  dans  chaque  terme  de  la  nouvelle 
équation  la  somme  des  exposants  de  k  et^  soit  égale  à  m. 

La  transformation  précédente  comprend  celle  qui  se  proposerai.t 
de  diviser  les  racines  par  un  nombre  k  :  car  celle-ci  revient  à  mul- 
tiplier les  racines  par  - ,  et  par  conséquent  à  diviser  les  coefficients 

deTéquation  donnée  par  ***,  *%  *•,... 

393.  Question  IV.  Transformer  une  équation,  qui  a  des 
coefficients  fractionnaires,  en  une  autre  qui  n'ait  plus  de  dé- 
nominateurs, et  dont  le  premier  terme  ait  toujours  Vunitépour 
coefficient. 

Laissant  la  quantité  k  tout  à  fait  indéterminée ,  faisons  kx^y , 
et  effectuons  la  transformation  du  numéro  précédent.  Les  coeffi- 
cients P,  Q ,  etc.,  étant  fractionnaires/ formons  un  nombre  N  qui 
soit  divisible  par  chaque  dénominateur ,  et  prenons  A:=N.  Il  est 
clair  que  dans  l'éq.  [B]  les  coefficients  Vk,  Qft%,..  deviendront 
entiers.  Ainsi,  on  résout  la  question  en  multipliant  les  racines  de 
V  équation  donnée  [A]  par  un  nombre  N ,  qui  soit  divisible  par 
chacun  des  dénominateurs. 

Quelquefois  on  peut  prendre  pour  multiplicateur  un  nombre 
moindre.  Par  exemple ,  soit  l'équation 
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En  multipliant  ses  racines  par  k,  la  transformée  sera 

2 
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y'-  -^  +. 


A  9         ' 


et  les  dénominateurs  disparaîtront  si  on  prend  A:~_4x9^  mais  il 
suffira  de  prendre  4=2x3.  En  effets  il  vient 

394.  Question  V.  Augmenter  ou  diminuer  d'une  quantitéV. 
les  racines  d'une  équation  donnée 

Posons  x=y+ky  on  aura  yrro:— *  ,•  par  conséquent  ^  en  sub- 
stituant j^^  A  au  lieu  de  j?  dans  [A],  on  aura  une  transformée, 
dont  les  racines  seront  celles  de  cette  équation  diminuées  de  k. 
Pour  qu'elles  fussent  augmentées  de  k  il  faudrait  changer  partout 
k  en — A. 

En  opérant  la  substitution  dey+A:>  on  a  d'abord 

(r+Arr+P(y+Ar-'+Q(y+Ar-»...+T(y+A)+U=0. 
Puis ,  en  développant  les  puissances , 


[C]    y"»+mÂ: 
+P 


.  m{m — 1). 
+  {m'-\)Vk 

+  Q 


^m— 1 


+  *'" 

+QA«— l      ^ 


+TA 

+U 

Si  on  voulait  présenter  cette  équation  dans  un  ordre  inverse , 
c'est-à-dire  de  manière  que  les  exposants  de  y  fussent  croissants , 
on  substituerait,  dans  [A],  A-f-y  au  lieu  de  y+*.  Alors,  pour 
abréger,  je  ferai 

K  =rA'"+PA'"-'-f-QA"'-'...+TA:+U, 

K' =imA'"-'+(m-l)PA"'-'-j-(/w-2)QA'"-^ . . -^T, 

K"  ==/w(m-l  )A'"--*-f-(/w-l  )  (m-2)PA"»--3+(7WH2)  (/w-3)QA«--4-j. . . .  ^ 

K'^=r/w(m-l  )  (m-2)A"-:^+(/w-l  )  (m-2)  (/w-3)PA'"--*+ . . . , 
etc. 

et  réquation  transformée  est 
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Remarques.  Les  quantités  K,  K',  K",  eto,,  sont  liées  avec 
réquation  proposée  [A]  suivant  une  loi  très-simple  sur  laquelle  i 
importe  de  fixer  raltenlion. 

La  première  K  se  forme  en  écrivant  k  au  lieu  de  x  dans  le  pre- 
mier membre  X. 

K^  se  déduit  de  K  en  multipliant  chaque  terme  de  K  par  Texpo- 
sant  qui  affecte  k  dans  ce  terme,  et  en  diminuant  ensuite  cet  ex- 
posant d*une  unité.  Comme  le  terme  U  équivaut  à  U^ ,  il  doit 
s'anéantir  dans  cette  opération ,  puisqu'il  est  multiplié  par  zéro. 

K''  se  déduit  semblablement  de  K^^  K""  de  K'  -,  et  ainsi  de  suite. 

Le^  quantités  K.\  K%  K.*",. ..  portent  le  nom  ù» polynômes  déri- 
v^.  K'  efit  le  palynome  dérivé  de  K,  K''  est  le  polynôme  dérivé  de 
K\  etc.  On  dit  eneore  que  K.'  est  le  premier  polynôme  dérifëiiejK, 
qu0  K"  est  le  second ,  et  ainsi  des  autrea- 

Les  lois  précédentes  donnent  le  moyen  d'effectuer  aveefaclltlé 
la  substitution  do  A  fy  à  la  place  de  j;  dans  une  équatton  queleon- 
que.  Par  exemple ,  soit  celle-ci 

on  aura  K=A:3— SA»— 4A+5 ,  K'=r3*>— 4*— 4 ,  K"=6A:— 4, 
YJ!'=^^\  et  par  suite,  en  ayant  soin  de  diviser  K"  par  2 ,  et  K*' 
par  2.3 ,  la  transformée  sera 

(*»— 2*'*-4A+5)+(3A:"-^A— 4)y-|K3*— 2)y«4.73=o. 

395,  Question  VL  Transformer  une  équation  en  une  autre  • 
qui  manque  d!un  certain  terme. 
Soit  toujours  l'équation 

faisons  a;=y+&jr  V  étant  une  nouvelle  inconnue,  et  k  une  indé- 
terminée dont  on  peut  disposer  à  volonté.  Par  cette  substilutiQQ  y 
on  obtient  l'équation  désignée  plus  haut  par  [C]. 

Si  on  veut  que  le  second  terme  disparaisse ,  il  faut  déterminer  k 
par  réquation 

P 
m*+P=o,    d'où    k^^-\ 

m 

p 

et  alors  la  valeur  a:=y+A  devient  x^y .  Donc  on  fait  ém- 

m  I 

nx)uir  le  second  terme  d'une  équation  en  suhstHnanJt,  à  Vin" 
connue  de  cette  équùation^  nm  nowtUe  tneonnue,  à  laquelle 
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on  ctfoiuè  lecoefficUnt  du  second  terme  de  V^éqmaùm^  pris  avte 

un  signe  contraire  et  divisé  par  le  degré  de  V équation. 
Le  tro^ième  terme  disparaît  en  posant 

|w(m— l)A;»+(m— 1)PA:+Q— 0. 

De  là  on  tire  en  généra  deux  valeurs  pQur  £  ;  par  couséqqent  U 
existe  deux  substilutions  différentes  pour  transformer  une  équa- 
tion en  une  autre  qui  n'ait  plus  de  troisième  terme. 

L'évanouissement  du  quatrième  terme  dépend  d\!ne  équation 
du  3"  degré;  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier ,  qui  ne  disparaft 
qu'en  déterminant  k  par  une  équation  toute  semblable  à  la  pro- 
posée, savoir  : 

*  La  raison  de  cette  ressemblance  est  facile  à  trouver.  Égaler  ft 
zéro  le  dernier  terme  de  Téquation  en  y,  c'est  supposer  qu'une  des 
valeurs  de  y  est  nulle  :  car,  lorsque  cette  équation  n'a  plus  de  dei*^ 
nier  terme,  elle  se  vérifie  évidemment  en' faisant 7=0.  Par  suite 
la  relation  x—y-^k  devient  a:—*,-  donc  on  doit  prendre  pour  k 
une  quelconque  des  valeurs  de  x^  donc  k  doit  être  déterminé  par 
la  même  équation  que  x, 

396,  Remarqués.  horBqàe  Vea  fait  évanouir  un  lemit  ^  il  se 
peut  qu'un  ou  plusieurs  autres  di^araisseol  en  ipéMc  ierni»;  mais 
il  faut  pour  cela  qu'il  y  «ut  Bfitre  lea  coefficients  de  l'équation 
donnée  quelques  relatlox^  particulières.  Supposons ,  par  e^^emple, 
qu'on  demande  eellp  qui  doit,  exister  pour  que  le  second  terme  et 
le  troisième  disparaissent  wi^emtile.  U  fmdr^  qu'oQ  ait  à  la  fois 

mk+?=^0,    ^mimr^l)h+(m—l)Pk'\^Q=iO. 

p 

Or,  la  première  équation  doime  A:=-^— ,  il  faut  donc  que  cette 

valeur  satisfasse  à  la  seconde,  ce  qui  donne 

m(m-.l)P'      (m-t)?- 

2«»  m      ^^      ' 


ou ,  rédactions  faites , 


^  2m 


telle  serait  la  concKtioQ  cherchée.  Si  de  là  on  tire  la  valeur  de  Q 
pour  la  porter  dans  l'équation  [A],  on  aura  la  imneféiiénii  des 
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équations  dont  le  second  et  le  troisième  terme  doivent  disparaître 
en  même  temps. 

397.  Il  ne  faut  pas  croire  qu'on  puisse,  par  des  transforma- 
tions successives,  faire  évanouir  d'abord  un  terme,  puis  un  se- 
cond ,  puis  un  troisième ,  etc.  :  car  chaque  opération  ferait  repa- 
raître le  terme  anéanti  par  la  précédente.  Soit  en  effet  une  équation 

x'^+Qx"'"*  +  etc. = 0 , 

qui  manque  déjà  de  second  terme.  La  substitution  dQy+k  au  liea 
de  X  donne 

(y+kT+Q(y+kr'''+  etc. =0  : 

ou,  en  développant, 

y'"4-wA;y'"-*-f-[im(m— l)*»+Q]7îP-*+etc.=o. 

On  voit  que  la  valeur  de  k  qui  anéantirait  le  terme  en  y"*"'  se- 
rait différente  de  zéro ,  et  que  par  conséquent  le  terme  en  y"»-» 
reparaîtrait. 

398.  Souvent  la  composition  des  équations  met  en  évidence  le 
succès  des  transformations.  Supposons  que  l'équation  [A]  décom- 
posée en  facteurs  soit 

[  1  ]  {x—a)  {x—b)  (x— c). . . = 0. 

Si  on  remplace  x  par  *— or^  et  si  ensuite  on  change  les  signes  de 
tous  les  facteurs,  ce  qui  est  permis,  il  vient 

(x+a)  (x-f-fr)  {x+c). . .  =3  0  ; 

et  il  est  évident ,  à  la  seule  inspection  de  cette  équation ,  que  ses 
racines  sont  égales  à  celles  de  la  proposée ,  mais  de  signes  con- 
traires :  c'est  la  transformation  du  n*»  590. 

1 
Le  changement  de  a:  en  -  dans  Téquation  [1]  donne 

On  peut  multiplier  les  facteurs  respectivement  par  ^,  t»  -  v  ^t 
changer  le  signe  de  chacun.  De  celte  manière  il  vient 

111 

équation  qui  a  évidemment  pour  racines-,  t,  -,...  ainsi  que 
rexige  la  question  II. 
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Faisons  a:  =  7- ,  et  multiplions  chaque  facteur  par  A,  ce  qui  re- 

k 

vient  à  multiplier  toute  l'équation  par  A"*  \  on  trouve 

{y—ka)  iy—kb)  (y— A:c)...=0, 

équation  dont  les  racines  sont  ka,  kb,  kc,.,..  Cette  transformation 
est  celle  du  n«  392. 
Faisons  comme  au  n*  394?,  x=^+k  :  l'équation  [1]  devient 

(y+k—a)  (y+k—b)  (j+A~c)...=05 

et  celle-ci  a  évidemment  pour  racines  a—k,  b — k,  c-^k,...  c'est- 
à-dire  les  racines  de  la  proposée,  chacune  diminuée  de  A:. 

Lorsque ,  pour  faire  évanouir  le  deuxième  terme  de  l'éq.  [A] , 

p 
on  fait  x=y .les  racines  de  la  transformée  sont 

donc  (385),  puisque  a+b  +  c  ..= — P,  leur  somme  sera 

a+*+c...+^^=— P+P=0: 

c'est-à-dire  que  l'équation  en  y  n'aura  point  de  second  terme ,  ce 
qui  est  en  effet  le  but  de  la  transformation. 

399.  Dans  les  questions  que  nous  avons  traitées,  il  y  avait  entre 
l'inconnue  primitive  x  et  la  nouvelle  inconnue  y  une  relation  fort 
simple  :  mais  quelle  que  soit  cette  relation,  la  marche  à  suivre  sera 
toujours  la  même.  Ainsi ,  on  exprimera  d'abord  cette  relation  par 
une  équation ,  puis  on  en  tirera  la  valeur  de  x  en  y,  puis  enfin  on 
substituera  cette  valeur  dans  l'équation  proposée. 

Il  pourrait  se  faire  que  l'équation  de  relation  entre  xety  fût 
trop  compliquée  pour  être  résolue  par  rapport  à  x.  Alors  il  faudra 
éliminer  x  entre  cette  équation  et  la  proposée ,  par  les  méthodes 
qui  seront  exposées  plus  tard. 

Recherches  des  diviseurs  des  éc|tiations. 

400*  Ltf  résolution  des  équations  serait  complète  si  l'on  pouvait 
toujours ,  lorsqu'une  équation  est  donnée,  déterminer  un  diviseur 
de  cette  équation  :  car  alors  on  descendrait  par  des  réductions  suc^ 
cessives  jusqu'à  des  équations  du  l*"'  degré.  En  effet,  soit 

X=o 

22 


équation  se  changera  en 

TZ=0. 

Or ,  pour  satisfaire  à  ee))e-eî,  il  finit  et  i!  sufRt  qtie  l'un  de  ses  fac- 
towrt  MiaÉfO;  aioftioo  âitniit  à  lânMlra  «éfMréismt  ImêMX 

équations 

qui  sont  de  dejtfé  momêmqa^  X.  ScmbbbleiMitt  diacune  d'elles 
^  défomposet^aîle»  dw8i  ^^lai^t  ?^  <m^  d«  wil»>  4»  aottoqMli 
résolution  ^  l^éw^lîm  :^^^  ^jsmik  fmc  «'aiM«Mr  j^ ém  é«MP« 
ti|QQ#  4m  l*"'  4fiS(4»  ^I«ddiiew6w w««l«  Q«  venpt  tout  i  FbmMVi^n 
général  la  rechercbe  des  diviseurs  est  un  problème  au  moins,  ajussi 
difficile  que  ta  résolutron  deréquatfon  proposer  elle-même. 

Quand  on  parle  des  ^viseurs  dTuoe  équation  X  =  0 ,  il  faut  tou- 
jours ,  pour  donner  ptm  de  prâfftsion  au  langage ,  entendre  que 
cette  équ^tip]XQi$iti:w/^^^  1^  form^  oi^^iiinaMrQi 

[à]  a:'"+Px"'-*+Qap.'"~'+  etc.=0, 

et  que  les  diviseurs  sont  aussi  d€» polynômes  en  x,  ayant  tous, 
gaiwgy^Xi,  Xwità  9^^  c^lS^ml  du^ ]>"  teWMw  41m»k  Imt  imh 
seur  d'un  degré  supériew'  9M  i€»mi»t  m»  fomt^  êtVA  qift'iii^  pio^ 
daij;4fi^qji4'ei<Vies<^  w«.4i^ta^  d^k'éiijaatMnc  Mtreim&t, 

il ^au^^it  yluâi^^ui^s.  wmkv^s^  ^ I» àémmj^a^  eoi  tocéMMH p«r< 
ipjÂCS,,  06.  qui  ert»  i«3()assibte^ 

p^là  iJi  SiUJA  W^  li'4%tatim  49îà  %ym  mUmtt  de  éinâwiM»»  étt 
%"  d^é>  <to  3\ehBr^q<afo»!  jmt  fei«ft|'di»pw^diiiÉs  emiMriiiiMiMÉ 

2  à  2 , 3  à  3 ,  etc.  mkmfmlm«i^mKi99*^  Aimm^ài^. 

Ite  nombre  dtes  dIVisenrs  dti  2^  dSegré  =  - — ^ — , 

te  nomftre  des  diviseurs  d^  3*»  degré  =■. — - — ^ — r 

etc. 

401 .  ExpliquonirflWiii»tea<ifïUMi«it^ti  rtipiftdide  à  la  recherche 
de  ces  diviseurs.  Supposons  qu'on  demande  ceux  du  2«  degré* 

il&dqiwnlkHnitediBiIsihrme  Jii^j^ 
efayémyettl  ébm  (slSi  qiK'€Mi  p&imc^  dm&Bip  Maetemeti<r  X  par* 
:vH«^jKn49^  Kn<oosàq|iBB«av  ^^  efFje^tmra  ee^^'dWisfftt'n  jusque 
ce  qu'on. aiÉfcuatiitsiB^de.digi>é  moilldTO•qll«ee^dil^iBeBl',.c'l^l«^^ 
du  1'''  degré  ^  et  alors  on  reroaiquâna  que  si  jd  et  9  avaient  des  va- 


Idtff 8  MBY^rmbMs  ^  )•»  Icrme»  en  à  éftm  m  re^le  ctorïMent  ute  âé^ 
trmre  etftpef  eos  et  tes  l«lrme«  san»  ^  se  âétrftiPd  fk\mk  entre  e»iif 
Or  fë  re»IÀ  sertf  de  hi  fof h)#  Aâ?+B  ^  A  ei  B  étonl  de»  qmnMé!9 
â«i#  kMK{ifeUee  estpet^t  le»  ineel^Mee^  ei  f  eomUiBéee  àTèe  M» 
coefficients  de  réqMèîeit  préposée  :  îl  foodra  dene  pëdèp 

é<  W  féSôffftfcm  de  6(îS  éqi/âtîtftfS ,  Si  elle  Mi  pôêMë ,  fmît  dto- 

Tous  les  procédés  imaginée  ^lurdp^fer  une  telle  résolution  ra- 
mènent toujours  à  résoudre  une  équation  unique  qui  ne  contient 
plus  qu^ineSeùte  inéonnue,  e^  qu'on  nonime  équation  finale.  Ces 
méthodes  d'élimination  seront  expliquées  pftiâ  loin  \  niais  oit  peu{ 
reconnaître  dès  à  préseM  ér  ^Ireft  d^giré  défît  s'éfehref  Péquation  finale 
de  laquelle  dépend  séparémeiH:  p  ou  q,  Eft  effet  ^  H  doit  y  avoir 
autant  de  valeurs  pour/)  bu  q  que  TéquaCion  a  de  diviseurs  du 
2<'  degré,  et  par  conséquent  chacune  de  ces  quantités,  considérée 
séparément,  doit  être  déterminée  par  «ne  équaùen  du  degré 
\m{m — 1). 

Si  rnsB^  ^  ee4egFé  r=3  -,  mais  si  m  surpasse  3 ,  il  est  >m.  Aiiiei  ,- 
au-  delà  à^^^  degré ,  peur  connaître  pouq^  on  est  conduit  à  une 
équatioa  de  degré  plus  élevé  que  la  proposée  f  et  par  eonséquent 
plus  difficile  à  résoudre ,  sauf  les  cas  particuliers. 

En  général,  si  o^  chércfc^uri  dîviflteùi'  dû  degré  n,  l'équation 
finale,  de  laquelle  dépend  un  coefficient  quelconque  de  ce  diviseur, 
doit  s'élever  au  rfegr^ 

Quand  on  suppose  n^l  e^  hsfm^lt  /  cette  fermiite'  dgfyigliffb 
éfjÀt  à  j^  Mwsf  Ofr  f aM  sueeemiréiiièM  /»9=^f  3^  4.*.  .vy  eHe'deflbe 
éf^  nombres  eMse^ls^tmt*  qu'on  li;i<j&»^/2'^'l,*oil^é^(p^  eèftlv 
métm^  oheB9,  n<^¥^è^)i 

fasse  eeUe  ImiMes  elle  demèrif  de»  hernAves  débrbissaWfee  qiai 
sarôffi;  denwQÂordre  rnyersef  lee  inéme^  qoelee  ppéèédenfe^.  Aiwfy 
9tt  généf  «t  y  h  détopnflftfietkm  d'ub  diviseur  de  degrés  sapériétir  à*  î/ 
elT'  iatér'mrp  à  rrt^t ,  dè^esfd'  d^ime  c^ation'  pkid  éieréë  que  M 

,Ma>  M  MOherette  dée  divieeurs'  &éÉë  éqnarffo»  peM  eBQbw  se 
faire  par  un  procédé  qui  en  général  eM  jAmrcfmiàÊOit >  e»qe»grt|g 
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siste  à  introduire  dans  le  calcul,  comme  autant  d'inconnues  dis- 
tinctes, les  coefficients  du  quotient  aussi  bien  que  ceux  du  diviseur. 
Tous  ces  coefficients  sont  en  nombre  tti  ^  et  on  les  déterminera 
d'après  la  condition  que  la  mutiplication  du  diviseur  par  le  quotient 
reproduise  l'équation  proposée  terme  pour  terme. 

403.  Pour  première  application ,  je  chercherai  les  diviseurs  du 
2«  degré  de  l'équation  du  3"  -,  et  comme  on  peut  toujours  faire  dispa- 
raître le  second  terme  de  cette  équation ,  je  supposerai  qu'elle  soit 

a:^+Qa:+R=0. 

Conformément  à  la  première  méthode  (401),  je  diviserai 
x^+Qx+R  par  ar*+/>j:+g. 

x'+Qor+R 
— 3(?—px^ — qx 

— />x»+tQ— ç)x4-R 
'\-px^'\'p'X'^pq 

Parvenu  au  reste  du  l**^  degré ,  je  dois  égaler  à  zéro  le  multipli- 
cateur de  X  dans  ce  reste ,  ainsi  que  la  partie  indépendante  de  x  : 
Ton  a  ainsi  tes  deux  équations 

p»— g+Q^O,    pq+'R=^0. 

De  la  2*  on  tire  q^ ,  et  par  suite  la  !'•  devient 

P. 

/i*+Qjo+R=0. 

C'est  de  celle-ci  qu'il  faudrait  tirer  les  valeurs  de/>;  et  ensuite  on 
calculerait  les  valeurs  correspondantes  de  q. 

Il  est  remarquable  que  cette  équation  soit  toute  pareille  à  la  pro- 
posée ,  et  c'est  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir.  En  effet ,  chaque  di- 
viseur du  2«  degré  devant  être  le  produit  de  deux  diviseurs  du  l*"', 
le  coefficient  du  2«  terme  de  ce  diviseur  est  la  somme  de  deux  ra- 
cines de  l'équation  proposée,  chacune  prise  avec  un  signe  contraire. 
Or,  cette  équation  manquant  de  deuxième  terme ,  la  somme  de  ses 
trois  racines  est  zéro ,  donc  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre 
elles,  prises  avec  des  signes  contraires,  est  égale  à  la  troisième; 
donc  les  valeurs  du  coefficient  p  ne  sont  autres  que  les  racines 
mêmes  de  l'équation  proposée. 
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404.  Pour  seconde  application ,  cherchons  encore  les  diviseurs 
du  2*  degré  de  Téquation  du  4*, 

En  suivant  le  procédé  du  n*'  402 ,  on  posera 

et ,  après  avoir  effectué  la  multiplication ,  on  égalera  entre  eux  les 
multiplicateurs  des  puissances  semblables  de  x.  On  a  ainsi ,  pour 
déterminer  les  inconnues  Pyq^p y  q',  ces  quatre  équations 

p+p'=.0,    q+q'+PP^^^Qy    P^q+P^=T^^,qçf=S. 

Les  trois  premières  donnent 

p — Py  q—      ^      ,  (I—       ^p     ^ 

et  par  suite  la  quatrième  équation  devient 

(/>^+QiP-R)(/>^+Q/>+R)  ^s 
4/>>  ' 

ou  bien ,  toutes  réductions  faites  ; 

/>«+^Q/^+(Q*— ^S)/)»— R»=0. 

Cette  équation  est  du  6*  degré  \  mais  comme  elle  ne  contient  que 
des  puissances  paires  de/?,  on  peut  prendre />*  pour  inconnue ,  et 
elle  ne  sera  plus  que  du  3«.  Si  on  pouvait  en  tirer  les  trois  valeurs 
de  j!?%  elles  feraient  connaître  pour/)  six  valeurs,  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires  -,  et  ensuite  on  calculerait  facilement  les 
valeurs  correspondantes  de/)'^  q  et  q[. 

Il  suffit  de  connaître  une  seule  valeur  de />  pour  qu'on  puisse  ré- 
soudre réquation  du  4*  degré  :  car  alors  elle  se  décomposera  en 
deux  équations  du  2®  degré,  dont  les  racines  seront  celles  de  la 
proposée.  C'est  ainsi  que  Desgartes  a  ramène  le  4"  degré  au  3«^ 
mais  ce  procédé  reste  sans  succès  dans  les  degrés  supérieurs. 

La  seule  inspection  de  Téquation  en  />  a  suffi  pour  juger  qu'elle 
doit  s'abaisser  au  3«  degré ,  et  il  semble  que  ce  ne  soit  là  qu'un  ré* 
sullat  beureux  et  tout  à  fait  inattendu  du  calcul.  Cependant  rien 
n'était  plus  facile  à  prévoir.  En  effet ,  si  on  désigne  par  a,b,c, 
d,  les  quatre  racines  de  réquation  proposée ,  les  valeurs  de  p  de- 
vront être 

—a — b,    ' — a — c,    — a— d, 
7-6— c ,    -^b^^dy    — c— d. 
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Ofy  eette  équattan  n'ayant  plua  (la  ft^  laniip ,  on  a  éi4-&4r(9-^ii3£0^ 
donc  les  trois  dernières  valeurs  de  p  sent  éf^aiap  et  da  iigfiaa  oon» 
traires  aux  trois  précé(}aiitiji  \  d^p  l'^q»  en  j?  ne  doit  contenir  que 
des  puissances  paires  àj^fit 

405.  Je  pf.  qoitter^i  pçint  ce  sujiet  sans  donner  un  dernier 
exemple  dé  la  facilité  avec  laquelle  la  composition  des  équations 
feit  prévoir  oertainaa  partieuiavitéf  du  aaleut. 
'  Prenons  l'équation  aomplÀta  du  4a  d«gr4 , 

et  représentons  toujourap^r  a^^^^px-^^qnn  quelconque  4d  sas  divi- 
seurs du  2«  degré.  Ici  la  somme  des  r^inti  il4'64'^4^^F^«^f  at 
les  six  valeyr g  (J^  p  r^  seront  p)iis  éf^Iei  4^ux  à  deux  et  de  signes 
contraires  ^  ma|8  ce  qu'il  y  a  de  trè^-femarquaWe ,  c'est  que  si  on 
cherche  Téq,  en  p  et  si  qn  çn  fait  évanouir  le  ?*  terme  ^u  moyen 
de  la  règle  connue  (395) ,  les  autres  puissances  impaires  de  Tin- 
connue  devront  a^^i  disparaître. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  encore  qu'en  appelant  a,  h,  c,  d, 
les  quatre  racines  de  Téq.  en  x,  tes  sis:  miauPA  àùp  sont 

•«^èssrsC^       .--.^^^        -^-^rfj 

par  aonaéqujontt  pi  on  reprép^nta  Téq.  ^ap  p«r 

p«+P^/>*+eto.=o, 

le  coefficient  P'  sera  la  somme  de  ces  six  quantités  prises  avec  des 
signes  contraires ,  et  î*on  aura 

Fpur  im^  di^pi^rattre  te  second  terme  da  l'éq.  m  p»  U  imt  pra^dr^ 
w»  Wïvelle  ipcowii»/?'  et  poser  p^fZ-^^P'  :  w,  de  eette  relatiop 
on  lire 

dono  eq  r«mp}««tiQt .  d«Pfi  «^ta  ^xpr^ion  i  jp  pur  m»  hîx  Yfilears, 
^t  F  Pif  aw+ô'f  64«rf)  •  PP  iwra  }€#  sij^  YMte«r3  de/>'  ,• 

/=— 6— c+i(a+6+c+d)=|(— 6— c+«+rf), 


Alort  on  ToR  cltiirettient  que  les  Iroîs  dcfnières  sont  égales  et  de 
signes  contraires  aux  tfote  fyremièr^  ;  dont  Téq.  en  p^  ne  deVfâ 
renfermer  <}U^  tes  putissânces  flaires  de  j^ . 

Théorie  dM  raeiiies  égil«f  » 

406.  Quand  une  èqualîon  est  divisible  par  une  puissance  de 
X — a,  elle  a  autant  de  racines  égales  à  a  qu*îl  y  a  d^unilés  dans  l'ex- 
posant de  la  puissance,  et  alors  cette  racine  est  dite  double,  triple, 
quadruple,  etc.,  selon  qae  Texposânt  de  la  puissance  est  2 ,  3 , 
4 ,  etc.  La  recherche  des  racines  ^tles  revient  donc  à  celle  des 
diviseurs  tels  que  (a:-a)%  (j:— a)\  etc.,  et  soiis  ce  rappoiTt^  on 
pourrait  la  comprendra  danfi  celi#  des  diviseurs  en  général.  Mais 
comme  elle  constitue  à  elle  seule  un  point  essentiel  de  la  théorie 
des  équations ,  je  dois  ici  la  traiter  d'une  manière  spéciale. 

407.  Soit  l'équation  Xt^O  ou 

[A]  ar^+ P«*-»+Qa:«—.u  4-Tx+UssO. 

Quand  elle  a  des  racines  égalet  à  a  ^  il  est  elair  qu^aprèi  Tavôlr  di- 
visée par  a>wi ,  réqaatton  résultant*  doit  se  vérifier  eneore  en  y 
faisant  ars:a»  Or,  en  introduisant  oetta  hypothèse  d^tia  lé  qQH>tlent 
rapporté  n^  385 ,  il  devient 

;,i<2«-I4.(m--l)Pel*»-*+(m-2)Qo^'^^..+T, 
et  ce  résultat  est  le  même  qu'on  obtiendrait  en  subâlituaiit  d  au 
Ifeu  de  X  dans  le.  polynôme 

donc  ce  polynôme,  que  j'appellerai  X',  doit  s'évanouir  par  oatte 
substitution  \  donc  il  est  divisible  par  a?— a;  donc  a?-*a  est  facteur 
commun  à  X  et  à  X\ 

Réciproquement ,  si  x—a  est  facteur  commun  à  ces  deux  po^ 
lynomes  »  on  sera  sûr  que  l'éq.  X=^0  a  des  racines  égales  à  a  ;  car 
alors  il  est  évident  que  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x  fait  éva- 
nouir à  la  fois  et  X  et  le  quotient  de  X  par  x—a. 

On  remarquera  sans  doute  que  le  polynôme  X'  se  déduit  de  X 
d'après  une  loi  trèâhsimple ,  qni  a  déjà  été  remarquée  (394),  et  qui 
lui  a  fait  donner  le  nom  de  polynôme  dérivé. 

Ce  qui  précède  montre  bien  que  le  plus  grand  diviseur  commun 
de  X  avec  X'  ne  doit  contenir  que  les  facteurs  égaux  de  X  ,  mais 
on  ne  voit  point  à  quels  degrés  il^s'y  trouvent.  Quoiqu'il  soit 
facile  d'y  parvenir  par  le»  considérations  dont  )e  viens  de  faire 
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usage ,  je  préfère  reprendre  en  entier  la  théorie  des  racines  ^ales 
par  un  procédé  qui  me  paraît  plus  simple. 

408.  Considérons  d'une  manière  générale  les  polynômes  dérivés 
de  X ,  et  montrons  comment  ils  sont  composés  avec  les  facteurs 
de  X.  D'abord,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n«  594,  on  sait  qu'en 
changeant  x  en  a?+^  dans  le  polynôme  X,  et  en  nommant  X',  X", 
X"',...  les  polynômes  dérivés  successifs  de  X,le  résultat  de  la  sub- 
stituUon  sera  un  polynôme  Y  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

Maintenant  soit 

X=(a?— «)  (j?— A)  (a>--c). . . . 
En  changeant  x  en  a;+y  ou  en  j^+j:,  on  aura 

On  peut  donc  regarder  T  comme  un  produit  de  m  binômes,  qui 
ont  y  pour  premier  terme,  et  dont  les  seconds  termes  sont  x-^a, 
X — hy  X — c^  etc.  Par  suite,  le  règles  connues  (212)  détermineront 
la  composition  des  multiplicateurs  des  diverses  puissances  de  y. 
Ainsi ,  la  partie  indépendante  dey  sera  égale  au  produit  des  m  fac- 
teurs {x — à)  {x — h)  [x — c). ...  5  la  quantité  qui  multiplie  y  sera  égale 
àla  somme  des  produits  de  ces  facteurs  multipliés  m — 1  à  m— 1^  etc. 
On  vient  de  voir  que  ces  mêmes  quantités  sont  représentées  par 

X'    X" 
X ,  — ,  7"^,  etc.,  de  sorte  que  la  composition  des  polynômes  dé- 

rivés  se  trouve  mise  en  évidence. 

Si  Ton  se  borne  au  seul  polynôme  X',  on  pourra  donc  dire  qu'un 
polynôme  du  degré  m  étant  donné ,  son  polynôme  dérivé  est  égal 
à  la  somme  des  produits  de  ses  facteurs  simples  combinés  m— l  à 
m—\  ;  et  comme  ces  produits  peuvent  s'obtenir  en  divisant  suc- 
cessivement X  par  chacun  des  m  facteurs  x — a  y  x — by  x^—c^.... 
on  aura  encore 

X'=.A-  +  -^  +  ~^+etc. 
x—a      X — o      x—c 

Cela  posé ,  admettons  que  l'éq.  X=0  ait  des  racines  égales,  ou, 
ce  qui  est  la  môme  chose ,  que  X  renferme  des  facteurs  élevés  à 
des  puissances  \  et  soit 

X=(ar— a)«(x— *)"'(^~c)  (x— rf).... 
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On  ne  prend  ici  que  deux  facteurs  élevés  à  des  puissances;  s'il  y  en 
avait  davantage,  le  raisonnement  ne  changerait  pas. 

On  vient  de  démontrer  que  le  polynôme  X'  est  égal  à  la  somme 
des  quotiegts  qu'on  obtiendra  en  divisant  successivement  X  par 
chacun  de  ses  m  facteurs  simples \  donc,  puisque  n  facteurs  sont 
égaux  à  X — a^  et  ri  égaux  à  x— i^  on  aura 

n  [x — a)''""»(x— 6)"'(a7 — c)  (a:— rf) 

•^-riix—aYix—hY-^x—c^  (x— d). . . . 
X'=<  +(a:— a)''(a?— 6)'»'(a:— d).... 
+ {x—a)\x^hY\x'-c). . . . 
+etc. 

Mettons  en  évidence  les  facteurs  communs  aux  âiflTéren tes  parties 
du  second  membre  ;  et ,  pour  abréger,  posons 

TT J  n(x— 6)  {X — c)  (oj— rf^. .  .-\-n\x — a)  {x — c)  (a?— d).  .. 

~(  +(a?— a)(a?— 6)(a? — ci)-..+(ar— a)(a? — 6)(a?— 'C)...+etc.  : 
on  aura 

X'=(a?— a)— '(a?— i)«'-'H. 

Par  là  on  voit  que  le  produit  fa?— a)"""'(a?— i)"'""*  divise  à  la  fois 
les  deux  polynômes  X  et  X'  ;  je  dis  en  outre  qu*il  est  leur  plus 
grand  diviseur  commun.  Pour  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait 
au  moins  qu'un  des  facteurs  x^—a,  x — b,  x — c,  etc.,  qui  sont  dans 
X,  pût  diviser  H  :  or,  x — a  manque  dans  la  première  partie  de  H 
et  se  trouve  dans  toutes  les  autres ,  x — b  manque  dans  la  seconde 
et  se  trouve  dans  toutes  les  autres,  ainsi  du  reste;  donc  aucun  des 
facteurs  de  X  n'appartient  à  H. 

Si  les  exposants  n  et  n!  étaient  égaux  à  1 ,  l'éq.  X==0  n'aurait 
que  des  racines  inégales.  Alors  X'  se  réduirait  à  Ef ,  et  le  raison- 
nement précédent  prouverait  qu'il  n'existe  aucun  facteur  commun 
entre  X  et  X'. 

Donc ,  pour  qu'une  équation  X=:0  ait  des  racines  égales,  il 
faut  et  il  suffit  que  le  premier  membre  et  son  polynôme  dérivé 
aient  un  diviseur  commun  ;  et  si  on  cherche  leur  plus  grand 
diviseur  commun,  on  aura  le  produit  des  facteurs  égaux  de  X , 
élevés  chacun  à  une  puissance  moindre  dune  unité. 

Par  exemple ,  soit  féquatioh 

On  aura  X=x^—Za^oD--1a^ ,  X'=:3a;»— 3a*  ;  et  en  cherchant  le 
plus  grand  diviseur  commun  à  X  et  X^  on  trouve  â?+a.  De  la  on 
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oodciul  que  X  est  diftelble  par  (/v+a)*  -,  et  le  quotient  MênlA^^îa  \ 

il  vient 

X^  (oî+tf )•(:»— •2«). 

Donc  réquatîon  a  deux  racines  égales  à— «,  et  une  égale  à 2a. 

Toutes  les  équations  ne  sont  pas  aussi  simples ,  mais  elles  se 
prêtent  toujours  à  une  décomposition  analogue  quand  elles  ont 
des  racines  égales.  Quelle  que  seit  réquallon  donnée  X=0,  nom- 
mons D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  ion  dérivé  X'  : 
on  est  sûr  que  D  est  le  produit  des  faeteurs  égaux  de  X,  pris  chacun 
une  fois  de  moins,  c'est-à-dire  que  les  facteurs  doubles  y  sont  à  la 
!'•  puissance ,  les  facteurs  triples  à  la  2%  etc.  81 D  est  numérique , 

C'est  que  ré^piittofi  n'a  point  de  racines  égâlsi. 

Cherchons  de  même  le  plus  grand  diviseur  commun  £  [antre  le 
polynon)^  D  et  son  dérivé»  JI  devra  être  le  prodott  des  facteurs 
multiples  de  D»  à  une  puissance  moindre  d'une  unité  ;  de  sorte 
qu'il  contiendra  les  facteurs  triples  de  X  à  la  1''''  puissance  »  loa 
quadruples  à  la  2%  ete.  Si  K  est  un  nombre»  il  n'y  aura  pas  dans  X=0 
de  facteur  dont  le  degré  surpasse  deux. 

Cherchons  encore  le  plus  grand  diviseur  commun  F  entre  le 
polynôme  £  et  son  dérivé.  Supposons  que  F  contienne  encore 
l'inconnue  x,  mais  qu'il  n'en  soit  plus  ainsi  du  commun  diviseur 
de  F  et  de  son  dérivé»  Alors  on  sera  sûr  que  dans  X  les  facteurs 
de  l'ordre  le  plus  élevé  sont  ceux  du  4%  et  que  F  est  le  produit  de 
cas  facteurs  abaissés  au  l""'  degré. 

Désignons  séparément  par  X„  Xt,  X|,  X4,  les  produits  des  fac- 
teurs de  chaque  degré  de  multiplicité  ^  mais  chacun  pris  une  seule 
fois^  savoir  :  par  X|  le  produit  des  facteurs  simples ,  par  X«  celui 
des  facteurs  doubles,  par  Xa  celui  des  facteurs  triples,  par  X4 
celui  des  facteurs  quadruples.  On  aura 

X==:X,X,»X3»X4S      D^X.X3»X4^     E=X3X4%      F=X4. 

De  là,  en  divisant  chaque  égalité  par  la  suivante ,  on  tire 

y^  =iX|XaX3X4,     •r;=iXaX3X4,     ^^=X3X4j      F=:X4  5 

puis ,  en  divisant  encore  chacune  de  ceUe»«oi  par  la  suivante , 
XE_  DF  E_ 

Ainsi  on  voit  qu'on  pourra  loi^ours  trouva  Xi,  Xa,  X3)  X4,  et  pat* 


conséquent  ramener  tft  féMioUon  ite  l'équaliao  X^mO  i  ^éif^éM 

équations  partielles 

X,=0,     Xa=0,     X3=0,     X^^iO, 

qui  contiennent  isolémeqt  les  rs^cines  de  chaque  ordre  de  mullj- 
plicité,  mais  chacune  prise  une  seule  fois,  Lorsqu'une  des  quan- 
tités Xï;  X>;  Xj,..»  ;5era  égale  à  un  »0|nbre,  on  «erô  avorti  par  là 
(}i|e  les  rpcines  dont  Tordre  dç  multipllcjté  répond  k  cette  quantité 
inanqueot  dans  réquatipn  X=0. 

409;  Appliquons  ç§  gui  précède  k  l'équation 
Jteion* 

Xw  a^fp-^t  x^mm  éafi^'  4r44.  Sa7>«<»'&r»«-ejNf't, 

et ,  en  dierehant  le  plus  grand  eommun  diviseur  de  X  et  X'  on 
trouve  DsEBaî*^*»— «+1  :  par  là  on  est  déjà  certain  que  l'équa- 
tion a  des  ractaes  égalei. 

On  cherche  de  même  le  plus  grand  diviseur  commun  E ,  entre 
le  polynôme  D  et  son  dérivé  D'=:3a:*— 2a: — 1 .  On  trouve  E~x— 1  ; 
et  par  là  on  est  sûr  que  Téquation  a  des  racines  triples.  Puis- 
que E  est  du  i*'  degré,  elle  n'en  admet  point d*un  degré  de  mul- 
tiplicité supérieur  au  3*. 

En  conservant. à  X„  X»,  Xj,  le  même  sens  que  tout  à  l'heure , 

on  aura  donc 

X,X.*X3^=X=rx7— a:«— 4x*+etc. , 
XaX3"=D  »aî3— x»— a:+ 1 , 
X3=E~j:— 1. 

En  divisa[nt  la  T' égalité  par  la  2%  et  la  2*  par  la  3%  il  vient 

X,XaX3=x4— 3a:'+2 , 

Puis,  en  traitant  encore  ces  égalités  de  la  même  manière,  on  a 

X,î=:j:* — 2,    Xft=a:+1,    Xa^ra: — 1. 
L'équation,  décomposée  en  (acteurs,  3era  donc 

(«'— 2)(j:-hl)'(;r— l)5^0i 
et  par  suite  alla  sa  partafo  en  oeliai^i  » 
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lesquelles  sont  faciles  à  résoudre  et  donnent 

Donc  enfin  l'équation  proposée  est  complètement  résolue.  +v/ 2 
et— v/2  sont  deux  racines  simples,  —1  est  une  racine  double , 
+1  est  une  racine  triple. 

410.  Quelquefois  on  veut  décomposer  une  équation  X=0,  qui 
a  des  racines  égales ,  en  deux  équations  dont  Tune  renferme  les 
racines  inégales,  et  dont  l'autre  renferme  les  racines  égales,  mais 
chacune  une  fois  seulement.  Voici  la  manière  la  plus  simple  d'y 
parvenir.  Après  avoir  trouvé  le  plus  grand  commun  diviseur  Y 
entre  X  et  X',  on  cherchera  le  quotient  de  X  par  Y  5  et  ce  quo- 
tient, que  je  nommerai  Z ,  sera  le  produit  de  tous  les  facteurs 
égaux  ou  inégaux  de  X,  mais  pris  chacun  une  seule  fois.  On  cher- 
chera donc  le  plus  grand  commun  diviseur  V  entre  Z  et  Y  y  et  V 
sera  le  produit  des  facteurs  égaux  de  X,  tous  abaissés  au  !•'  degré. 
Puis  on  divisera  Z  par  V^  et  le  quotient  V,  sera  le  produit  des  fac- 
teurs simjJles.  En  conséquence ,  les  deux  équations  demandées 
seraient  ¥,=0,  V=o, 


CHAPITRE  XVII. 

DE  l'Élimination  et  de  quelques-unes  de  ses  applications. 


Forme  générale  d'une  équation  k  deux  inconnaes.  —  Comment  on  reconnaît 
que  la  valeur  d'une  inconnue  convient  i  denx  équations. 

4H.  Lorsqu'une  équation  algébrique  ne  contient  que  des  termes 
entiers  et  rationnels  par  rapport  aux  inconnues ,  on  a  déjà  dit  (66) 
que  le  degré  de  Cette  équation  est  la  somme  des  exposants  des 
inconnues ,  dans  le  terme  où  cette  somme  est  la  plus  forte. 

L'équation  générale  du  degré  m,  entre  deux  inconnues  x  et  y, 
doit  donc  renfermer  tous  les  termes  où  la  somme  des  exposants  àex 
et  dey  ne  surpasse  point  m.  Or ,  on  peut  réunir  dans  le  premier 
membre,  sous  un  seul  multiplicateur ,  tous  les.termes  où  l'une  des 
inconnues ,  x  par  exemple ,  est  affectée  du  môme  exposant ,  et 
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ordonner  ensuite  par  rapport  à  x.  En  conséquence  Téquation  gé- 
nérale du  degré  m  peut  se  mettre  sous  la  forme 

[A]  Aa:'«+Ba:'»-  '+Caî"'-». . .  +G.r+H=0. 

Ici  A  est  une  quantité  qui  ne  contient  point  y,  autrement  le  degré 
de  l'équation  surpasserait /n  ,•  B  est  un  polynôme  du  !•'  degré  en  y 
de  la  forme  b  +  biy^  dans  lequel  b  et  i,  sont  des  quantités  con- 
nues^ G  est  un  polynôme  de  la  forme  c+Cjy+c^y*^  ainsi  de  suite 
jusqu'à  H ,  qui  représente  en  général  un  polynôme  du  degré  m,  de 
la  forme  h+hiy+haOr*...+hmY'^. 

Lorsqu'une  équation  est  incomplète^  c'est-à-dire  lorsqu'elle  ne 
renferme  point  tous  les  termes  que  comporte  son  degré ,  il  faut 
supposer ,  dans  l'équation  générale ,  que  les  coefficients  des  termes 
manquants  sont  égaux  à  zéro. 

Comme  il  est  toujours  permis  de  diviser  une  équation  par  l'un  de 
ses  coefficients ,  il  semble  que  l'on  peut,  sans  diminuer  la  généralité 
de  l'équation  [A],  supposer  A=l  :  mais  alors  elle  ne  comprendrait 
plus  celles  qui  manquent  de  premier  terme.  Par  exemple,  l'équa- 
tion du  2«  degré 

ne  pourrait  pas  donner  l'équation  particulière 

(S-f-2r)^+3-H2r— 3y»=0. 

412.  Après  avoir  divisé  l'équation  [A]  par  l'un  de  ses  coefficients, 
il  en  reste  autant  d'indéterminés  qu'il  y  a  de  termes ,  moins  un , 
dans  l'équation.  Ce  nombre  est  donc  égal  à  2-|-3+4...-f  (w-f  1), 
c'est-à-dire  à 

{ml^+{m+t)],    ou    ^m{m+S). 

Cette  formule  indique  à  combien  de  conditions  données  une 
équation  du  degré  m  peut  satisfaire  au  moyen  d'une  détermina- 
tion convenable  des  coefficients.  Par  exemple,  on  pourra  en 
général  faire  en  sorte  qu'elle  admette  des  solutions  données  en 
nombre  égal  à.  ces  coefficients .  ^ 

413.  C'est  ici  le  lieu  d'expliquer  comment  on  Reconnaît  qu'une 
valeur  attribuée  à  l'une  des  inconnues  convient  à  deux  équations* 

Soient  deux  équations 

Mt=0,    N=0, 

entre  deux  inconnues  x  et  y  ,•  et  soit  p  une  valeur  donnée  dey.  Si 
on  substitue  ^  au  lieu  dey  dans  M  et  N,  les  résultats,  que  je  dési- 


31»  lAÊ^gm  t^àt^ntÊmm* 

évident  que  la  valeur^  «lé^iièMtt|r)eiii  «cm  éifilMMto  4oflMÉi 
qu'autant  qu'il  exkpte  au  moin»  une  valew  àê  w  ^èpre  à  rendre 
nulles  en  nDéme  temps  les  deux  quantités  M  et  W-y  donc  ces  quan- 
iké^  doivenf  avoir  un  commun  diviseur  fenction  âe  x. 

ti  est  61air,  d^aiîfeurs ,  ()u'e  cette  condition  suait  :  car^  si  D  est 
lé  conimun  diviseur,  et  si  on  pose  D3=é,  chaque  valeur  a:=E:a^  dé- 
duité  de  ceite  éqùation\  étant  substituée  dan»  M'  et  N^f  rendra^ 
ces  polyn'ômes  égaux  â  zéro  ;  par  conséquent^  en  faisant  à  la  fois 
x=oi  eiy=p  dans  M*  et  N  ^  ©es  quantités  s'^vanoiirroBty  c'est-à- 
^ire  que  tes  ouations  proposées  seront  satisfaites* 

oiKÎ,  eïS  général ,  déucc  équations  à  deux  inconnues  étant 
données,  pour  qu'une  valeur  attribuée  à  Vune  des  inconnues 
convienne  à  ces  équations,  il  esà  nécessaire  ei  ilsuffk  qiCen  la 
iuisiitùahi  dank  ces  équations^  elle  leur  fasse  acquérir  un 
commuH  diviseur  fonction  de  Vautre  inconnue^  c^>  si  Von 
égaie  ce  commun  diviseur  à  zéro,  on  a  une  équation  dont  les 
racines  so/li  tes  valeurs  correspondantes  de  Vautre  ineonnue.- 

414.  Ce  principe  montre  aussi  comment  il  faut  s'y  prendre 
pour  achever  la  fesoftffibn  de  déul  éq^cfatfoné  k  rféux  inconnues , 
lorsqu'on  est  arrivé,  f^M  fikyfm  ^éofKtHêr,  i  fltttf  éjttStit» 
Y=:0,  dont  les  racines^  s©*  ker  vèlé*»é«?y/  él  qu'on  a  déterminé 
toutes  ees  racines. 

Si  féquation  Y=0  renferme ,  outre  les  vraies  valeurs  de  y,  de» 
tafeurs  étrangères  aux  équations  proposées ,  on  les  rdeonnattra  k 
ùé  qu'elles  ne  feront  point  acquérir  à  ces  équations  de  çommuA 
diviseur  fonction  de  x,  &t  on  doit^  les  rejetev.  Au  contraire ,  si 
une  valeur  de  y  vérifie  les^  proposées ,  indépendamment  de  toute 
fOéxtf  é^âtf,  il'  mclàiT  qu^éft  M^djôrgnantféffé  vâféu?  de  xtpfbn 
tWdf»,  fes  étftfaffi(ms' sfeVoTftt  toùj^ufs  sâtisMés. 

411?.  Ëb  générki,  ftr  f é^ôfûtiM  dé  rféux  eqpiaffons  i  deux  m- 
e&ùfm^  <*6f)tffete  k  mtmv  (ôtîS  fëé  systMes^  de  vafeùrs'  quf ,  su&=- 
stituées  à  la  place  des  inconnues ,  j^éuvefit  sâtfsîàiré  «Kâx  rféux 
ê^midm,  ëifm  rârttêm  (btijoWf^'tfërfè'  d^éfîriihââôù  à  la  réso- 

question ,  il  faut  donc  chercher  à  déduirtf^<feS"é^aftbïW  dfeflttlSes 
une  équation  qui  ne  renfei'ftiB  j^lus  q&^Mae  inconnue  ]  et  tel  est  en 
effet  Vohî^  des^  Hiéthedes^  d^élifni«ati0ii.<  L^mr  regatclp  eoMme» 
panfeiies^ celle»  qui  ediubiisené^à»  Cme  éqHCfêkm  0mtt$  ajMM  pèmt 


racines  toutes  les  vfdwvs  â€}  €^tt6  ineontiiMi  Mni  «wif^lîCtttioa  de 

valeurs  étrangères. 


416.  Lorsqu'on  sait  résoudre  V  une  des  deux  équations  par  rap- 
port à  Tune  des  inconntles,  oh  pourra  ^Hminer  cette  inédfinue 
par  1er  prMéM  éi^à  ê^ptUflsÊè  Hf"  9»  ^  m  (fat  je  ni»  rv^pmtm. 

Les  deux  éqaatians  étant  représentée»  par 

on  est  assuré  quécéffe  fonctioxL^  substituée  slu  fieu  de  x  danâ  l'équa- 
tion N=:0,  rendra  W  f JentftfffcWîent  iwf  ^  Saff^qûlT  soit  besôifî  d'at- 
trilMi0f  éiMMiMf  pivlinlièm'ày/  MÉi  MMs  iMdUflMRT  jr  dtollèCM 
telle  4«rtwiitellMt/(jr>è  II  )NM0^  lA  ïK>«Mijm  é<|MM 

tion,  M  devienne  auss» iekntiq|BW.ineRt  nul;  donc  il  faut  prendre 
pour  valeurs  de  y  leâ  racineis  de  Téquation  qui  résulte  de  cette 
substitution. 

L'équation  ainsi  obteMie  sova  dilwyéqjMiion  finale  en  y ,-  et,  si 
ba  feutla  Fésoudre^  il  n'x  auna  plu»^  pour  avoir  les* valeurs  cou- 
respondSsiiUes  de  x,  qu'à  sttbstiiuer  successivement  chaqpe  valeur 
de  y  dans  laformùlea^^/tj').  Quofqjie  ce  procédé  soit  fort  simple^ 
cependant  le  calcul  esig^  q^elquisfois  des  précautions  que  l'exem- 
ple suivant  apprendra  à  nerp^ntuégliglâr. 

Soient  fes  éqpiitious 

[1]  24a;*+20arK+5y»— 84=:0, 

[2]  32aî'— '15j*  +28  =0. 

La  seconde  donne 

et  eit substituant. ces  valeurs  dans  te  l'%ox>  trouva 

On  ne  peut  pas  résoudre  cette^  À;Mnb#  âirtbf  tau  tmMtksvk  M^ 
iWÊ»  nMnâiirttoy  0I  c(Mrâ&  fMi  Vf»  pttr^ndm  «ii^miwfile 

à^l4l^ilM)«nr>tMMfHé0i  pM'tfiiMBb«r  tenoMM*.  O  pinMMfr  àmié 
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On  isole  donc  le  radical ,  et  l'équation  devient 

[a]  dtlOy  v/2(l  5y'— 28)=420— 66y% 

puis  on  élève  chaque  membre  au  carré  y  et  Ton  trouve  ^  toutes  ré- 
ductions faites  y 

[p]  y4— 4qy»+144=0. 

Cette  équation  se  résout  à  la  manière  du  2«  degré ,  et  donne 

Pour  avoir  les  valeurs  correspondantes  de  a:,  il  y  a  une  attention 
à  avoir,  sans  laquelle  elles  seraient  fautives.  A  cause  du  signe  ±9 
qui  était  devant  le  radical  Téquation  [p]  équivaut  à  ces  deux-ci  : 

[a']  +iqyv/2(15y»— 28)=420— 65y% 

[a"]  -^10yV/2(15y»— 28)— 420~65y«. 

Or,  si  on  pouvait  résoudre  séparément  chacune  d'elles  les  valeurs 
de  y  tirées  de  [aQ  devraient  être  substituées  dans  la  formule 

a)=z+  i  /2(l5r-28)5 
et  les  valeurs  dey  tirées  de  [oc"],  dans  la  formule 

'  5?=— iV/'2(l6y»— 28). 

Il  faut  donc  distinguer  parmi  les  valeurs  dey  celles  qui  appartien- 
nent à  chacune  des  équations  [a'J  et  [a"].  Le  moyen  le  plus  simple 
consiste  à  les  substituer  dans  ces  équations-,  et  l'on  reconnaît  ainsi 
que  les  valeurs  y- +2,  y=— 6,  vérifient  [a'],  tandis  que  les  deux 
autres,  y=— 2,y=+6,  vérifient  [a"].  En  conséquence ,  les  équa- 
tions proposées  admettent  quatre  solutions ,  savoir  : 

j  a?=+l        (   0?=— 1        (   x=+i        {  a?=:— 4 

417.  Lorsque  les  deux  équations  sont  du  même  degré  par  rap- 
port à  l'inconnue  qu'on  élimine,  il  convient  d'abaisser  préalable- 
ment Tune  d'elles  au  degré  inférieur,  au  moyen  de  la  soustraction, 
ainsi  qu'on  l'a  déjà  fait  (n«»  194,  Ex.  III)  pour  les  équations 

Les  équations  [1  ]  et  [2]  seront  donc  mieux  traitée^  en  leur  appli- 
quant cette  observation ,  puisque  l'une  d'elles  sera  remplacée  par 
une  équation  du  l""'  degré  en  ce.  Toutefois,  il  faut  auparavant  rendre 
le  coefficient  de  x*  égal  dans  les  deux  équations ,  ce  qui  se  fera  en 
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multipliant  Téquation  [1]  par  4,  et  l'équation  [2]  par  3.  Alors ,  en 
les  retranchant  l'une  de  l'autre ,  il  vient 

80aîK+66y*— 420=0,    d'où    ^r=-         ^* 


Cette  valeur  étant  portée  dans  l'équation  [2] ,  on  obtient ,  toutes 
réductions  faites ,  l'équation  finale  déjà  trouvée 

y4«.4c^«^  144—0. 

Les  valeurs  dey  qu'elle  détermine  sont 

y=+2,    —2,    +6,    -6; 

et  par  suite  la  formule  qui  exprime  xeny  donnera ,  pour  valeurs 
correspondantes, 

X=:+ty    -1,    -4,    +4. 

418.  Souvent  la  résolution  des  équations  s'obtient  immédiate- 
ment en  remarquant  qu'elles  sont  décomposables  en  facteurs» 
Supposons,  par  exemple ,  que  deux  équations  aient  été  ramenées 
à  celles-ci 

(^  —  y)  (y^— a?»— 1)=:0, 
{x'+y^)  (y^+x^—y)=0. 

Pour  les  résoudre,  il  faut  chercher  toutes  les  valeurs  de  a? et  dey 
qui  peuvent  rendre  nuls  à  la  fois  un  facteur  de  la  l'*ét  un  facteur 
de  la  2«.  On  a  donc  à  résoudre  séparément  ces  quatre  systèmes 
d'équations  : 

(  X  —y  =0    ix  —y  =0       jy3_/c»_i=o  jy5— 07*— .1=0 
|a?'+y5=0,    (y3+a?'— y=0,(a?»-f-y5=0,      (y^+o;»— y=0. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  d'effectuer  les  calculs ,  et  je  passe  à  des 
considérations  plus  générales. 

ÊliniiiAtioA  par  la  méthode  da  plus  frand  oammun  diTÎMQr. 

419.  On  fera  subir  d'abord  aux  équations  les  simplifications 
qu'on  va  expliquer.  Soient  les  équations  à  résoudre 

M=:0,      N=0. 

Ordonnons  le  polynôme  M  par  rapport  à  y^  cherchons  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  multiplicateurs  des  diverses  puissances 
dey^  et  divisons  M  par  ce  diviseur.  Ensuite  ordonnons  le  quotient 
par  rapport  à  x,  cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
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quotient  par  ce  diviseur.  A\fm  Pom  fHPurconft  décooipi^aer  M  eii 
trois  factenfi.,  Vmk  fonction  de  x,  le  second  fonction  dey,  le  der- 
nier fonctionnel  ^  et  dey.  Désignons-les  par  U,  tI^  U",  et  Ton 

On  pourra  décQjBfpp^  çemWabh^m^MA  le  ^lynpuie  îi  j  çt,  ^ 
nommant  V,  V,  V",  les  trois  facteurs ,  on  aura  N ._  V  VV". 

Maintenant,  il  se  peut  que  les  facteurs  U  et  V  fonctions  de  or 
aient  un  diviseur  commun;  quH  en  soit  de  même  des  faelmrs  15^ 
et  V  fonctions  de  jr  ,•  et  ei^w^fe  d^  niéme  d^a  facteurs  U"  et  V"  fonc- 
ttWfc^Ç.*  «t  Jf'  Pé^içn.on^  ces  t^QJs  sortes  de  diviseurs. çQrai»|jo^ 
par  d,  d',  rf";  et  l'on  décomposera  M  et  N  comme  il.sujt:. 

BuMMMM  ppéien4aiM&4  les  divcusM  maméfes  dent  €m  peut  sa-  . 
tisfair»  aux  équatiao^  proposées  M=:xO ,  Ijfri^O.  lyaibord  U  est  àvi«- 
dent  qu^Do.  y  aaUafait  «a»  égalant  a  zén^  Uod  dM.factM|r&  eoiDqiifilis 

d,  ^y  d".  Or,  si  on  pose  d=0,  cette  équation  ne  contiendf^qu^ufiA 
seule  inconnue 07,*  etquajid^enl-aufc»  résolue,  on  aura  un  nombre 
limité  de  valeurs  de  m  y  9)|hs  luarp^MiT^  joûidre  à  chacune  d'elles 
MW  v^lfiUR  <lf«îtawqtt?  diftr-  S^i  Qi»  pose  dl^=^  OA  ««r.a.  un.  iJfombrp 
l|»rté-4fi- v^î^MrSi  (te  jr,  «sis  QP  RWfr^  ÎPifWlrfi  k  Qbac^^  (i'tUlÇ? 
jm^  ^»lipitÇîiA&' vateui5Jt4^  QHr  EoUp,  ^i  QA  pose  ré(jUAtion  d"^.Q, 
comme  d"  contient  x  et  y,  on  pourra  donner  une  valciir,  qribUra^e 
à  Tune  de  ces, ir\connues ,  à  Xy  par  exemple,  et  alors  cette  éqqa- 
tion  fera  connaître  les  valeurs  correspondantes  dey.  Ainsi ,  cha- 
cun des  facteurs  communs  d,  d',  d",  détermine  une  infinité  de 
^utiaM.. 

Les  autres  manières  de  satisfaire<a«&é«piaKon8prop^é«S'COii- 
sistent  à  égaler  zéro ,  en  même  temps,  l'un  des  facteurs  u,  v! y  w", 
de  la  première ,  «(  Itancto»  faotom^^'^  s^y  ^y  é%  taaeoMide.  On  ne 
peut  pas  avoir  à  la  fois  1^=0  et  (^—0 ,  car  ces  facteurs  ne  conlien- 
nent  que  o?  et  n^ont  plus  de  fatteur  commun ,  de  sorte  qu'aucune 
valeur  de  x  ne  peut  les  rendre  nuls  tous  deux  ensemble.  Par  une 
raison  semblable ,  on  ne*  peat  p^  awir  en  même  temps  u'=^0 , 
^^^  iM  9tatè  il  .«if»(;  OkHi"  WM  QR  ^SK^  ^;^  4^»  facteurs , 
4MtJ^jQ%i«»i^(l»«$Hm<^W?4!i:|^^  il  uly  «wa,.pwr  cér 

«aii)teft«^4llW!é§iMl49f»^j  4'a^^•i§^f4iai|cpitléa  çm^.i^^^  des  éqmir 
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car  chacune  de  ces  équations  contient  x  et  y.  Il  faut  une  méthode 
nouyefle  pour  lés  ramener  à  la  résolution  des  équations  à  une  seule 
inconnue,  et  c*est  celte  méthode  qu'on  va  exposer.  On  doit  bien 
faire  attention  qu'elles  ne  renferment  plus  de  facteurs  dépendante 
de  arseul  ou  dey  seul  ^  et ,  en  outre,  qu'il  n'existe  entre  elles  iiucun 
facteur  commun  fonction  de  x  et  y  :  c'est  en  cela  que  consistent  les 
slmplifrcafions  que  j'avais  en  vue. 

420.  Pour  éviter  les  accents ,  supposons  que  les  dernières  équa- 
tions dont  on  vient  de  parler,  et  qu'il  s'agit  de  résoudre ,  soient 
représentées  par 

[1]  A=iO,    B.~o. 

▲yant  ordonné  ces  équations  par  rapport  à  ap,  supposons  que  f  cite 
inconnue  soit  à  un  plus  haut  degré  dans  Â  que  dana  B,  ou  à  qb 
4^gr4  égal  \  divisons  A  par  B  et  arrêtons  Topération  de^^'on  est 
arrivé  à  un  reste  qui  ne  pourrait  plus  so  diviser  sans  mettre  dàni 
le  4ttolient  des  dénuminaleurs  funcllons  dey.  Reppésenlons  par  R 
ce  reste,  et  par  Q  le  quotient  trouvé^  on  aura 

A-BQ+R. 

De  cette  égalité  on  conclut  que  si  certaines  valeurs  de  a?  et  de  y 
rendent  nuls  A  et  B ,  elles  doivent  donner  aussi  R^O^^  dgnc  elles 
doivent  se  trouver  parmi  les  solutions  des  équations 

[1]  .    B=0,    R^O. 

Réciproquement,  les'valeurs  de  a?  et  dey  qui  vérifient  ces  équa-^ 
tions  doivent  donner  A  ~0,  et  satisfont  par  conséquent  aux  propor 
sées  \  donc  on  peut  remplacer  le  système  des  équations  [i]  par  celui 
des  équations  [2]. 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons ,  ce  qui  n'arrive  que  dans  dos 
cas  particuliers,  que  la  division  ail  conduit,  sans  placer  y  dans 
aucun  dénominateur ,  à  un  reste  de  degré  moindre ,  par  rapport 
4  çc,  que  le  diviseur  B.  Divisons  maintenant  B  par  R,  et  supposons 
çncore  que»  sa>»s  mettrey  en  UénominalQur,  on  ait  trouvé  le  reste 
îl',  Le^  éq..  [%]  pourront  être  remplacées  par  deux  autres  plus  sim- 
ples QuCore,  savoir  ;  ,         . 

t3J  R^F^O,  il^Q.  .       , 
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Si  R'  est  de  degré  moindre  que  R,  on  divisera  à  son  tour  R  par 
R^  et  Ton  continuera  de  diviser  ainsi  chaque  reste  parle  suivant. 

En  supposant  que  chaque  division  nouvelle  conduise  d'elle- 
même  à  un  reste  de  degré  moindre  en  x  que  le  diviseur,  sans  qu'on 
soit  obligé  de  mettre  au  quotient  des  dénominateurs  fonctions  Aey, 
on  arrivera  nécessairement  à  un  reste  indépendant  de  a;.  Soit  R'ce 
reste  :  alors  les  éq.  [3]  tiendront  lieu  des  proposées  \  et  comme  la 
seconde,  R'=0,  ne  contient  qu'une  seule  inconnue,  elle  fera  con* 
naître  les  valeurs  de  cette  inconnue;  et  ensuite  la  première,  R=:0, 
fera  trouver  les  valeurs  correspondantes  de  x- 

421.  Il  n'y  aurait  rien  à  ajouter  sur  la  résolution  des  éq.  [1], 
si  les  divisions  pouvaient  toujours  se  faire  avec  les  conditions  énon- 
cées ;  mais  il  n'en  est  ainsi  que  dans  des  cas  très-particuliers.  Ce- 
pendant ,  pour  que  les  conséquences  trouvées  précédemment  ne 
soient  pas  infirmées,  il  faut  que  les  quotients  ne  contiennent  y  dans 
aucun  dénominateur. 

En  effet,  reprenons  les  éq.  A=0,  B=^0,  et  supposons  que  la  di- 
vision de  A  par  B  ne  puisse  point  conduire  à  un  reste  de  degré  in* 
fërieur  à  B  sans  placer  y  en  dénominateur  au  quotient  En  dési- 

gnant  ce  quotient  par  |t-  ,  K  étant  fonction  de  x»  on  aurait 

A=-|7-  +R. 

Si  Ton  met  pour  x  et  pour  y  des  valeurs  qui  rendent  nuls  A  et  B, 

RH  0 

il  peut  se  faire  que  K  devienne  nul  aussi  :  alors  -|^  devient  •-  et 

peut  avoir  une  valeur  finie  ou  infinie ,  et  par  conséquent  R  peut 
lui-même  prendre  une  semblable  valeur.  Donc  on  ne  peut  plus  af- 
firmer que  toutes  les  solutions  des  éq.  A=0 ,  B— 0 ,  se  trouvent 
parmi  celles  du  système  B=0 ,  R=0.  La  réciproque  ne  serait  pas 
plus  vraie ,  car  B  et  R  étant  réduits  à  zéro,  K  pourrait  être  aussi  ré- 
duit à  zéro,  et  dès  lors  le  second  membre  pourrait  n'être  point  nul  \ 
donc  A  lui-même  pourrait  n'être  pas  nul. 

On  évitera  les  fractions  comme  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur.  Remarquons  d'abord  qu'il  n'y  a  plus  de  facteur 
commun  fonction  dey  dans  les  différents  termes  de  B  ;  en  sorte 
que  si  l'on  multiplie  le  dividende  A  par  le  coefiicient  du  premier 
terme  de  B,  ou  bien ,  lorsque  cela  suffit ,  par  quelques  facteurs  de 
ce  coefficient,  la  division  deviendra  possible,  et  aucun  facteur  corn- 
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mun  n'aura  été  introduit  dans  A  et  B.  Mais  cette  multiplication 
peut  ajouter  aux  équations  proposées  des  solutions  étrangères  :  en 
effet,  si  C  représente  ce  multiplicateur  fonction  dey,  Q  te  quotient» 
et  R  le  reste,  on  aura 

CA=:BQ+Rî 

et  cette  égalité  prouve  que  les  solutions  des  éq.  B=0,  R=:0,  sont 
les  mêmes  que  celles  des  éq,  C  A=:0, 6=0.  Or,  ces  dernières  équa- 
tions se  partagent  en  deux  systèmes ,  savoir  : 

[A=0,  B=0]    et    [C=0,Bz=0]: 

donc ,  outre  les  solutions  des  équations  proposées ,  les  éq.  B=0 , 
R;=0 ,  feront  encore  trouver  celles  des  éq.  C=0,  B=0.  Il  faudra 
donc  résoudre  ces  dernières ,  dont  Tone  €=0  ne  contient  que  y , 
puis  substituer  les  valeurs  correspondan  tes  de  œ  ety  dans  Téq.  A= 0; 
et  les  couples  de  valeurs  qui  ne  satisferont  point  à  cette  équation 
devront  être  de  trop  parmi  les  solutions  des  éq.  B=0 ,  R;=0.  Par 
conséquent  ces  couples  devront  être  supprimées. 
La  question  est  ainsi  ramenée  à  résoudre  les  deux  équations 

B=:0,     R=o. 

On  examine  d'abord  s'il  y  a  dans  R  des  facteurs  fonctions  de  j"  ou 
de  X,  Supposons  qu'il  en  existe,  désignons-les  par /et  f,  et  soit  r 
le  quotient  de  R  par  ff  ;  on  pourra  décomposer  R  en  ffr,  et  par 
suite  remplacer  les  équations  précédentes  par  les  trois  systèmes 

[B==,0,    /^O],    [B=^0,    /::=0],    [B=0,    r=0]. 

Les  deux  premiers  n'offrent  aucune  difficulté,  car /ne  contient 
que  y  y  et  f  ne  contient  que  x  :  occupons-nous  du  troisième. 

B  et  r  n'ont  aucun  facteur  commun  :  car  s'il  y  en  avait  un ,  il 
devrait  se  trouver  dans  A  et  B,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposi- 
tion. De  plus,  ni  B  ni  r  ne  renferment  de  facteur  fonction  dey  seul 
ou  de  X  seul  *,  donc  on  peut  traiter  les  équations 

B=0 ,    r=iO , 

tout  à  fait  comme  les  proposées  A=0 ,  B-O.  Ainsi ,  on  les  rém* 
placera  elles-mêmes  par  deux  autres 

r=:0 ,    r'—O , 

qui  seront  dans  le  même  cas  que  les  précédentes ,  mais  dont  la  se- 
conde ,  r'=0 ,  sera  de  degré  moindre  en  x  que  la  première ,  r=:^o. 
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'   Cellfg*ci  à  leur  tottr  pourront  .sf»  rémplAcer  par  deux  Mit^n , 
donl  la  seconde  sera  encore  do  degré  moindre  qu^  /^.^O. 

En  continuant  ces  opérations ,  qui  sont  en  tout  semblables  à 
cellos  qu'on  ferait  sur  A  et  K  pour  chercher  lé  plus  grand  eotnmuf) 
diviseur  de  ces  polynômes,  on  arrivera  toujours  à  un  dernier  reste 
qui  no  contiendra  plus  Tinconnuc  a?.  Supposons  qae  ce  reaio  soit 
r  :  alors  les  équations  proposées  dépendent  des  équations  r:==^Of 
r^=:0,  lesquelles  ne  peuvent  offrir  aucune  diflicullé»  puisque  la 
deuxième  ne  contient  plus  que  la  seule  inconnue  y. 

Il  ne  faut  pas  oublier  qu'en  remontant  des  équations  r=:0, 7^=0, 
aux  précédentes  B=:0,  r=rO,  il  peui  se  taire  qu'il  y  ait  quelques  80* 
iutions  i  ajouter  et  d'autres  à  supprimerv  qu'il  peut  encore  efi 
être  de  même  en  remontant  des  éq.  Bi±iO,  rrr:0,  aux  éq.  A-stù^ 
B=:0  ;  et  ainsi  de  suite ,  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de  di«- 
^ions  successives. 

422.  La  méthode  qui  vient  d'être  développée  conduit',  en  gé-- 
néral ,  non  à  une  seule  équation  en  y,  mais  bien  à  plusieurs,  dont 
quelque^unes  peuvent  donner  pour  cette  inconnue  des  valeurs 
fausses.  Quand  on  aura  reconnu  toutes  celles  qui  entrent  vérita- 
blement dans  des  solutions  communes  aux  deux  équations,  il  sera 
facile,  si  cela  est  nécessaire,  de  les  réunir  dans  une  seule  équa- 
tion ,  qu'on  prendra  alors  pour  l'équation  finale;  mais  cette  réu- 
nion est  rarement  utile. 

Quand  on  a  fait  toutes  les  simplifications  préliminaires  (419), 
les  polynômes  que  Ton  soumet  aux  divisions  successives  ne  peu- 
vent plus  avoir  de  facteurs  communs;  et,  comme  ces  divisions  sont 
absolument  les  mêmes  qu'on  ferait  pour  déterminer  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynômes ,  on  est  certain  de  ne  point 
arriver  à  un  reste  nul. 

Mais  il  peut  se  faire  que  les  termes  en  y  se  détruisent  dans  le  der- 
nier reste,  et  que  ce  reste  se  réduise  à  un  nombre.  Alors  ce  reste 
ne  peut  pas  être  rendu  égal  à  zéro  -,  et  de  là  on  doit  conclure  que 
les  équations  proposées  sont  impossibles  ou  incompatibles ,  à 
moins  qu'il  n'y  art  eu  des  solutions  supprimées. dena  le  cours  do 
calcul ,  et  dont  la  méthode  a  appris  à  tenir  compte. 

423.  Exemple  I.  Soient  les  équations 


II  Y-  aura  de  nombreuses  iÎA^pUfiôMtfott^  >  tiér  elles  se  décomposent 
en  fadeurs  comme  il  suit, 

y{x—l)  {x+y)><y{x^--y^)-'0. 

£n  égalant  d'abord  à  zéro  les  facteurs  commmuns,  chacun  à  aoa 
tour,  il  vient 

i  y—^ ,  I  J  indét.       ^  y  indét. 

(   X  indét.        I   i;— 1,  (    .r= — y; 

H  y  fen  ègalâni  cilsuitè  l'es  Hùlfèà  tâ'ctèufS  à  i?èfô ,  on  à  quâlre  sys- 
tèmes d'équations,  savoir  : 

i[v=o  ^         <v^rt 

l-système|^^^^^  {  d'où  j  J^^^ . 

x* — 27 — Ir^ô   t  fa:=l,       |x~ — 1; 


2«  système 


Dans  les  trois  premiers  systÔttiês,  i'ôliteg  hîi  Solutions,  excepté 

dà ~-^]  «ity^rrrutti ,  isom  déjà  tcVtiâiite ,  ei  «toftë  10  4*^  oette^  ma  i'ofe 
M  jh^îî— y  le  sorti  awssi  ;  de  w^rie  qtt'éh  m  (rëfave  Vëritfthltfftwrt 
que  iror^  s«:)luiiuits  nouvelles  ^  ftiivciir  : 

Exemple  II.  On  prIiSpDde  âe  r^éUdM!  les  deux  équations 

x^-^y±^y*-^-o. 

Ces  équations  ne  se  décomposent  i:)bint  en  (licteurs  ;  c'est  pour- 
quoi Ton  passe  immédiatement  aux  divisions  successives.  H  en  sert 
de  même  des  exemples  îîl  etlV. 

Première  d^isiœu 


.x^j^^yx^M—y'+y)x 

x--2jr 


x^'-^^y^+y^'^y 
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Deuxième  division. 


— a^+^x 


x—ly 


X 


Donc  Igs  équations  finales  sont  a:— 2/=0,  j^»— ^=0.  L'on  en  tire 


j  :k=0         (  y=\ 


et  comme  on  n'a  introduit  ni  supprimé  aucun  facteur ,  ces  deux 
solutions  sont  celles  des  proposées  elles-mêmes. 

Exemple  III.  On  propose  de  résoudre  les  deux  équations 

(r— l)J?*+2a:-6r-h3=0, 
^*r»+9x— 10/=:0. 

Première  division. 

yx^-\-^x—\(^ 


r-1 


Puisqu'on  a  multiplié  par  ^^  il  faut  résoudre  les  équations  ^=0, 
^x'+Ox— 10^=0,  lesquelles  donnent  a:=0,  r=^5  ©^  examiner  si 
CCS  valeurs  rendent  le  dividende  égal  à  zéro.  Comme  cela  n'arrive 
point  9  il  s'ensuit  qu'elles  forment  une  solution  étrangère  qu'il 
faudra  supprimer. 

Deuxième  division. 


yx^'^9x—\0y 

(  (-7/+9)^a:«+(-63r+81)^ 

— +(-5j.^+7r')x 


(— 7r+9)x+5r—7r 


^j.+(_6^+7^._63)r+8 1  ) 


(_5y3  ^ )(_7^^.9)  jr._490x^+ 1 260y*— 8 1  Oy^ 

_ +25y5_7(yi^36^_  8%"+667y 

25/5-»70j4— 126/3^  4l4y*— 243^ 
Les  équations  qu'il  faut  résoudre  sont  donc 

(-7r+9)a:+5r»— 7r=0, 
26x»— 7(y  4— 1 26^3+41 4j>— 243^=0. 
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La  2*  donne,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier, 

— 3±3v/ïÔ 


y=,0,y=:l,jrz=zS,jr= 


5 


et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  V  équation,  on  obtient 
pour  X  les  valeurs  correspondantes 

x=0,  a:=l,  a:=2,  x=~6z:f{/TÔ. 

Dans  la  deuxième  division ,  on  a  été  obligé  de  multiplier  par 
— 7/+9,  mais  aucune  solution  étrangère  n'a  été  introduite.  Il  y  a 
donc  seulement  à  supprimer ,  dans  les  cinq  solutions  ci-dessus , 
celle  qui  a  été  introduite  par  la  1'^  division.  Il  reste  ainsi,  pour 
les  équations  proposées ,  les  quatre  solutions  suivantes  : 

^3+3^/ÎÔ      /        _3— 3V/ÎÔ 
y=t       1^=3      |y=-^t_Vl_     p,^ __ 

07=1,     (a:=2,     (a?z=z~5— V/10,     \x=  —  6+\/lO. 
EXEMPLE  IV.  Soient  encore  les  équations 

^•+(8r— 13)x+y*— 7y+i2=0, 
x^ — (4y + 1  )x+y* + 6y=0.' 

Première  diçision. 


a:»+(8y— 13)x+y»— 7y  + 12 
—ar'-f  (4y+  i)a>— y>— 5y 


x^—(^y+l)x+y^+&y 


1 


( 


(12y— 12)x_12y+12 

Ce  reste  se  décomposant  en  facteurs  12(y — 1)  (ar— 1),  les  calculs 
se  simplifient,  et  Ton  a  ces  deux  systèmes  d'équations  : 

y— 1=0  i  .r— 1=0 

x»^(4y+l)x+y^+ôy=:0,     [  x'—i4y+l)x+y^+ày=0. 

Chacun  d'eux  se  résout  immédiatement ,  et  Ton  trouve 

y=i     (  y=i     (  y=o     I  y=— 1 

a:=3,     )  a?  =  2,     \  a:  =  l,     (  a:  =  l. 

> 

Perfectionnements  ajoutés  à  la  méthode  précédente. 

424.  Pendant  longtemps,  on  a  cru  qu'en  soumettant  deux  équa- 
tions aux  opérations  du  plus  grand  commun  diviseur ,  le  dernier 
reste  donnait  immédiatement  la  véritable  équation  finale  sans  au- 
cune complication  de  racines  étrangères.  Dans  la  Correspondance 
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de  T École  Polytechnique ,  tome  II ,  j'âî  corrigé  cette  erreur ,  et 
les  modifications  que  j-ai  proposées  alors  ont  été  adopléos  dans 
l'enseignement.  De  là  est  résultée  Ja  méthode  expliquée  dans  le 
paragraphe  précédent,  n"'  419-422.  Mais  cette  méthocie  a  elle- 
même  reçu  de  M.  Labatie,  eii  183^,  de  notables  perfectionrié- 
menLs,  qui  ont  été  reproduits  par  M.  Sàrrus  soûs  une  formé 
élégante,  en  1834,  et  que  je  vais  développer  ici  d'après  ces  au- 
teurs. Je  rtiviserhi  celtte  exposition  en  Irdis  paHies» 

PftEMièiiÉ  PAntift.  Quand  il  ftut  résotidt*e  deux  équations 
efitré  deux  Inconhaes  àô  et  y,  le  hiiént  est  toujo^irs  d*eflteôlnêl^ 
tes  simplificalîoMs  indlqiiétîs  n»  419  ;  mois,  potit*  rexplife^tlon  qdl 
va  suivre,  H  suffira  que  les  deux  équations  hé  ^ehfél*mertt  pms 
aucun  facteur  algébrique  indépendant  de  Tinconnue  a:  par  rapport 
à  laquelle  oh  ordonrte.  Considérons  donc  deux  équations  qui  rem- 
plissent celte  condition  et  désignons-les  pdr 

B  étant  en  x  de  degré  inférieur  ou  égal  à  Â.  Divisons  A  par  K,  en 
ayant  soin  de  multiplier  A  par  les  facteurs  nécessaires  pour  arriver 
à  un  reste  de  degré  moindre  que  R,  sans  prendre  de  quotient  frac- 
tionnaire 5  représentons  l*enèelt)blé  dô  ces  facteurs  par  c,  le  quo- 
tient par  q,  et  le  reste  par  R/*,  r  étant  le  prodlilt  dés  facletil^B  de 
ce  reste  qui  ne  contiennent  point  x.  Après  Cï^tte  divisiott ,  faisons 
tout  à  fait  de  la  môme  manière  celle  de  B  par  R  -,  puis ,  après  celte 
2*  division,  faisons-en  une  3«;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on 
obtienne  un  reste  indépendant  de  x. 

Je  supposerai ,  pour  fixer  les  Idées,  que  ce  reste  ViéiiniB  éprèà 
la  3«  division,  et  que  ces  divisions  donnent 

[1]  ck-Viq  +Rr 

[2]  c,B^R9.+R,rn 

[3]  c.R=rR,ç,f  r». 

On  pourra,  si  on  le  veut,  regarder  r  et  c  comme  premiers  entre 
eux.  En  ^ffet ,  s'il  n'en  est  pas  ainsi ,  soit  d  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  e  et  r>  l'égalité  [i]  donne 

d         d^^d' 

De  lit  ^n  conclut  que  d  doit  diviser  Bg,*  et  comme  B  ne  renferme 
plus  de  facteur  indépendant  de  x,  il  s'ensuit  que  d  doit  diviser  q. 


Or,  rien  iV^mf  èthe  du  supposerais  simplfficfttioi^^  déjà  t^Heê  dahs 
réquution  [1]  avant  dt  pai^seT  à  la  V  division.  On  peut  même 
ajouter  qu*ah)rs  q  m^  devra  avoir  aucun  facteur  commun  ni  avece  til 
avec  r^  rar  un  faoleur  qui  serak  cnrMnun  àqttàê,pir  ei[èfhp>è> 
devrait  diviser  Br^  et  comme  R  u*en  renferme  aurun  qui  soit  !A* 
dépendant  de  x,  il  devrait  ^e  trouver  dans  r^  par  ^dnséqueiil  e  et  r 
autateni  fnccrre  im  fadeur  commun^  ce  qui  est  contraire  à  là  sup^ 
position.  Les  égalités  [2]  et  [3]  donnant  lieu  à  éH  observàlionè 
semblables. 

Il  sera  bien,  dans  la  pratique,  pour  éviter  les  calculs  compli- 
qués ,  de  faire  en  sorte  que  c  et  r  n'aient  en  effet  ancuii  4«€le(lr 
commun ,  qu'il  en  soit  de  même  de  c,  et  r, ,  aussi  bien  que  de  c^ 
eir^i  mais  les  explications  que  je  vais  donner  ne  l'exigent  point. 

Revenons  maintenant  aux  égalités  [i],  [2],  {âj.  De  la  première 
on  conclut  que  si  des  valeurs  de  jc  et  dey  donnent  A^rO  et  B:=  0, 
elles  doivent  aussi  donner  Rr=  0  :  de  sorte  que  toutes  les  solu- 
tions des  équations  propoëéeâ  s^nt  ^ompiisesdans  les  deux  sys- 
tèmes [B=  0,  r-  0]  et  [B=  o,  R~  0]. 

Semblablement ,  rëgalité  [2]  preuve  que  les  solutions  du  système 
[B=0,  R=0]  doiveni  être  comprises  parmi  celles  des  deuxsystèmes 
[R^O,  r,^0]  et  [Ri=30^  Riib  0]. 

Parl'égalité  [3]  on  reconnaît  que  les  solutions  du  dernier  système 
ffe^rO,  R,=0]sont  élle^mémes  renfermées  dans  le  système  unique 
[R,=0,r.^O]. 

Donc  enfin  toutes  les  solutions  des  proposées  A=0,  B=:0,  se 
trouvent  parmi  celles  des  trois  systèmes 

[4]     [8=0,  r^o],    [R=o,r.=o],    [R.=o,  r.:=0]. 

Mais  on  ne  pourrait  pas  dire  que  réciproquement  toutes  les  so- 
lutions de  ces  divers  systèmes  conviennent  toujours  aux  propo- 
sées. En  effet,  TégalKé  [2],  par  exemple,  montre  bien  qu'une  so- 
lution des  deux  é^.  RtstO^  r,  tt  o,  doit  donner  B^O  si  r,  n'a  autun 
facteur  commun  avec  c,,  ce  qu'il  est  permis  de  suppoacTj  mais 
l'égalité  [1]  prouve  que  ces  valeurs  doivecit  rendre  Cx\=0,  ce  qui 
peut  avoir  lieu  sans  qu'on  ait  A=0. 

De  la  il^uit  qu'en>rrôtanticije  raisonnement,  il  resterait  à  exa- 
miner, 'dans  chaquejcas^ particulier,  quelles^sont  parmi  les  solu- 
tions des  systèmes  [A]  celles  qui  doivent  être  rejelées  -,  de  sorte  que 
U  mélhoéf^  d^à  exposée  n'aurait  fait  aucun  progrés.  iMais  M.  Ll- 


3^^  LEÇONS  D'AI^SàMB. 

.   BATIE  a  eu  l'heureuse  idée  de  former  les  égalités  successives  par 
lesquelles  chacune  des  quantités  A  et  B  est  liée  avec  deux  restes 
consécutifs  quelconques ,  aGn  de  reconnaître  si  ces  égalités  n'of- 
friraient point  d'elles-mêmes  des  exclusions  qui  restent  inaperçues 
dans  les  égalités  [1  ],  [2],  [3].  Or,  voici  comment  se  font  ces  calculs. 
Deuxième  partie.  Nommons  d  le  plus  grand  commun  diri- 
seur  de  c  et  r,  divisons  l'égalité  [1]  par  d,  observons  que  q  doit 
être  divisible  par  d,  posons 

et  alcHTs  on  aura 

ÎA=GB  +  R^. 

Multiplions  cette  égalité  par  c„  puis  remplaçons  dans  le  2* 
membre  c,B  par  sa  valeur  [2]  :  H  vient 

ce  F 

-^  A=G(Rg,+R.r.)+c,R  L 

|R+GR,r,. 


=(°"+¥) 


Nommons  d,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ^  avec  r,.  et  di- 

d  ' 

visons  l'égalité  par  d,  :  le  multiplicateur  de  R  devra  être  divisible 

par  diy  et  en  posant 


on  aura 


^A=G.R+GR.^, 


ce       F* 

égalité  dans  laquelle^,  ^  et  G,  sont  des  quantités  entières. 

Multiplions  cette  égalité  par  c.,  remplaçons  c.R  par  sa  valeur  [3], 
il  viendra 

^*  A=G.(R.9.+rO+Gc.R,  J- 
=(G.g.+^)R.+G.r.. 
Soit  d,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ^^  et  r.  :  en  divisant 
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tout  par  da,  on  reconnaît  que  le  multiplicateur  de  R,  .est  divisible 
par  dft  ',  et  en  posant 

di         dido, 


il  vient 


-j-T-j-A — GaR,+G,  -r-. 


Maintenant  formons  les  équations  analogues  dans  lesquelles  on 
fera  entrer  B  au  lieu  de  Â.  A  cet  effet  on  multiplie  Tégalité  [2]  par  c, 
on  divise  par  dd^yOn  pose 


et  on  trouve 


-yy^  B=HiR-f"HRi  -y» 

actt  ui 


Il  est  bien  entendu  que  H  est  entier,  et  par  suite  aussi  H,.  En 
multipliant  cette  égalité  par  Ca,  divisant  par  d^,  remplaçant  c^R 
par  sa  valeur  [3],  et  posant 

H,Ça        HCa/*, 


4. 
da  dtda 


=  Ha, 


on  obtient  enfin 


aa,a3  a^ 


Ainsi ,  en  réunissant  sous  un  seul  coup  d'œil  toutes  les  égalités 
qui  précèdent,  on  voit  que,  pour  abréger,  on  a  fait 

r_9     r^  _GÇi,c^r     p  _G,Ça  ,  Gcar, 


et  que  par  suite  on  a  trouvé 

[6]    ^a=gb+r;;. 

[6]    gA=G.R+GR.J, 


H. 


~~       .1 .    ■  -4>.  ■■■  ■  II—  • 
rfa  dida 


m    gB=H.R+HR.^, 
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Par  ces  égalités ,  on  conclut  sur-le-champ  que  les  éq.  A:x=0,  Bc?(^ 
sont  vériBées  par  les  solutions  de  chacun  des  ^ystèo^es  suivants  : 

[10]   [b=o,5=o].[r=o.û=.o],[r.=o,^=o]. 

Par  exemple,  les  solutions  du  1"  système  doivent  évidemment 

c  c     r 

réduire  ;5  A  à  zéro  ;  et  comme  ;j  et  ^  sont  des  fonctions  en  y  seul 

%^ï  n'ont  plus  de  faetenr  eommon,  les  valeurs  de^  qui  entrent 

dans  ces  solutions  ne  doivent  point  donner -—0^  donc  c*est  A 

qui  devient  zéro  par  les  solutions  dont  ils*agit.  En  appliquant  aux 
égalités  [6]  et  [8],  ou  aux  égalités  [7]  et  [0],  un  raisonnement  tout 
semblable,  on  reconnaîtra  que  A  et  B  doivent  devenir  zéro  p^r 
toutes  les  solutions  des  deux  autres  systèmes. 

Si  on  compare  les  systèmes  [4}  de  la  page  363  avec  les  trois 
systèmes  ci-dessus,  on  voit  que  les  quantités  r^  r,,  r»  peuvent 

Contenir  des  facteurs  qui  ne  sont  plus  dans  ^>^>  -f\  de  sorte  quç 

les  systèmes  [10]  peuvent  réellement  être  plus  simples. 

Troisième  partie.  Il  y  a  plus  :  on  va  démontrer  maintenant 
qu'aucune  solution  des  équations  proposées  n'échappe  à  ces  trois 
systèmes;  et  c'est  ce  qu'on  fera  en  formant  suoœéiaiveineiitt  les 
différentes  relations  dans  chacune  desquelles  se  trouvent  A  et  B 
avec  une  des  quantités  r,  Ti,  r^.  On  pourrait  les  tirer  immédiate- 
ment des  éq.  [1]^  [2],  [3]^  de  la  page  362»  mais  il  sera  mieux  de 
profiter  des  calculs  déjà  faits  pour  établir  celles  dç  la  pag^e  365. 

L'égalité  [5]  est  la  première  de  celles  qu'il  faut  trouver.  Pour 
avoir  les  autres  »  on  élimine  R  entre  [6]  et  [8],  et  ensuite  on  éli- 
mine Ri  entre  [7]  et  [9].  De  cette  manière ,  en  mettant  A  et  B  dans 

un  seul  membre  et  se  rappelant  que  ;^^H,  il  vient  d'abord 

HA— GB=R^, 
g  (H.  A~G.B)=(GH.-HGOR.  j^, 

Mai4|  il  sS)père  dans  tes  aec<>ndqt  meipbres  des  rédttc^09^  remar- 


quablea,  qu^oa  obtient  en  sq  reportaai  Wlt  eoilveQ|iQ<|9  fiiitM  Wf 
h  âignifkaiion  de  G,  G»  Ga>  H?  H.»  U^.  £|)  «(Tel ,  il  ^t  imlfk  é» 
yoip  qu-on  a 

GH,_HG,_  .^^H^  —  +  _j 3=-.^  =.---, 

en  conséquence ,  les  trois  relations  dont  il  s'agit,  si  l'on  a  soin  d'y 
supprimer  les  facteurs  communs,  se  réduiront  à  celles-ci  : 

[U]  HA-GB^rz+R^, 

a 

[12]  H.à--G.B=:"R.^^, 

[13]  H.A-G.B=+^JJ. 

La  dernière  prouva  que  si  une  9olution  [a?=r«,j^3s^|^]  convient 
MX  équations  A^dS,  B^o,  la  valeur  y=^  doit  re^i^ra  nul  l't}9 

T    T      T  r 

des  faeteurs  ^,  j,  ^  ;  or,  ai  elle  donne  ^^^0,  il  ^st  clair  que  If 
solution  [a:=a,y=r|5]  se  trouva  parmi  leç  solutions  du  système 


'] 


r,     ^ ,  r 


Si ,  par  la  valeur  y=p^  on  a  —•  =0  sans  avoir  -  =::0,  l'ëgalité 

fl^i  fit 

[  U  ]  prouve  que  la  solution  {pç^ «,  y::^  ft  doit  donner  R=^o  \  ^gii^ 
elle  se  trouve  parmi  celles  du  système  I  R=:.o,— '  =0  j. 

Que  si  la  valeur  ^  donne  ^  =9,  sans  donner  ^  =0  ai  j  :=^Q,  V^8(h 
lité  [12]  prouve  que  la  solution  [x=:a,yrr(3]  satisfait  à  l^q.  R.srOj 


'] 


Ço  qui  vient  d'être  dit  démontre  que  les  éq.  A— 0»  B=0»  »'put 
pas  de  solution  qui  ne  soit  comprise  dans  l'un  df^  systèfoe^  [10}  « 
on  1^  diémooMré  «uparuvinl;  que  toute  solution  i^pp^u^n^pt  »  V^A 
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de  ces  systèmes  doit  convenir  aux  éq.  A=0,  B=0  :  donc  enûn  on 
peut  remplacer  les  deux  équations  par  l'ensemble  de  ces  systèmes, 
sans  craindre  de  négliger  de  véritables  solutions  ni  d'en  admettre 
de  fausses. 

425.  Quand  on  considère  l'élimination  comme  ayant  pour  objet 
de  donner  une  équation  finale  en  y  dont  les  racines  soieut  les 
valeurs  de  cette  inconnue  qui  font  partie  des  solutions  communes 
aux  deux  éq.  A=0,  B=0,  il  est  clair  qu'on  pourra  prendre,  pour 
cette  équation  finale , 


ddtda 


=0. 


Les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  racines  de  l'éq.  -^=0 

sont  données  par  Téq.  B=:0  ;  de  sorte  que  si  B  est  du  degré  n  par 

rapport  à  x,  la  même  valeur  de  y  pourra  se  trouver  dans  n  solu- 

ioQS  :  par  cette  raison,  M.  Labatie  regarde  l'équation  finale 

comme  devant  renfermer  ;,  à  la  puissance  n.  Par  une  raison  sem- 
blable ,  en  désignant  par  n!  et  n"  les  degrés  de  R=0  et  R,=0 
par  rapport  à  x,  cette  équation  devra  contenir  les  facteurs 

en  conséquence ,  il  prend  pour  équation  finale 


mïï- 


imw-^- 


Ces  considérations  sont  assez  conformes  à  l'esprit  de  l'analyse  ; 
mais  dans  les  applications  elles  ont  peu  d'utilité. 

Je  n'ai  emprunté  à  M.  Labatie  qu'une  partie  de  son  travail, 
mais  il  pousse  plus  loin  ses  investigations.  A  l'égard  des  facteurs 
introduits  à  chaque  division,  il  montre  comment  ces  facteurs  peu- 
vent reparaître  dans  les  restes  des  divisions  suivantes  *,  et  à  l'égard 
de  l'équation  finale ,  après  avoir  remarqué  celle  qui  précède ,  il 
l'abandonne  bientôt  pour  en  établir  une  qu'il  regarde  comme  plus 
complète.  Sur  tous  ces  points  je  renverrai  à  Fouvrage  môme  de 
l'auteur. 

426.  Lorsque  deux  équations  ont  des  facteurs  communs ,  ces 
facteurs  donnent  lieu  à  une  infinité  de  solutions,  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose  en  dautres  termes ,  à  des  solutions  indéterminées  ; 
c'est  ce  qu'on  a  déjà  remarqué  en  parlant  des  simplifications  pré- 
liminaires qu'on  peut  faire  subir  à  deux  équations  qu'on  se  propose 
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de  résoudre.  Mais  lorsqu'il  n'y  a  plus  de  facteur  commun ,  les  dif- 
férents systèmes  par  lesquels  on  remplace  ces  deux  équations  ne 
peuvent  présenter  aucune  indétermination ,  par  conséquent  je  n'ai 
rien,  sur  ce  sujet ,  à  ajouter  à  ce  qui  est  déjà  connu. 

Quant  aux  solutions  infinies,  il  n'en  a  été  rien  dit ,  et  d'ailleurs 
on  reconnaît  facilement  que  les  raisonnements  par  lesquels  on  est 
passé  ne  leur  sont  point  applicables  :  ainsi  elles  exigent  une  dé- 
termination spéciale.  Cette  détermination  est  importante  dans 
plusieurs  questions  de  géométrie  analytique ,  mais  aussi  alors  il 
est  rare  qu'elle  offre  de  sérieuses  difficultés ,  tandis  qu'en  la  pré- 
sentant d'une  manière  générale ,  abstraction  faite  de  toute  appli- 
cation ,  elle  pourrait  être  mal  comprise.  C'est  pourquoi  je  me 
bornerai  à  remarquer  ici  qu'on  peut  trouver  les  valeurs  d'une 

inconnue/^  auxquelles  répondent  des  valeurs  infinies  de  l'autre 

1 
inconnue  x.  en  faisant  d'abord  3c=^  -7,  et  ensuite  .i/^o. 

Sur  rélimination  entre  un  nombre  quelconque  d'équations. 

427.  Jusqu'ici  les  équations  à  résoudre  étaient  au  nombre  de 
deux  seulement.  Supposons  qu'on  en  ait  trois  entre  les  inconnues 
^9  y  y  ^  '  pour  parvenir  à  une  équation  finale  en  z^  on  pourra  éli- 
miner d'abord  x  entre  la  première  et  chacune  des  autres  -,  puis , 
y  entre  les  deux  équations  résultantes.  Mais  alors,  les  plus  grands 
soins  sont  à  prendre  pour  écarter  les  fausses  solutions  ;  et  ce 
qu'on  dit  ici  de  trois  équations  s'applique  à  plus  forte  raison  aux 
cas  où  il  y  en  aurait  davantage. 

Bbzout,  dans  sa  Théorie  générale  des  équations,  s*est  beau- 
coup occupé  de  cette  branche  épineuse  de  l'analyse  ;  mais  les 
méthodes  qu'il  propose ,  outre  quelques  difficultés  théoriques  dont 
elles  ne  sont  pas  exemptes ,  exigent  des  calculs  si  compliqués 
qu'on  doit  les  regarder  comme  impraticables.  Je  me  bornerai  à 
énoncer  ici ,  sans  démonstration ,  le  beau  théorème  dû  à  ce  sa- 
vant ,  savoir  que  :  si  entre  des  équations  en  nombre  pareil  à 
celui  des  inconnues,  on  élimine  toutes  les  inconnues  hors  une, 
le  degré  de  l'équation  finale  devra  être  tout  au  plus  égal  au 
produit  des  degrés  de  ces  équations. 

428.  Toutefois,  sans  entrer  ici  dans  aucun  détail  sur  la  réso- 
lution des  équations^  il  est  facile  de  reconnaître  que  si  elles  sont 

24 


S70  LEÇONS  d'algèbre* 

en  même  nombre  que  les  inconnues,  elles  n'admettront  en  général 
qu'un  nombre  déterminé  de  solutions. 

Supposons  qu*on  ait  n  équations  entre  n  inconnues  et,  y,  z, 

si  on  considère  l'une  quelconque  d'entre  elles ,  on  doit  accorder, 
lors  même  qu'on  ne  saurait  pas  la  résoudre  par  rapport  à  x, 
qu'elle  détermine  pour  cette  inconnue  un  certain  nombre  de  va- 
leurs a,  a',  a",  o^,....  qui  généralement  seront  des  fonctions  des 
autres  inconnues/,  z....  En  substituant  a  dans  les  équations  res- 
tantes ,  on  aurait  n— 1  équations  qui  ne  contiendraient  plus  que 
n— 1  inconnues,  de  même  en  substituant  a',  on  aurait  un  autre 
groupe  de  n— 1  équations  entre  n — 1  inconnues  ;  et  ainsi  de  suite 
pour  chacune  des  autres  valeurs,  «",  «"',.... 

Si  on  prend  chacun  de  ces  groupes  séparément,on  conçoit  qu'en 
tirant  de  l'une  des  n — 1  équations  les  valeurs  d'une  inconnue , 
pour  les  substitua*  dans  les  n — ^équations restantes,  on  pourra 
aussi  remplacer  ce  groupe  par  d'autres  groupes  composés  chacun 
de  n — 2  équations  entre  n — 2  inconnues.  En  continuant  de  cette 
manière ,  on  arriverait  à  une  équation  qui  ne  renfermerait  plus 
qu'une  inconnue ,  et  qui  déterminerait ,  pour  cette  inconnue ,  un 
certain  nombre  de  valeurs.  Et  enfin,  si  ces  valeurs  étaient  trou- 
vées, on  pourrait,  en  remontant  successivement  jusqu'à  la  pre- 
mière inconnue,  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  toutes  les 
autres  inconnues. 

Par  celte  explication ,  il  est  manifeste  que  les  n  équations  don- 
nées ne  peuvent  avoir  qu'un  nombre  limité  de  solutions. 

429.  Maintenant  supposons  qu'il  y  ait  plus  d'équations  que  dln- 
connues»  Soit  n  le  nombre  des  inconnues,  n-\-k  celui  des  équa- 
tions*, et,  parmi  ces  équations,  prenons-en  à  volonté  un  nombre 
égal  à  n.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  ces  n  équations  détermi- 
neront en  général  un  nombre  limité  de  solutions  5  et  comme  ces 
solutions  doivent  aussi  satisfaire  aux  k  équations  restantes ,  leur 
substitution  donnerait  *  équations  de  condition.  On  les  nomme 
ainsi  parce  qu'elles  n©  contiendraient  plus  que  des  quantités  con- 
nues, et  qu'elles  devraient  se  vérifier  d'elles-mêmes  pour  que  les 
équations  proposées  ne  fassent  pas  incompatibles. 

Lorsqu'on  a  plus  d'inconnues  que  d'équations ,  il  y  a  indéter- 
mination. En  effet,  si  n+k  désigne  le  nombre  des  inconnues ,  et 
n  celui  des  équations ,  il  est  évident  qu'on  pourra  attribuer  des 
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valeurs  arbitraires  à  k  inoaimuea ,  ot  détenniiier  ensuite  ka  n  aot 
très  inconnues  au  Bioyen  des  n  équations  donnée». 

Au  reste  y  ce  qui  vient  d*6tf  e.dii ,  dans  ce  numéro  et  dans  le  pré-^ 
cèdent ,  souffre  quelquefois  exception.  Par  exemple ,  il  peut  se 
faire  que  les  équations  soient  en  nombre  égal  aux  inconnues ,  et 
que  cependant  eUes  soient  incompatibles  ou  qu'il  y  ait  indétermi- 
nation* Les  équations  du  1^'  degré  en  offrent  une  preuve* 

UMge  de  réUmination  dans  la  transformation  do$  é^aaUonfl*  ^  ÉqoaUon  a«x 

carrés  des  différences. 

450.  Nous  avons  dit  (599)  que  réKmination  pouvait  être  né- 
ccssaire  pour  opérer  la  transformation  des  équations.  Elle  Test 
surtout  dans  les  cas  où  chaque  racine  de  la  nouvelle  équation  doit 
être  composée  avec  plusieurs  racines  de  l'équation  donnée.  Un 
exemple  suffira ,  et  je  choisis  la  question  suivante,  qui  doit  se  pré- 
senter plus  tard  dans  une  recherche  importante. 

Étant  donnée  une  équation  quelconque  à  une  seule  incon- 
nue y  trauçer  une  autre  équation  dont  les  racines  soient  les 
différences  entre  celles  de  la  première,  combinées  deux  à 
deux. 

Soit  réquation  proposée 

[A]  ^tr^+Par^-'+Qr^-^+etc.  =o. 

Nommons  xei  od  deux  quelconques  de  ses  racines ,  et^  leur  dif- 
férence, de  sorte  qu'on  ait  af—x-^-y^  l'éq.  [A]  devra  être  satis- 
faite en  y  mettant  cette  valem'au  lieu  de  xi  par  conséquent  on  a 

(x+rr+P(^+r)'""'+Q(^+yr~'+etc.=o. 

Développons  les  puissances  len  représentant  par  X ,  X',  X",  etc. 
le  polynôme  j:"'+P^''^*+etc.  et  ses  dérivés  successifs,  il  viendra 

x+xy+ixy-h^xy,..+y"'=o. 

Mais  x  est  ici  une  racine  de  [A]  \  donc  on  a  X=sO ,  et  par  suite 
réquation  ci*dessus  étant  divisée  par  y  devient 

Avant  fa  suppression  du  facteur  j^,  a:  et  a/  étaient  deux  racines 
quelconques  de  Téq.  [A] ,  et  rien  n'empêchait  de  supposer  x^t=x. 
Or ,  la  différence  x—x  étant  zéro,  il  faut  que  l'éq.  en  y,  avant  la 
suppression  du  facteur />  ait  pour  raciney=:a  ;  c'est  en  effet  ce  qui 
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arrive  puisqu'elle  est  divisible  par^,*  et  en  opérant  la  division, 
cette  racine  se  trouve  supprimée  :  de  sorte  que  les  m — 1  valeurs 
de^  dansTéq.  [B]  ne  sont  plus  que  les  différences  qu'on  obtiendrait 
en  retranchant  la  racine  désignée  par  x  de  toutes  les  autres  ra- 
cines de  réq.  [Â]. 

Afin  de  distinguer  entre  elles  les  m  racines  de  Téq.  [A] ,  repré* 
sentons-les  par  a,  b,  c,  d,...]  puis  imaginons  qu'on  remplace 
successivement,  dans  [B] ,  x  par  chacune  de  ces  racines.  Il  résul- 
terait de  ces  substitutions  772  équations ,  dont  la  première  aurait 
pour  racine9  les  différences  entre  a  et  toutes  les  autres  racines  b, 
c,  d,...'j  la  seconde ,  les  différences  entre  b  et  les  autres  racines  a, 
c,  rf,...;  et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent,  en  éliminant  a:  entre  [A j 
et  [B]  réquation  finale  en  y  aura  pour  racines  les  différences  entre 
chacune  des  racines  de  l'éq.  [A]  et  toutes  les  autres  racines  de  la 
même  équation  :  elle  sera  donc  Téquation  cherchée.  On  la  désigne 
par  la  dénomination  di  équation  aux  différences. 

431.  Remarques.  Pour  qu'elle  soit  en  effet  l'équation  aux  dif- 
férences, il  faut  que  Télimination  n'ait  point  supprimé  de  vraie  ra- 
cine ni  amené  de  racine  fausse.  C'est  dans  cette  supposition  que 
je  continuerai  de  raisonner  :  s'il  eu  était  autrement ,  on  sait  com- 
ment on  doit  tenir  compte  des  unes  et  des  autres. 

Sans  effectuer  Téliraination ,  il  est  facile  de  reconnaître  le  degré 
de  celte  équation.  En  effet ,  ses  racines  sont  les  différences 

a — b  y  a — c,-  a — d,  .,,, 
6 — a,  b — c,  b — d,  ..., 
c — a^  c — b,  c — dy  ..., 
etc.^ 

et  il  est  évident  que  ces  différences  sont  en  même  nombre  que  les 
arrangements  deux  à  deux  des  m  lettres  a,  b^  c,  etc.;  donc  réqua- 
tion aux  différences  est  du  degré  m  (m— 1). 

De  plus  )  on  voit  que  s'il  existe  dans  cette  équation  une  racine  a 
égale  à a—b,  il  y  en  a  une  autre  —a  égale  à  b — a;  donc  le  pre- 
mier membre  est  composé  de  facteurs  qui  peuvent  se  grouper  deux 
par  deux  en  produits  tels  que  (j^— a)(y4-a)==^» — a%  et  par  consé- 
quent l'équation  ne  contiendra  que  des  puissances  paires  de  ^. 
Donc,  en  posant  m(/n — l)=r2/i,  elle  sera  de  la  forme 
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Enfin ,  on  peut  faire  y*=:^,  et  elle  devient 

Celle-ci  est  appelée  équation  aux  carrés  des  différences,  pasce 
qu'en  effet ,  z  étant  le  carré  dey,  elle  a  pour  racines  les  carrés  des 
différences  des  racines  de  Téquation  donnée  [Â]. 

432.  Comme  application,  proposons-nous  xle  trouver  Téquation 
aux  carrés  des  différences  de  l'équation  du  3«  degré. 

Avant  tout  je  remarquerai  d'une  manière  générale  que  les  éq.  [C] 
et  [D]  ne  doivent  point  changer  quand  on  augmente  ou  quand  on 
diminue  d'une  même  quantité  toutes  les  racines  de  Téq.  [Â].  Par 
conséquent^  si  une  équation  donnée  a  son  second  terme,  on  pourra 
le  faire  disparaître  (395)  et  chercher  ensuite  l'équation  aux  diffé- 
rences de  la  transformée  :  on  trouvera  ainsi  la  même  équation  que 
si  on  n'eût  point  fait  évanouir  le  second  terme,  mais  les  calculs 
seront  moins  compliqués.  D'après  cette  observation,  je  supposer^ 
que  l'équation  du  3«  degré  n'ait  plus  de  second  terme,  et  qu'elle  soit 

Lorsqu'on  désigne  par  X=0  l'équation ,  et  par  X',  X",  X",.... 
les  polynômes  dérivés  de  X,  la  règle  pour  trouver  l'équation  aux 
différences  est  d'éliminer  x  entre  les  deux  équations 

X=0,    X'+|XV^-â^XV+etc.=0. 
Or,  dans  le  cas  actuel ,  on  a 

X=j:3+Qa?+R,    X'=3a:«.fQ,    X''=6x,    X-'=6; 
donc  rélimination  de  x  doit  se  faire  entre  Téq.  [1]  et  celle-ci 

[2]  3x'+Q+3xy+y^=0. 

En  conséquence,  on  ordonnera  cette  équation  par  rapport  à  a:,  puis 
on  opérera  comme  s'il  s'agissait  de  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  premiers  membres  de  [1]  et  [2]. 

Première  division. 


3x^+SQx+ZTi 
-3x^—^x-—(y^+Q)x 

— 3j^»— (y  »— 2Q)a?+ 3R 

+^x'+Syx+y^+Qx 

2(r'+Q)^+rHQr+3R. 


3.r'-^3ya:-^y'+Q 


x—y 
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Deuxième  division. 


'+Qr-3R) 


6(r+Q)  (r'+Qr— 3B)ar+4(r +0)* 


m    1 1  >    ^^»»»— »— *»««»<»i»»^w»^><»i^.».^^M^ 


Dans  la  dernière  division  ,  on  a  mnltiplîé  deux  fois  par  j^+Q 
pour  rendre  les  divisions  possibles;  mais  si  on  pose7*+Q=0,  le 
diviseur  se  réduit  à  SR ,  quantité  qui  en  général  est  différente  de 
zéro.  Ainsi,  en  égalant  à  zéro  le  deniîer  reste  et  effectuant  les 
opérations  indiquées,  Téqualion  aux  différences  est 

r'+6Qr^+9Qy»+4Q3+27R>=0  ; 

puis ,  en  posant /'=2 ,  on  a  l'équation  aux  carrés  des  différences^ 

z3+6Q2'+9Q»«+4Q3+27R»=0. 

Pour  réquation  a?»— 7â?+7=::0 ,  on  a  Q=— 7,  IU=:+7  5  et  par 
suite  réq.  en  z  devient  z^ — 422*+44ljs— 49=0. 

Usage  de  rélimination  poar  réTanoalssement  des  radicaux. 

435.  Les  procédés  qui  servent  à  calculer  le3  racines  d'une  équa- 
tion supposent  que  Tinconnue  ne  se  trouve  sous  aucun  radical  ; 
par  conséquent  il  est  très-important  de  savoir  changer  une  équa- 
tion compliquée  de  radicaux  en  une  autre  qui  ne  renferme  que  des 
termes  rationnels.  Or,  Tévanouissement  des  radicaux,  en  le  con- 
sidérant sous  un  point  de  vue  général ,  n*est  qu'une  question  d'éli- 
mination :  un  exemple  la  fera  comprendre.  Soit  l'équation 

a?— v/x— l-|-\/a?+l=0, 

dans  laquelle  chaque  radical  est  censé  représenter  indifféremment 
toutes  les  déterminations  dont  il  est  susceptible.  En  posant 

elle  devient 
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et  alors  on  voit  qu'en  éliminant^  et  z  entre  cette  dernière  équa- 
tion et  les  deux  précédentes ,  on  obtiendra  une  éq.  en  a:,  entiè- 
rement dégagée  de  radicaux  :  car  les  méthodes  générales  d'élimi- 
nation n'en  introduisent  aucun  dans  les  résultats. 

Dans  notre  exemple  les  calculs  sont  faciles.  La  dernière  équa- 
tion donnant  y=:^+a:^  réq.y»=a:— 1  devient 

et  ensuite ,  pour  éliminer  z  entre  celle-ci  et  l'éq.  z^=x+l ,  le  pro- 
cédé du  plus  grand  commun  diviseur  suffira.  L'équation  finale , 
sans  aucune  racine  étrangère ,  est 

434.  Les  méthodes  générales  d'élimination  sont  si  compliquées 
qu'on  doit  toujours  chercher  à  les  éluder.  Le  cas  où  l'équation  ne 
contient  qu'un  seul  radical  s'est  déjà  présenté  (416),  et  nous  avons 
vu  qu'on  fait  disparaître  ce  radical  en  Visolant  dans  un  membre 
de  V équation,  et  en  élevant  ensuite  les  deux  membres  à  la  puis- 
sance  marquée  par  V indice  du  radical. 

Cette  règle  a  besoin  de  quelques  explications.  Le  plus  ordinai- 
rement ,  quand  on  élève  les  deux  membres  d'une  équation  à  une 
puissance,  elle  acquiert  de  nouvelles  racines  :  par  exemple,  si  on 
a  ax^+b=:cx  et  qu'on  élève  au  carré,  il  est  clair  que  la  nouvelle 
équation  {ax^+by—c^x^  aura  non-seulement  les  racines  de  la 
proposée,  mais  encore  celles  de  l'éq.  ax*+&— — ex.  Ainsi,  il  y  a 
lieu  d'examiner  si  la  règle  donnée  ci-dessus  pour  l'évanouissement 
d'un  radical  ne  fait  pas  acquérir  trop  d'étendue  à  l'équation. 

Supposons  qu'après  avoir  transposé  le  radical ,  l'équation  soit 

[1]  X  =  i^Y, 

X  et  Y  étant  fonctions  des  inconnues  :  par  Tévanouîssement  du 
radical ,  elle  devient 

[2],  X«=Y    ou    X»— Y=o. 

Le  radical  ^Y  est  censé  avoir  toute  la  généralité  possible ,  c'est- 
à-^dire  qu'il  représente  indifféremment  chacune  des  déterminations 
dont  il  est  susceptible.  Quelle  que  soit  celle  que  l'on  constdàre , 
toutes  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à  Téq.  [1]  ne  sau- 
raient manquer  de  satisfaire  à  l'éq.  [2]  ^  et  ce  qu'il  faut  prouver, 
c'est  que  la  réciproque  est  également  vraie. 
Si  on  avait  l'équation  x"— A:==0 ,  et  qu'on  désignât  par  A',  A", 
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A'",...  les  n  valeurs  de  V^î,  on  sait  (584)  qu'on  devrait  avoir 

x"— A=(j:— A')  (a:- A")  (a:— A'").  • .  . 
Ici  on  peut  remplacer  a:  et  A  par  telles  quantités  qu'on  voudra  : 
en  conséquence  ;  je  désignerai  par  Y',  Y",  Y**,  etc.,  les  n  détermi- 
nations de  y  Y,  et  je  mettrai  X,  Y,  Y',  Y",...  au  lieu  de  x.  A, 
AS  A",.*-  il  vient  ainsi 

X«-Y=(X-Y'J  (X— Y";  (X-Y^). . .  ; 

donc  on  ne  peut  satisfaire  à  Téq.  [2]  qu'en  posant  X=Y',  ouX=Y", 
ou  X^Y"',  etc.  Ces  dernières  équations  ne  sont  autres  que  Téq.  [1] 
dans  laquelle  on  aurait  mis  successivement  chacune  des  détermi- 
nations de  i/Y'^  donc  enGn  les  solutions  de  cette  équation  sont  les 
seules  que  contienne  Téq.  [2], 

L'explication  précédente  montre  en  même  temps  comment  il  se 
fait  que  cette  dernière  équation  devienne  trop  étendue  quand  le 
radical  V^^  Y  représente  spécialement  une  des  n  déterminations  dont 
il  est  susceptible ,  comme  cela  arriverait ,  par  exemple ,  s'il  devait 
avoir  une  valeur  réelle  et  positive. 

435.  Quand  une  équation  renferme  plusieurs  radicaux,  on  ne 
peut  pas  en  général  faire  évanouir  successivement  chacun  d'eux 
par  la  règle  précédente  :  car,  dans  le  cas  où  il  n'y  en  a  que  deux , 
il  y  a  déjà  lieu  de  remarquer  que  l'opération,  qui  fait  disparaître 
un  des  radicaux ,  amène  dans  l'équation  plusieurs  quantités  radi- 
cales qui  ne  s'y  trouvaient  pas  auparavant.  Par  exemple ,  si  on  a 

X+\^Y=ï^Z, 

et  qu'on  élève  à  la  4«  puissance,  le  second  radical  disparaît  en  effet, 
mais  les  puissances  du  premier ,  jusqu'à  la  4%  se  trouvent  dans 
l'équation  résultante 

X4+4X^ \>  Y+ 6X< i^Y)»+ 4X(^ Y)^+(  1^ Y)^Z. 

456.  Cependant  lorsqu'une  équation  ne  renferme  que  deux  ra- 
dicaux ,  et  que  l'un  des  deux  est  du  2«  degré ,  on  peut ,  par  cette 
règle,  les  faire  disparaître  l'un  après  l'autre,  pourvu  que  l'on 
commence  par  celui  du  plus  haut  degré.  Alors  le  succès  du  calcul 
tient  à  ce  que  les  puissances  d'un  radical  carré  ne  reproduisent 
point  de  nouvelles  quantités  radicales.  Par  exemple ,  si  l'équa- 
tion est 

X+  v/Y=^Z , 
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on  aura  saccesmveineiit 

(X+v/Y)'=Z, 

X'+3XVy+3XY+Yi/Y"=Z, 

X'+3XY— Z=— (3X«+y)  »/ Y , 

(X'+3XY— Z)»=(3X'+Y)'y. 

437.  Si  l'on  a  une  éqaation  de  la  forme 

X=v/Y+V/Z, 

au  lieu  d'isoler  un  des  radicaux  on  peut,  si  on  le  préfère ,  élever 
immédiatement  l'équation  au  carré  :  de  cette  manière  il  vient 

X'=Y+Z+2t/YZ, 
X«— Y-Z=2/yZ, 

(X'— Y— Z)'=4YZ. 

438.  Je  placerai  encore  ici  un  cas  particulier,  dans  lequel  il  y  a 
deux  radicaux  cubiques  qu'on  fait  évanouir  très-simplement.  Soit 

En  élevant  au  cube,  il  vient 

X»=Y+Z+3(  ^ly  ^Z+3  ^Yiv  Z)', 

ou  X«— Y— Z=3t?'y^Z(^Y+^Z). 

Or,  on  peut  remplacer  V^Y+  ^Z  par  X,  et  alors  en  élevant  encore 
au  cube,  on  aura  une  équation  sans  radicaux,  savoir  : 

(X'— Y— Z)ï=27X»YZ. 


l 

CHAPITRE  XVIIL 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Racines  commensurableii. 


459.  A  défaut  de  méthode  pour  résoudre  Téquation  générale  de 
chaque  degré,  le  but  vers  lequel  je  dois  tendre  maintenant  est  de 
faire  connaître  les  procédés  par  lesquels  on  détermine,  d'une  ma- 
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nière  exacte  ou  approchée,  les  racines  des  éqmti{mi  numériques  : 
on  nomme  dinsi  celles  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  don- 
nés. Les  racines  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires  ;  et ,  parmi 
les  racines  réelles ,  il  peut  y  en  avoir  de  commensurabies.  Pour 
trouver  ces  dernières ,  il  existe  des  procédés  fort  simples  que  je 
vais  exposer  d'abord. 

440.  Je  commencerai  par  chercher  les  racines  commensuribles 
entières.  Soit  l'équation 

dans  laquelle  je  suppose  que  tous  les  coefficients  soient  entiers.  Dé- 
signons par  a  une  racine  entière  de  cette  équation,  on  devra  avoir 

[2]  AaHBa3+Ca>+Da+E=0, 

d'où  y  en  transposant  et  divisant  par  a, 

—  =— Aa'— Ba*— Ca— D. 
a 

Le  2*  membre  étant  entier,  on  conclut  que  a  est  diviseur  de  E. 
Ainsi ,  on  voit  déjà  qu'on  pourrait  découvrir  les  racines  commen- 
surabies entières  en  substituant  successivement  dans  réqaation 
tous  les  diviseurs  du  dernier  terme,  tant  positifs  que  négatifs.  Mais, 
quand  ce  terme  a  beaucoup  de  diviseurs ,  ce  procédé  exigerait  un 
grand  nombre  de  substitutions^  alors  on  abrège  le  calcul  au  moyen 
de  nouvelles  conditions ,  qui  se  déduisent  de  la  dernière  égalité. 

E 
Faisons  -  =  £^  transposons  D  et  divisons  par  a  ;  on  aura 


a 

E'+D 


=— Aei«— Btf— €  : 


a 

donc  la  somme  E'+D  doit  être  divisible  par  a. 

E'+D 
Faisons  — -^^—  =^f  transposons  C  et  divisons  encore  par  a^ 

il  vient 

a 

donc  la  somme  D'+C  doit  être  divisible  par  a, 

D'4-C 

Faisons  encore  — -î— =  C',  transposons  B  et  divisons  par  a,- 

on  obtiendra 

(y  +  B_   ^ 
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C'+B 

Enfin  faisons =  B'  et  transposons  A,  on  aura 

a 

donc  la  $omm»  Bf+A  doit  être  nuUe. 

Si  une  seule  des  conditions  précédentes  tient  à  manquer  ^  le 
nombre  a  n'est  point  racine.  Mais  il  en  sera  une  si  elles  sont  toutes 
remplies j  car  alors,  en  remplaçant  successivement  les  lettres 
B', €',•••  par  les  quantités  qu'elles  représentent,  on  pourra  re- 
monter de  l'égalité  B'+ A=^0  jusqu'à  l'égalité  [2]. 

Ainsi ,  en  résumé,  après  avoir  préparé  une  équation  de  manière 
que  tous  ses  coefficients  soient  entiers  (et  alors  celui  du  l*"^  terme 
peut  être  différent  de  Tunité),  les  conditions  auxquelles  on  recon- 
naîtra qu'un  nombre  entier  est  racine  de  l'équation  seront  celles-ci  : 

Qu'il  soit  un  diviseur  du  dernier  terme -^  qu'il  dinse  exac- 
tement la  somme  qu'on  obtient  en  ajoutant  le  quotient  avec 
le  coefficient  du  terme  affecté  de  x  \  qu'il  divise  exactement  la 
somme  du  nouveau  quotient  ajouté  au  coefficient  du  terme 
affecté  de  x*\  et  ainsi  de  suite  ^jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  ajouter 
le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équation  avec  le  dernier 
quotient ,  ce  qui  devra  donner  une  somme  égale  à  zéro. 

441,  A  ces  conditions  on  en  peut  joindre  d'autres  qui  ont  été 
indiquées  par  Newton  ,  et  que  je  vais  faire  connaître. 

a  étant  une  racine  quelconque  de  Téq,  a7'"+etc.=0,le  1"  membre 
de  cette  équation  doit  être  divisible  par  x^ — a  ,•  de  sorte  qu'en  dé- 
signant ce  !•'  membre  par  X,  et  le  quotient  par  Y,  on  a 

X={x—a)Y. 

Si  a  est  une  racine  entière  et  que  X  ne  renferme  que  des  coeffi- 
cients entiers ,  il  en  sera  de  même  de  Y  :  car  la  division  par  x — a 
ne  peut  point  amener  de  fraction  au  quotient ,  attendu  que  le 
!•'  terme  du  diviseur  a  pour  coefficient  Tunité. 

Cela  posé ,  si  l'on  fait  jî=+1  ,  le  facteur  x — a  devient  — (<ah— 1), 
et  il  est  évident  que  X  et  Y  prendront  des  valeurs  entières  ;  donc, 
lorsque  a  est  une  racine  entière  >  il  doit  arriver  qu'en  substt^ 
tuant  +1  au  lieu  de  x  dans  l'équation ,  le  résultat  de  la  sub^ 
stitution  soU  divisible  par  a — 1 .  On  prouve  de  la  même  ma- 
nière que  la  substitution  de  -«-1  doit  dann&^  un  nombre  divisible 
par  9i+l. 

Telles  sont  les  nouvelles  conditions  à  Taîde  desquelles  on 


1 
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pourra  juger  tout  d'abord  que  certains  diviseurs  du  dernier  terme 
ne  sont  pas  racines  de  Téquation. 

'  Remarquez  que  les  résullats  de  la  substitution  de  +1  et  de  — l 
dans  réquation  s'obtiennent  par  des  additions  et  des  soustractions 
qui  s'opèrent  entre  les  coefficients  mêmes  de  l'équation. 

44à.  EnGn,  dès  à  présent,  je  ferai  remarquer  que  si  on  connais- 
sait deux  nombres  entre  lesquels  fussent  comprises  toutes  les 
racines  réelles  de  l'équation ,  il  faudrait  rejeter  tous  les  diviseurs 
qui  excèdent  ces  limites.  La  détermination  de  ces  limites  va  bientôt 
nous  occuper. 

445.  Pour  exemple,  proposons-nous  de  trouver  les  racines 
entières  de  l'équation 

a:r'— I2x"+ 13a;— 15~  Ô. 

Après  avoir  reconnu  par  la  substitution  immédiate  que  +1  et 
— 1  ne  sont  point  racines,  j'écris  sur  une  ligne  horizontale  les  autres 
diviseurs  du  dernier  terme  et  je  leur  applique  à  tous  simultané- 
ment les  règles  du  n^  440.  Les  calculs  se  présentent  comme  ci- 
dessous  : 


Quotients 
Quotients 
Quotients 


La  1'*  ligne  renferme  )es  diviseurs,  tant  positife  que  négatifs  du 
dernier  terme  -—15^  et  la  2«  contient  les  quotients  de  ce  dernier 
terme  par  chacun  de  ses  diviseurs. 

La  3«  est  formée  en  ajoutant  aux  quotients  qu'on  vient  de  trouver 
le  coefficient  +13  du  terme  +I3x,*  et  la  4%  en  divisant  ces  dif- 
férentes sommes  par  les  diviseurs  correspondants.  Les  divisions 
qui  ne  se  font  pas  exactement  indiquent  que  les  diviseurs  +3, 
+15,  — 5,  ^-^15,  ne  sont  pas  racines  de  l'équation. 

La  5*  ligne  se  forme  en  ajoutant  aux  derniers  quotients  le^^oef- 
ficient  — 12  du  terme  —l^x*  ^  et  la  6«  en  divisant  les  nouvelles 
sommes  par  les  diviseurs  correspondants.  Cette  épreuve  ne  fait 
rejeter  ici  aucun  nouveau  diviseur. 


+3, 

+  5, 

+13, 

-3, 

-5,    -16, 

-5, 

-3, 

-1, 

+  5, 

+  3,    +1, 

+8, 

+10, 

+12, 

+18, 

+16,    +14, 

» 

+  2, 
-10, 

* 

-6, 
-18, 

*                      ♦ 

-2, 

+  6, 

• 

0. 

»f 

LEÇONS  D'ALGEBRE.  381 

Enfin ,  la  dernière  ligne  est  formée  en  ajoutant  le  coefScient  2 
du  premier  terme  2ûo^,  aux  derniers  quotients  ;  et  comme  on  ne 
trouve  zéro  que  dans  la  colonne  du  diviseur  5 ,  on  conclut  que  5 
est  la  seule  racine  entière  de  Téquation. 

Je  n'ai  point  fait  usage  des  conditions  du  n**  441  :  voici  comment 
on  pouvait  s'en  servir.  Après  avoir  substitué  +1  dans  l'équation 
on  trouve  2—12+13 — 15  ou  —12-,  et  comme  ce  nombre  n'est 
divisible  ni  par  15 — 1,  ni  par  — 15— 1,  on  conclut  que  les  divi- 
seurs +15  et  —15  ne  sont  pas  racines.  Semblablement ,  la  substi- 
tution de  — 1  donnant  pour  résultat  —42,  et  ce  nombre  n'étant 
divisible  ni  par  3+1,  ni  par  — 5+1,  on  conclut  aussi  que  +3  et 
—6  ne  sont  pas  racines.  Ainsi,  les  seuls  diviseurs  qui  seraient 
restés  à  essayer  sont  +5  et  — 5. 

Remarques.  La  racine  ^=6  étant  connue ,  on  peut  diviser 
l'équation  par  le  facteur  x — 5,  et  on  aura  pour  quotient  2a:*  —  2a: 
+3=0,  d'où  Ton  tire  x^=\±.\\^  —b.  Alors  l'équation  proposée 
est  complètement  résolue,  et  ses  trois  racines  sont 

Lorsque  l'équation  est  privée  de  quelques  termes,  il  ne  faut  pas 
oublier  d'y  avoir  égard ,  en  comptant  leurs  coefficients  comme 
^aux  à  zéro ^  par  conséquent,  les  quotients  auxquels  on  doit  les 
ajouter  pourront  être  soumis  immédiatement  à  de  nouvelles  divi- 
sions. On  verra  plus  loin  un  exemple  de  ce  cas  (447). 

444.  La  méthode  qu'on  vient  d'expliquer  ne  montre  pas  com- 
bien les  racines  qu'elle  détermine  entrent  de  fois  dans  l'équation. 
Pour  le  reconnaître ,  le  moyen  qui  s'offre  le  premier  est  de  di- 
viser l'équation  parles  facteurs  correspondants  à  ces  racines,  prises 
chacune  une  seule  fois ,  et  d'exiiminer  ensuite,  soit  par  la  substi- 
tution immédiate ,  soit  par  les  règles  du  n""  440^  si  ces  racines  ap- 
partiennent encore  à  l'équation  restante.  S'il  s'en  trouve  quelques- 
unes  qui  la  vérifient,  elles  doivent  entrer  au  moins  deux  fois  dans 
la  proposée.  Par  une  nouvelle  division  ^  on  connaîtra  celles  qui 
peuvent  y  entrer  trois  fois  \  et  ainsi  de  suite. 

S'il  s'agissait  seulement  de  savoir  combien  de  fois  une  racine 
commensurable  a  se  trouve  répétée  dans  l'équation ,  il  est  bon  de 
remarquer  que  les  calculs  mêmes  qui  ont  fait  découvrir  cette  ra- 
cine font  aussi  connaître  les  coefficients  de  l'équation  résultant  de 
la  division  par  x^a.  £n  effet,  les  quotients  entiers  dont  il  est 
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parlé  dans  le  d"*  440,  étant  pris  avec  un  signe  contraire  et  dans 
un  ordre  inverse ,  sont 

A,  Aa+B,  Aa*+Ba+C,  Aa^+Ba^+Ca+I}. 

Or,  si  on  se  reporte  à  la  fin  du  n^  583,  on  voit  qu'ils  sont  précisé- 
ment les  multiplicateurs  des  diverses  puissances  de  x,  dans  le  quo- 
tient qu'on  obtient  en  divisant  par  x—a  le  V  membre  de  l'éq,  \y\. 

Dans  l'exemple  du  n^  443,  on  a  trouvé  que  x=6  est  une  racine-, 
et  les  quotients  correspondants  qui  se  trouvent  dans  le  tableau 
des  calculs,  étant  pris  en  ordre  inverse  et  avec  des  signes  con- 
traires, sont  +2,  —2,  +3.  En  conséquence  la  division  deTéqua- 
tion  par  x—6  donnera  l'équation  2x»— 2a:-f  3=0,  Comme  cette 
dernière  n'est  pas  satisfaite  par  ^—5,  on  conclut  que  cette  racine 
ne  se  trouve  qu'une  seule  fois  dans  l'équation  proposée, 

La  môme  question  se  résout  aussi  au  moyen  des  polynôme» 
dérivés.  En  effet ,  on  sait  (408)  que  si  une  équation  X=cô  renferme 
le  facteur  (a:—a)%  le  polynôme  dérivé  X'  doit  renfermer  (j: — û)"""'v 
donc  le  polynôme  X"  dérivé  de  X'  doit  contenir  (j:— a)"""*,  et 
ainsi  de  suite.  Ainsi,  le  nombre  des  équations  X=^0,  X'=0, 
X"=0,...  qui  seront  vérifiées  par  la  valeur  x=a,  indiquera  com- 
bien réq.  X=0  a  de  racines  égales  à  a. 

Dans  la  recherche  qui  nous  occupe ,  on  pourra  aussi  s'aider  da 
cette  remarque,  dont  le  lecteur  démontrera  facilement  l'exacti- 
tude :  que ,  si  une  racine  entière  a  entre  n  fois  dans  une  équation 
à  coefficients  entiers,  de  la  forme  Aj:"*+Rr"*~'+etc-=o,  le  der- 
nier terme  doit  être  divisible  par  a"",  et  les  termes  précédents ,  ea 
x,ar%...a:«""% divisibles  para"""»,  a"""*,,. .a. 

445.  Après  avoir  trouvé  toutes  les  racines  entières,  tant  égales 
quMnégales,  on  peut  les-ôter  de  l'équation,  et  s'il  y  a  encore  des 
racines  commensurables  dans  l'équation  restante ,  elles  doivent 
être  fractionnaires  :  occupons*nou6  maintenant  de  ces  dernières. 
Leur  détermination  repose  sur  ce  principe ,  que  Silet'^  terme 
dune  équation  a  pour  coefficient  Vunité,  et  si  les  autres  ter^ 
mes  ont  des  coefficients  entiers ^  cette  équation  ne  peut  avoir 
pour  racines  commensurables  que  des  nombres  entiers. 

Pour  le  démontrer,  soit  Téqoation 

dans  laquelle  P,  Q,..<  T,  U,  soBt  des  coefficients  entiers.  Mettons 
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a»  lieQ  de  x  un  nombre  fractionnaire  r ,  qu'on  peut  toujour»  re- 
garder comme  irréductible ,  Téquation  deviendra 

De  là ,  en  multipliant  par  A*""'  et  transposant,  on  tire 

Or,  a  et  ô  étant  des  nombres  premiers  entre  eux,  le  1*'  membre 
de  cette  égalité  est  une  fraction  irréductible,  tandis  que  Tautre  est 
un  nombre  entier;  donc  régaltlé  est  impoisaile.  Donc  aiumn 
nombre  fractionnaire  ne  peut  satisfaire  à  Téquation. 

446.  Lorsqu'après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  le  coefficient 
du  premier  terme  n'est  pas  l'unité,  on  transformera  l'équation  en 
une  autre  qui  remplisse  cette  condition  \  et  pour  cela  il  suffira  de 
faire  V  inconnue  x  égale  à  une  nouvelle  inconnue  y,  divisée  par 
le  coefficient  du  premier  terme  de  V équation  proposée. 

Alors  il  est  clair  que  toutes  les  racines  comnKïnsurables  de  cette 
équation  répondront  à  des  racines  commensurables  de  la  transfor- 
mée-, et  comme  celle-ci  ne  peut  en  avoir  que  d'entières,  on  les  dé- 
terminera toutes  par  les  règles  connues,  après  quoi  on  en  con- 
clura celles  de  la  proposée. 

Pour  montrer  directement  comment  on  découvre  la  transforma- 
tion ci-dessuSy  supposons  que  l'équation  donnée  soit 

Aa:«+Ba:'«-"»+Cx"»-»+etc.=0, 
A,  B,  C  V*  étant  des  coefficients  entiers.  Faisons  xr=z^ ,  il  vient 

ou  bien,  en  multipliant  par  j^"^', 

A 
t!:y«-(.By'»-*+C^"**"*+eic.=0. 

z 

Àlora  on  voit  qne  le  coefficient  dey"*  deviendra  égal  à  Tunilôy  et 
que  les  autres  coefficients  seront  entiers,  en  prenant  z=zàk^  ce  qui 
est  conforme  à  la  règle  énoncée. 

Â»  reste ,  cette  règle  revient  à  celle  du  n*"  393,  et  ici  encore  il 
convient  d'observer  qu^n  pourra  dans  certains  cas  particolw» 


peine  qu'on  peut  prendre  ^=2,  ce  qui  revient  à  poser  ^=^.  En 
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choisir  pour  z  un  nombre  moindre  que  A ,  ce  qui  donnera  une 
transformée  dont  les  coefficients  seront  plus  simples. 

447.  Pour  terminer,  proposons-nous  de  chercher  toutes  les  ra- 
cines commensurables  de  l'équation 

4^:4—1  lx»+7a:— 6—0. 

On  pourrait  chercher  d'abord  les  racines  entières  •,  mais  les 
coefficients  étant  peu  considérables ,  il  sera  mieux  de  transformer 
tout  de  suite  cette  équation  en  une  autre  dont  le  1*'  coefficient  soit 
l'unité,  sans  que  les  autres  cessent  d'être  entiers.  Suivant  la  règle 

générale,  il  faut  faire  x:==r-'  5  mais  si  on  fait  a:= -,  on  verra  sans 

^et ,  par  là  on  trouve  cette  transformée 

Comme  elle  ne  peut  avoir  pour  racines  commensurables  que  des 
nombres  entiers,  après  avoir  reconnu  que  +1  et  — 1  ne  peuvent 
point  la  vérifier,  je  lui  applique  les  règles  du  n°  440.  Voici  le  ta- 
bleau des  calculs  : 

+  2,+3,-H,+  6,+  8,+lf,+24,.-  2,-  3,-  4,^  6,-  8,-13,-24. 

QttOtiento-12,— 8,-6,—  4,-  3,—  2,—  1,+12,+  8.+  6,+  4,+  3,+  2,+  i, 

+  2,+6,+8,+10,+ll,+12,+13,+26,+22,+20,+18,+17,+16.+l6, 

Quolients+  l,+2,+^  *        *   +  1,     * . -13,  *   -  5,- 3,    *        *       * 

-10,— 9,-9,  —10,          —24,         -16,-14, 

Quotients—  5,-3,    *  *             +12,         +  4,     ♦ 

Quotients      *— 1,  —6,         —1, 

0,  *                0. 

Aux  quotients  de  la  6«  ligne  il  fallait  ajouter  le  coefficient  de  y>  \ 
mais  comme  ce  coefficient  est  0,  on  a  divisé  immédiatement  ces 
quotients  par  les  diviseurs  correspondants.  Pour  appliquer  à  Téq. 
en  j'iriles  règles  du  n^  441,  il  faudrait  substituer  +1  dans  cette 
équation ,  ce  qui  donne  —20,  puis  rejeter  tous  les  diviseurs  qui , 
étant  diminués  de  1,  ne  peuvent  pas  diviser  —20.  Alors  il  ne  res- 
terait plus  à  essayer  que  les  seuls  diviseurs  +2,  +3,  +6,  —3,-4. 
En  substituant  —1  dans  l'équation ,  il  vient  —48  \  et  en  reje- 
tant aussi  le  diviseur  +  6 ,  qui ,  étant  augmenté  de  1 ,  ne  peut 
pas  diviser  — 48,  il  ne  resterait  plus  à  essayer,  par  les  divisions 
successives,  que  le»  quatre  nombres  +2,  -|-3, — 3,  —^4,  Par  là 
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on  voit  que  les  calculs  du  tableau  préqéderU  seraient  cousidéra- 
Mement  simplifiés. 

On  reconnaît  à  la  fin  que  +3  ©^  — ^  so»t  racines  de  l*équatioii 
en  y.  En  la  divisant  par  le  produit  (y— 3)(y+4),  il  vient 

r-y+2=0,      d'où     y=i±4/=7. 

Les  quatre  valeurs  de  y  étant  connues,  la  relation  x^  -^y  donnera 
celles  de  x,  savoir  :  x=^ f ,    x=—2,    x—^dz^y/f--?. 

Limites  des  racines  des  équations. 

448.  La  méthode  qui  sert  à  trouver  les  racines  commensurables 
n'est  à  proprement  parler  qu'une  suite  de  tâtonnements^  tellement 
coordonnés  qu'on  est  sûr  de  trouver  toutes  les  racines  de  celte 
espèce  qui  peuvent  exister  dans  une  équation.  C'est  encore  par 
des  tâtonnements  qu'on  obtiendra  les  valeurs  approchées  des  ra- 
cines incommensurables^  et,  pour  établir  les  règles  qui  doivent 
les  diriger,  la  première  question  qui  va  nous  occuper  sera  d'assi- 
gner des  limites  aux  racines,  c'est-à-dire  de  déterminer  deux 
nombres  entre  lesquels  soient  comprises  toutes  les  racines  posi* 
tives  de  l'équation ,  et  deux  nombres  entre  lesquels  soient  com- 
prises toutes  les  racines  négatives. 

449.  D'abord ,  proposons^nous  de  déterminer  une  limite  su- 
périeure des  racines  positii^es. 

Soit  a:'"  le  premier  terme  et  N  le  plus  grand  coefficient  négatif 
d'une  équation  donnée  X^O.  Si  on  considère  la  quantité 

on  est  sûr  que  la  partie  positive  n'y  est  pas  plus  grande  que  dans  X, 
et  que  la  partie  négative  n'y  est  pas  moindre.  Or,  il  est  facile  d'as- 
signer à  X  une  valeur  x=^l,  à  partir  de  laquelle  toutes  les  valeurs 
plus  grandes  rendront  X,  positif^  donc  aussi ,  à  plus  forte  raison , 
toutes  ces  valeurs  rendront-elles  X  positif.  Ainsi,  à  partir  de  a:=Z^ 
aucune  valeur  ne  devra  anéantir  X,  et  par  conséquent  on  pourra 
prendre  l  pour  la  limite  cherchée. 

Pour  déterminer  l  rappelons  (53)  que  x'"  — l  =  (:r  —  1)  x 
(af'^+x"''*. . .  +X+  i)  y  en  conséquence,  on  aura 

N(.r'"— 1)  _  j:"'(a:— 1— N)+N 


X.~x'"— 


25 


û 
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Or,  sous  cette  forme ,  on  voit  sul-^lè-chAmp  que  Xt  sera  positif  en 
prenant  x=J!i+i  ou  j:>N+1  -,  donc  on  aura  une  linUie  supé- 
rieure des  racines  posUives  en  augmentant  d*une  unité  le  plus 
grand  cofficient  négatif  de  V  équation  pris  positivement^ 
Cette  règle  donne  Z=101  pour  limite  des  racines  de  l'équation 

[1]     0:7+8x^+2x5— 10a:4—40^3^10x'—l4j:~100=0. 

430.  En  suivant  la  même  voie ,  on  peut  parvenir  à  une  autre 
règle ,  dans  laquelle  on  aura  égard  au  rang  du  premier  terme  né- 
gatif. Supposons  que  ce  terme  renferme  x'"'"%  représentons  en- 
core par  N  le  plus  grand  coefficient  négatif,  et  posons 

on  pourra  raisonner  iiïv  X»  eortiine  êtxt  Xi.  D'àbotd  on  a 

jy .   rtr^r^ '—1)     ±*^"^^ia:* - *{x—i )-^N]+N 
^*  X — 1  ,  X — 1 

donc  Xa  sera  positif  si  on  substitue  au  lieu  de  x  une  valeur  plus 
grande  que  l ,  et  telle  qu'on  ait 

x^-^(x— 1)>N. 

Ces  conditions  seront  évidemment  rempUds  sîob  trouve  pour  d:  une 
valeur  >l  qui  satisfasse  à  l'équation  («:— ►iy-'(a>-*l)»N  j  ou^  ee 
qui  est  la  même  chose ,  à  celle-ci  ; 

De  là  on  tire  en  effet  une  valeur  >li  savoir  :  xr^l  +  ^W«^ 

Ainsi  on  peut  établir  cfette  règle  :  Du  plus  grand  cùe^ôtent 
négatif  de  Véquatiùn,  pris  positivement^  extrayez  la  racine 
dont  l'ordre  est  marqué  par  la  différence  entre  le  degré  de 
l'équation  et  le  degré  du  premier  terme  négatif,  puis  d  cette 
racine  ajoutez  V unité -^  ta  somme  sera  une  limite  supérieure 
des  racines  positives. 

Lorsque  le  premier  terme  négatif  succède  immédiatement  au 
V'  terme  de  Téquation ,  cette  limite  coïncide  avec  celle  du  numéro 
précédent-,  mais  lorsqu'il  est  éloigné ,  et  que  le  coefficient  N  sur- 
passe l'unité,  elle  sera  toujours  plus  approchée.  Par  exemple, 
dans  réq.  [1],  elle  est  l  +  V  loo  ou  6,  limite  beaucoup  moindre 
que  le  nombre  101  donhé  par  la  première  règle. 

451.  Ces  dêui  règles  sont  d'une  application  prompte  e(  facile  : 
mais  comme  elles  donnent  presque  toujours  une  limite  trop  éloi- 
gnée, la  marche  suivante  doit  être  préférée. 
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Supposons  d'abord  que  Téquation. donnée  XrrrO  se  compose 
d'und  suite  de  termes  positifs  ^  apfès  lesquels  il  n'y  ait  plus  que 
des  termes  négatifs ,  tous  de  degré  moindre  que  les  premier^j  Soit 
Y  l'assemblage  dea  termes  ptisitifs^ — Y'  celui  des  termes  négatifs  ^ 
el  af  là  pillé  petite  puissance  de  x  renfermée  dans  Y^  on  aura 


XrrrrY— Y'=:.xY- ~  ^' V 


Dans  le  quotient  de  Y  par  x'  aucun  terme  ne  doit  contenir  x  en 
dénominateur)  et  le  contraire  doit  arriver  à  tous  ceux  du  quotient 
de  Y'  par  x'*^  donc,  en  faisant  croître  x  à  partir  d'une  valeur  posi- 
tive quelconque  ^  le  premier  quotient  doit  augmenter ^  ou  au  moins 
rester  eonsiant  si  Y  est  un  monôme,  tandis  que  te  seeond  quotient 
diminue  iféceasairemetiti  Ainsi,  dès  qu'une  valeur  positive  x^=^l 
rendra  positif  le  polynôme  X  ou  Y— Y',  on  sera  certain  qu'en  y 
substituant  au  lieu  de  x  des  valeurs  plus  grandes  \  les  résultats 
seront  toujours  positifs,  et  môme  qu'ils  iront  en  augmentant  jus- 
qu'à l'infini.  Au  delà  de  /  il  n'y  aura  donc  aucun  nombre  qui  puisse 
anéantir  Y— Y'-,  par  conséquent  Z  sera  une  limite  supérieure  des 
racines  positives.  De  là  oii  èdnclùt  que  si  ôii  substitue  dans  X  suc- 
cessivement,  aii  lieu  de  x,  des  nômbréà  pôâitifs  ôroissants  jtfsqu'â 
ce  qu*on  ait  un  résultat  positif ,  lë  nombre  qui  donnera  ce  résultat 
sera  la  limite  cherchée. 

Maintenant,  supposons  que  l'équation  renferme  des  termes 
positifs  entremêlés  de  termes  négatifs ,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
ordinaire.  Il  est  toujours  permis  de  considérer  le  premier  terme  - 
de  l'équation  comme  positif.  Réuriissôns-y.  le.^  termes  positifs  qui 
peiJverit  se  trouver  âViint  le  premier  tertne  négatif,  et,  faisant 
abstraction  des  autres  terme^^  positifs ,  comparons  cette  somme 
avec  celle  des  termes  négatifs  de  l'équation.  Le  raisonnement  ci- 
dessus  prouve  qu'on  obtiendra  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  en  déterminant  une  valeur  positive  de  x  qui  rende  la 
premiè^e  somme  Supérieure  à  la  seconde;  et  C'est  à  quoi  fon  réus- 
sit facilement  en  substituant  au  lieu  de  x  des  nombres  croissants 
à  partir  dér  zéro. 

Dfiins  le  cas  qui  nous  occupe  <  où  les  termes  positifs  et  négatifs 
§ont  entremêlés,  on  pourra  souvent  partager  le  1^'  membre  de 
l'équation  en  plusieurs  parties»  dans  chacune  desquelles  on  aurd 
soin  de  meliro  un  ou  pliiaieura  terme»  positifs ,  suivis  de  termes 
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négatifs  de  degré  moindre.  Alors  on  déterminera ,  comme  plus 
haut,  perdes  essais  successifs,  une  valeur  positive  à  partir  de 
laquelle  toutes  ces  parties  soient  positives;  et  cette  valeur  pourra 
être  prise  pour  la  limite  cherchée.  Souvent  aussi  il  y  aura  plu- 
sieurs manières  d'opérer  le  partage  des  termes  de  Téquation ,  ce 
qui  pourra  donner  différentes  limites;  mais  on  choisira  toujours 
la  limite  la  moins  élevée. 

Dans  tous  les  cas,  il  est  à  remarquer  non-seulement  que  la  li- 
mite à  laquelle  on  parvient  jouit  de  la  propriété  que  les  nombres 
plus  grands ,  étant  substitués  dans  l'équation  ,  donnent  des  résul- 
tats positifs,  mais  encore  que  ces  résultats  vont  en  augmentant 
jusqu'à  rinfini.  La  première  condition  est  la  seule  nécessaire  pour 
qu'un  nombre  soit  limite  supérieure  des  racines  positives  :  car  H 
résulte  d'un  théorème,  qui  sera  démontré  plus  loin  (458),  que 
tout  nombre  au-dessus  de  la  plus  grande  racine  positive  doit 
donner  un  résultat  positif. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  l'équation 

^4_3^3^2a:'— 3x— 8=r0. 

En  comparant  le  premier  terme  avec  les  termes  négatifs ,  on  con- 
sidérera seulement  le  polynôme  x^—^x^—^x—S  :  or,  si  on  essaie 
successivement  x^O,  1,  2,  3,  4,  on  trouve  que  x-4  donne  un 
résultat  positif;  donc  ce  nombre  peut  être  pris  pour  limite. 

Mais  le  premier  membre  de  l'équation  se  présente  de  lui-même 
comme  la  somme  des  deux  quantités  x^—^x^  et  2a:*— 3a:~^, 
dont  Tune  devient  zéro ,  et  l'autre  devient  positive ,  par  l'hypo- 
thèse x~3.  Cela  suffit  pour  qu'on  puisse  prendre  3  pour  limite. 
Soit  encore  l'équation ,  qui  nous  a  déjà  servi  d'exemple  (447), 
[1]    xT+Sx^+'ix^--^0x^—40x^+10x^—\4x—1007=z0. 

Parmi  les  différentes  manières  de  décomposer  le  1*^  membre  ,  je 
choisirai  celle-ci  : 

(^7—1 00)+  (8a:^+2x^—  1 0x^—^0x^)+{10x*-'l4x) 

1  6  7 

ou      {x'J  — 10Ô)+  SxHx^+  -X*—  -|X— 5)+10ar(a:—  -). 

Comme  chaque  partie  devient  positive  par  la  valeur  x='^,  on  est 
sûr  que  2  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives.  Cette 
limite  est  encore  plus  approchée  que  celle  du  n°  450. 
4S2,  Newton  employait  un  procédé  assez  commode ,  par  le- 
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c)uel  on  trouve  souvent  une  limite  plus  approchée  que  par  les  au- 
tres. Il  consiste  à  chercher  un  nombre  tel  que  si  on  le  retranche 
des  racines  de  Téquation  proposée ,  il  en  résulte  une  transformée 
dont  tous  les  termes  soient  positifs.  Alors  il  est  évident  qu'aucune 
valeur  positive  ne  pourra  satisfaire  à  cette  transformée ,  et  que  par 
conséquent  le  nombre  dont  il  s'agit  surpassera  nécessairement  la 
plus  grande  racine  positive  de  la  proposée. 

Soit  l  ce  nombre  inconnu  ;  pour  diminuer  de  l  toutes  les  racines 
d'une  équation  donnée  X=i0,  on  fait  x^l+y,  et  il  en  résulte  une 
transformée  en/,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

L,  L',  L",....  représentant  le  polynôme  X  et  ses  dérivés  X',  X",... 
dans  lesquels  x  aurait  été  remplacé  par  L  Or,  on  veut  que  tous  les 
coefficients  de  l'équation  en/  soient  positifs 5  par  conséquent  la 
question  se  réduit  à  trouver  une  valeur  de  x  qui  rende  positives 
toutes  les  quantités  X,  X',  ^X",  2T3X"',  etc. 

X  étant  du  degré  m,  X'  est  du  degré  /n— 1,  X"  est  du  degré 
iw— 2,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  quantité,  qui  ne  con- 
tient plus  X  et  qui  est  essentiellement  positive.  11  convient  donc 
de  déterminer  d'abord  une  valeur  de  x  qui  rende  positive  Tavant- 
dernière  quaotité,  Ce  qui  sera  toujours  facile  puisqu>lle  est  du 
1"  degré;  ensuite  on  augmentera  cette  valeur,  si  cela  est  néces- 
saire, jusqu'à  ce  qu'elle  rende  aussi  la  quantité  précédente  posi^ 
tive  *,  et  on  continuera  de  môme,  en  remontant  successivement  jus- 
qu'à X.  Pour  plus  de  commodité ,  on  n'emploie  dans  ces  essais 
que  des  nombres  entiers. 

Pour  exemple  soit  l'équation 

jc*+a:*— 4a:^— 6a:»— 7000a:+800r=  0. 
On  aura 

X  —    x^+  x^—  4:t*—  6x'— 7000x-t-800, 
X'  =  5a:4+4a:3_12a:*— 12.r~7000, 
IX"  =\Ox^+^x^—nx  —6,  ^ 
^X"' ^lOx^^Ax  ^  4, 

27374^     =    5a:-f-l. 

On  voit  sur-le-champ  qu'en  faisant  07=1,  les  deux  derniers  poly- 
nômes sont  positifs.  ^X"  le  deviendra  en  prenant  x=:^  5  et  X',  en 
s'élevant  jusqu'à  x~"/.  Comme  cette  valeur  rend  aussi  X  positif, 
on  conclut  qu'on  peut  prendre   7  pour  limite.  On  trouverait 
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70ÛOnf-1  par  in  vèg\»  1)11  n*"  441),  et  l-hi/TOOO  ou  84  par  eel|e 
du  n»  4S0. 

Remarque.  On  peut  prouver  d'une  manière  générale  que,  dans 
aes  esisaig ,  on  n'aura  jamais  à  revenir  sur  les  précédents.  Suppo- 
sons ,  par  exemple ,  qu'en  commençant  par  le  polynôme  du  1**  de- 
gré, et  s'élevant  successivement  jusqu'à  X",  on  ait  trouvé  une 
valeur  x=:l  qui  rende  positifs  tous  les  polynômes  X",  X**,  X***,.- 
Augmentons  jo  et  ehangeons  x  en  jc+A  ;  comme  les  polynômes 
dérivés  de  X"  sont  X"',  X"",...  il  est  clair  que  X"  deviendra 
X"+X*'AH-  iX*"A»-|-...  -,  par  conséqueiit ,  dè^  qqe  la  valeur  xs=l 
rend  X",  X'*',,..  positifs ,  on  es!  çerlajn  qu'une  valeur  >Z  rendra 
encore  X"  positif.  On  voit  môme  que  plus  x  surpassera  l^  plus  X' 
croîtra. 

4S3.  Jusqu'ici  il  n'a  été  question  que  de  I9  limite  supérieur^  des 
racines  positives.  Elle  e§t  en  effet  la  plus  importante ,  car  elle  sert 
à  trouver  toutes  les  autres.  Pour  détppniiper  une  limite  inférieur^ 

^fi  oes  racines ,  faisons  a:==  -  dans  réqu^tion  proposée ,  et  repré- 

y 

sentons  par  l  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  trans- 
formée. Il  est  évident  que  y  ser^  yn  qiîuMent  r«oip4rfi  que  1^  plus 

petite  racine  positive  de  la  proposée,  de  sopte  qu'on  pourra  prendre 
oe  quotient  pour  la  limite  cherchée  Dans  les  applications,  il  con- 
vient qu'elle  soit  la  plus  grande  possible  ^  par  conséquent  qn  choH 
sira  pour  l  la  limite  la  plus  rapprochée  qu'on  pourra. 

Si  on  n'avait  pas  d'autre  but  que  d'obtenir  une  limite  inférieure 
différente  de  zéro,  on  y  parviendrait  sur-le-champ  en  dis^Uant, 
dans  V équation  donnée ,  le  dernier  terme  par  la  somme  de  ce 
dernier  terme  et  du  plm  grand  oo^çienê  de  signe  contraire 
à  ce  terme. 

Pour  défnontper  celte  règle ,  soit  l'équation 

[A]  x^+Vx'"-\..+Sx*+Tx±V:^0, 

En  faisant  jc—  - ,  et  ramenant  l'équation  résultante  à  la  forme 
ordinaire ,  il  vient 

$VPposQQS  que  dan$  [A]  le  plas  grai)4  CQefQcient  de  pigoo  çon- 


traire  à  ±:U  ait  pour  Talenr  absolue  B,  il  egtelair  que  ^r  ^^  1^ 

plus  f;rand  cpe(Iicien(  négatif  de  la  transformée  j  donc  on  peut 

R  1  U 

prendre  Z=  =^  + 1 ,  et  par  suite  -  =  frjT?  »  contowuément  à  la 

règle  énoncée. 

454.  Quant  aux  limites  des  racines  négatives ,  on  les  trouve  en 
ebangeant  a?  an  ^w  dnm  réquAtjon  donnéa.  P9r  Ik  i  on  chfinga 
les  signes  d^s  racinaa,  de  sqrte  qu'en  chercbant  les  limitas  des  ra** 
oines  positives  il«  la  transformée  et  les  affectant  dii  signe  «— ^ ,  pn 
aura  les  limites  dfs  raeines  négatives  de  la  proposée. 

435.  Lorsque  dans  une  équation  tous  les  termes  ont  le  même 
signe ,  il  est  olair  qp'aueun  nombre  positif  ne  peut  satisfaire  à 
réquption  \  ainsi  il  n'y  a  point  lieu  dan^  qe  cas  à  chercher  les  limites 
des  racines  positive^.  11  n'y  a  pas  lieu  non  plus  à  chercher  des  li- 
mites aux  racine»  négatives  d'une  équation  dont  tous  les  termes  de 
degré  pair  ont  un  mérne  signe,  tandis  que  p^qx  de  degré  impair  ont 
le  signe  contraire.  11  est  clair,  en  effet,  qq'en  y  substituant  dn 
oambre  négatif  qu^l|UppqM^ ,  !,oui$  )t  ^  termes  devif^ndront  dp,  même 
ajgQ^«  et  m  pourront  point  ç]onner  une  somn^e  égale  a  zéro. 

Que  i^a  équations  soient  complètes  ou  incomplètes»  ces  repiar^r 
QMes  «ont  ^g^lefliept  vrm^'  Togtefojs,  si  le  dernier  terme  manque, 
l'équation  a  une  ou  plusieurs  raçiqes  nulles ,  mais  en  faisant  al> 
slraction  de  ces  racines  les  remarques  précédentes  subsisteront. 

4?)6.  Je  placerai  ici  une  proposition  qui  a  un  rapport  intime 
avec  les  recherches  relatives  aux  limites ,  et  qui  est  d'un  fréquent 
usage  dans  la  haute  analyse. 

Soit  un  polynôme  X^  de  la  forme 

X-rMa7"'+Na?«+Pjr''-f.elc. , 

dans  lequel  les  exposants  m ,  n ,  p,.  .  sont  entiers  ou  fraction-- 
naires ,  mais  positif^  et  décroissant^.  Il  e^çoist^  toujours  une 
yaUw  positive  dç  x,  telle  qu'en  donnant  à  x  des  valeurs  de 
plus  enplw  grçtndcs^  le  polynôme  X  prendra  des  valeurs  de 
même  signe  que  son  !•'  terme,  et  qui  iront  en  augmentant  jus- 
qu'à Vinfini. 
Mettons  d'abord  M  en  facteur  commun ,  et  écrivons 

x=M  \3f-\-  ^a:-+  ^  oif+aic.  y 
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Daas  les  parenthèses,  parmi  îes  termes  on  oc",  jc^,...  il  peut  s'en 
trouver  qui  aient  des  coefficients  positifs  :  représentons  par  Y  la 
somme  de  ces  termes,  et  par  Y'  celle  des  termes  affectés  de  co- 
efficients négatifs ,  on  aura 

Il  est  clair  que  tous  les  termes  du  quotient  de  Y'  par  af  doivent 
avoir  en  dénominateurs  des  puissances  positives  de  o:^  et  que  par 
conséquent ,  en  donnant  à  x  une  très-grande  valeur  positive ,  ce 
quotient  sera  <l.  Par  suite,  la  quantité  entre  crochets  sera  évi- 
demment positive ,  car  ar"*  est  positif  et  Y  ne  renferme  que  des 
termes  positifs;  donc  X  sera  de  même  signe  que  M  ou  M^'. 

Représentons  par  ^  cette  très-grande  valeur,  et  supposons  qu'on 
fasse  croître  x  à  partir  de  >  :  le  quotient  de  Y'  par  x"*  ira  en  dé- 
croissant, tandis  que  x""  et  Y  augmenteront  indéfiniment  *,  donc  la 
quantité  X  ira  elle-même  en  croissant  jusqu'à  Tinfini,  et  c'est 
ce  qu'on  voulait  démontrer. 

Si  on  veut  assigner  une  valeur  à  > ,  on  peut  y  parvenir,  comme 
pour  les  limites ,  en  substituant  au  lieu  de  x  des  nombres  positifs 
croissants  jusqu'à  ce  que  x"'  surpasse  Y' 5  mais  on  y  parviendra 
encore  par  le  procédé  suivant,  déjà  employé  n"*  381.  Supposons 
que  le  quotient  de  Y'  par  x""  soit 

Y'_R,ST 

et  qu'il  renferme  a  termes.  Posons  les  inégalités 

R^i     Si    ï       1 

OU ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  celles-ci 

^•^>aR,    x'>(xS,    x*>aT,    etc. 

En  essayant  successivement  pour  x  des  nombres  de  plus  en  plus 
grands,  on  en  trouvera  un  qui  satisfera  à  toutes  ces  conditions,  et 
on  pourra  le  prendre  pour  X. 

Remarques.  Quand  les  exposants  m,  n,  p,.„  sont  tels  que 
les  termes  du  polynôme  X  ne  deviennent  pas  imaginaires  en  y 
mettant  des  valeurs  négatives  à  la  place  de  x,  on  pourra  aussi  as* 
signer  une  valeur  négative  de  x,  à  partir  de  laquelle  toutes  les  va- 
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leurâ  négatives  plu»  grandes  feront  prendre  à  X  des  valeurs  de 
môme  signe  que  le  1*'  terme  Mx'%  et  croissantes  jusqu'à  Tinfini. 
En  effet,  en  faisant  x^-^y,  X  devient 

X--M(— j)'"+N(— /)"  i-ete. 

Or,  de  quelque  manière  que  les  signes  se  distribuent,  on  peut, 
d'après  ce  qui  précède,  déterminer  une  valeur  positive ^-.V, qui 
remplisse,  à  l'égard  du  polynôme  précédent,  les  conditions  de 
renoncé  5  donc  la  valeur  négative  x^- — >'  sera  celle  qu'il  s'agit 
d'assigner. 

Lorsque  tous  les  exposants  du  polynôme  X  sont  entiers ,  les 
termes  ne  cessent  pas  d'être  réels  quand  on  y  substitue  des  valeurs 
négatives  de  x^  par  conséquent,  dans  ce  cas  ,  on  peut  toujours 
assigner  à  x  une  limite  positive  X ,  et  une  limite  négative  — V,  telles 
qu'en  faisant  croître  x  positivement  à  partir  de  ). ,  ou  négativement 
à  partir  de  — V,  il  en  résultera,  pour  le  polynôme  X,  des  valeurs 
qui  seront  constamment  de  même  signe  que  son  premier  terme ,  et 
qui  pourront  devenir  aussi  grandes  qu'on  voudra. 

Théorèmes  sur  les  indications  que  fournissent  les  subsUtutions  de  deux  nombres 

quelconques  à  la  plaee  de  l'inconnue. 

457.  Je  porterai  d'abord  Tatterition  sur  une  remarque  impor^ 
tante  que  le  lecteur  a  sans  doute  déjà  faite ,  savoir  :  Que  si  dans 
un  polynôme  X  de  la  forme  Aa?"'-fBa:'"""'+Cj:"~'*4-©tc.,  (m 
fait  varier  x  d'une  manière  continue  ^  le  polynôme  X  variera 
aussi  dune  manière  continue. 

A ,  6 ,  C ,... .  sont  ici  des  quantités  réelles,  et  ce  qu'il  faut  prou- 
ver, c'est  qu'en  donnant  successivement  à  x  deux  valeurs  aussi  peu 
différentes  qu'on  voudra ,  la  différence  entre  les  valeurs  corres- 
pondantes de  X  pourra  elle-même  être  aussi  petite  qu'on  voudra. 

En  effet,  supposons  qu'après  avoir  attribué  à  x  une  valeur  quel- 
conque, on  change  x  en  a:-f  A.  Si  on  nomme  X,  ce  que  devient  X, 
et  si  on  désigne,  comme  à  l'ordinaire,  par  X',  X",  les  polynômes 
dérivés  de  X ,  on  aura 

Xx-3=XH.X'A+^X"A\ . . + A  A'". 

L'ensemble  des  termes  qui  suivent  X ,  et  qui  contiennent  les  di- 
verses puissaneés  de  h^  représente  le  changement  que  subit  X  par 
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suite  du  diangement  de  x  en  x+h  :  or,  il  est  évident  qn'en  ohoi* 
sifisanl  h  suflSsaniinent  petit ,  on  peut  rendre  chacun  de  ces  termes 
aussi  petit  qu'on  veut;  par  conséquent,  il  en  sera  encore  de  même 
de  leur  somme.  Maintenant  passons  aux  théorèmes. 

4S8.  Théorème  I.  Si  deux  nombres  substitués  successiçe- 
meni  au  lieu  de  k  dans  une  équation  X=:o ,  de  la  fbrme 

A.r'"+BJ:'"-'+Ca!:'"-^...=rO , 

donnent  des  résultats  de  signes  contraires ,  V équation  a  au 
moins  une  racine  réelle  comprise  entre  ces  deuœ  nombres, 

Repréfiçintonç  par  »  et  |3  le^  deux  npmbres  substitués  qui  don- 
nent de$  résultats  de  signes  contraires;  et,  pour  fixer  les  idées, 
soit  «<CJ3.  Concevons  »  p^r  la  pensée,  qu'on  subst/tue  successive" 
ment  dans  % ,  au  lieii  de  Xy  toutes  les  valeurs  depuis  «  jusqu'à  (S  ^ 
le  polynôme  devra  lui-même  varier  d'une  manière  oontinue.  Mais, 
par  hypothèse ,  en  y  faisant  d'abord  x^a  puis  x~^ ,  on  doit  avoir 
deu}(  résultats  de  signes  contraires  ^  donc  parmi  i^s  valeurs  qu'il 
prend  quand  x  croit  d^pgis  f  jusqii'à  p ,  Ift  Vflleur  ifytç^  doit  se 
trouver  au  moins  une  fois.  Or,  la  valeur  de  x  par  laquelle  X  de- 
vient ïiérQ  çst  pï>e  racine  de  l'çq.  X~  P  ;  dqpc ,  ^\c. 

Remarques.  U.faut  bien  observer  qu'il  pourrait  y  avoir  erreur 
en  affirmant  qu'il  ne  doit  y  avoir  entre  a  et  p  qu'w/ie  seule  racine 
de  ràq.  X=::;Q.  En  effet ,  le  polynôme  X ,  sans  cesser  de  varier 
d'une  manière  continue,  peut,  parememple,  avoir  d'abord  des 
valeurs  décroissantes  qui  s'arrêtent  à  une  certaine  limite,  après  la- 
quelle il  croîtra  jusqu'à  une  limite  à  partir  de  laquelle  il  reprendra 
encore  des  valeurs  décroissantes,  qui  elles-mêmes,  après  s'être 
a^^âtées ,  serant  suivies  de  valeurs  croissantes ,  et  ainsi  de  suite. 
Par  eonséquent ,  rie»  n'empôebe  que  X ,  dans  l'int^valle  de  jr=:« 
à  3p:s=:^ ,  Q'ait  pàssé  plusieurs  fais  par  zéro, 

4ë0.  THfiPRàMB  II.  Lorsque  deux  quaniités  comprennent 
enêre  elles  uneracine  de  Véq,  X~o,  et  n'en  comprennent  qu'une, 
si  on  l^$  subftiiUfQ  deins  V équation ,  ell^s  donneront  deu(v  rén 
iuHat^  d^  ^ignejf  contraires.  Et,  en  général ,  toutes  ks  fois  que 
les  deux  quantités  comprennent  un  nombre  impair  d^  rt^çin^n^ 
les  deux  résultat^  seront  de  signçs  contraires  ,•  mais  quand 
elles  ne  comprennent  pas  de  racines ,  ou  quand  elles  en  com- 
prennent un  nombre  pair ,  les  résultat^  seront  de  même  signe. 

'  Supposons  que  a  soit  une  racine  réelle  comprise  entre  «  et  ^ , 
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9t  qa'#ll9  soit  s^uIq.  La  ^olynopcie  X  est  divisîbte  pur  x^^^ ,  et  en 
Domfpani  Y  le  (}ui)li«nt ,  on  peot  mettra  X  mm  la  forim 

X=ix—a)Y. 

Faisons  successivement  x:=a  et  x^  p  ;  les  valeurs  de  Y  devront 
être  de  même  signe  :  autrement  il  y  aurait  entre  «  et  p  une  racine 
de  Péq.  Y^6,  laquelle  serait  une  nouvelle  racine  de  X=0  comprise 
entre  «  et  p ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Mais  d^Hleurs  le  fac- 
teur ji? — a  changera  de  signe  :  car  les  différences  « — a  et  p — a  sont 
de  signes  contraires ,  attendu  que  a  est  entre  a  et  |5;  donc  les  deux 
résultats  qu'on  obtient ,  en  substituant  a  et  jS  dans  X ,  sont  de 
signes  conti^aires. 

Supposons  plus  généralement  qu'ii  y  ait  entre  a  et  |9  un  nombre 
impair  de  racines  a,  b,  c,  etc.  Qn  siait  q|je  ^  est  divisible  par  le 
produit  (x— a)(x — b)ix—c)...,  de  sorte  qu'en  nommant  encore  Y 
le  quotient ,  on  aura 

X~(x— a)  (x^i)  (x— c), . , ,  >j;  Y. 

On  démontrera  comme  tout  à  Theure  qu'en  fpiSAfit  dP=«  fit  x^fij 
les  depK  valeurs  corr^sppnd^nt^es  f)ç  Y  liront  Iç  m0me  pjgne , 
tandis  que  chacun  des  facteurs  x — a,  x—b,  x—c,,..  change  4^ 
3i^ne  \  et  coippae  ces  f^pteury  s<H)t  ^u  nombrp  impair,  m^  <^pn- 
clut  que  les  résultats  c^e^  ^b^Ul^^UQ^s  de  ^^iA^p  d^m  X  (lQi¥«nt 
être  de  signes  eontrair^^r 

Cette  môme  démonstration  prpuv^  qqe  s'il  n'y  4  pQipt  d§  rmvw 
entre  «  et  p,  oq  qqe  s'jl  y  en  s|  nn  p^mljkre  pair,  \^  ^^^HB\|i  à(W 
deux  substitution^  auront  )e  mèjfn^  ^l^W^ 

Jtemt^rgue,  Le  théorème  qn'op  yjent  ^e  cjémoptrpr  mépite  une 
grande  attention,  et  doit  snrtou{;  tfifiir  en  garde  cpplr^  qn^lani^p 
assertions  hasardée^  auxquqlle^  pn  pourrait  se  laisse^  ^ntrainar- 
Par  exemple ,  de  ce  que  Içs  ^vit)stitqtion^  (ie  lit^w  qpanUM^  don- 
nent de^  résullpts  de  signes  çontr^iir^s,  on  peqt  bien  conclura, 
d'après  le  théorèpie  I  ^  que  ce^  qn^tn^té^  comprennent,  nne  r^cipoi 
mais  on  aurait  tort  d'aQirîîier  qn'^'H^s  n'en  copf)prenn^nt  qn'une  i 
car  le  théor^mç!  Il  prouve  qg'jl  pourrait  y  (an  avpir  plus^ieiirs  W) 
nombre  impair,  Pareillement ,  {pr^que  |ep  résultat^  sont  (jle  m&mfl 
signe,  on  ne  saurait  affirmer  que  les  deux  quantités  ne  comprej^r 
pent  aucune  racine ,  ç^r  il  pourrait  arriver  qn'il  y  m  Qût  un 
nombre  pair. 

460.  Théorème  III.  Lorsqu'une  équation  n'^i  j^m  4^  mh 
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cines  réelles ,  si  on  y  substitue^  au  lieu  de  x,  des  quantités 
réelles  quelconques,  les  résultats  seront  toiyours  de  même 
signe. 

En  eflfet^  si  l'on  trouvait  deux  résultats  de  signes  contraires  , 
l'équation  devrait  avoir  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre 
les  deux,  quantités  substituées ,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Remarque.  Quand  on  a  divisé  une  équation  par  tous  les  fac- 
teurs correspondants  aux  racines  réelles ,  l'équation  restante  doit 
être  dans  le  cas  dont  il  s'agit.  Mais  une  équation  qui  contiendrait 
des  racines  réelles  donnerait  aussi  des  résultats  de  mémo  signe , 
si  chacune  y  entrait  un  nombre  pair  de  fois.  En  effet,  en  nommant 
a,  ^,...  ces  racines,  on  peut  alors  écrire  l'équation  ainsi  ; 

Or,  quelque  valeur  réelle  qu'on  substitue  au  lieu  de  x,  les  facteurs 
(a:— a)*",  {x — 6)"',...  ne  sauraient  devenir  négatifs^  et,  dïm  autre 
côté ,  Y  ne  peut  point  changer  de  signe,  puisque  l'éq.  Y-  0  n'a  que 
des  racines  imaginaires. 

461 .  Plusieurs  conséquences  du  théorème  1*'  doivent  se  pla- 
cer ici. 

1**  Toute  équation  de  degré  impair  a  au  moins  une  racine 
réelle  de  signe  contraire  à  son  dernier  terme. 

Le  premier  terme  étant  toujours  supposé  positif,  considérons 
d*abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est  un  nombre  négatif  ~U.  Nom- 
mons+Z  une  limite  supérieure  des  racines  positives,  déterminée 
comme  il  a  été  expliqué  précédemment.  Si  dans  l'équation  on  fait 
x^=^'\-ly  on  aura  un  résultat  positif;  et  si  on  fait  a?— 0 ,  on  aura  le 
résultat  négatif — U.  Donc,  entre  0  et  +^/réjquatiôn  a  au  moins 
une  racine  réelle ,  laquelle  ne  peut  être  que  positive. 

Maintenant ,  considérons  le  cas  où  le  dernier  terme  est  positif. 
On  remplacera  x  par^ — x ,  et  comme  le  premier  terme  deviendra 
négatif,  on  le  ramènera  à  être  positif  en  changeant  tous  les  signes 
de  l'équation.  Parla  le  dernier  terme  deviendra  négatif;  donc, 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  on  est  sûr  que  la  trans- 
formée a  une  racine  positive  ;  donc  la  proposée  a  une  racine  né- 
gative. 

2°  Toute  équation  de  degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est 
négatif,  a  au  moins  deux  racines  réelles,  V une  positive  et 
Vautre  négative. 
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Faisons  x-^0  et  x  — +Z,  on  aura  deux  résullats  de  signes  con- 
traires-, donc  l'équation  a  au  moins  une  racine  positive.  Si  on  y 
cliange  œ  en  —a:,  la  transformée  aura  encore  son  premier  terme 
positif,  et  son  dernier  terme  négatif^  donc  elle  aura  une  racine 
positive  \  donc  ia  proposée  en  aura  une  négative. 

Remarque.  Quand  l'équation  est  de  degré  pair  et  que  son  der- 
nier terme  est  positif,  ces  raisonnements  ne  font  plus  connaître  si 
réquation  a  quelque  racine  réelle ,  parce  qu'alors  les  substitutions 
ne  donnent  plus  des  résultats  de  signes  contraires.  C'est  qu'en  effet 
les  équations  qui  n'ont  que  des  racines  imaginaires  doivent  né- 
cessairement être  de  celte  forme  :  car ,  si  elles  étaient  de  degré 
impair,  elles  auraient  au  moins  une  racine  réelle  ;  et  si ,  étant  de 
degré  pair,  leur  dernier  terme  était  négatif,  elles  en  auraient  au 
moins  deux. 

46â.  Par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  numéro  pré- 
cédent ,  on  tire  du  théorème  II  les  conséquences  qui  suivenl. 

1**  Dans  une  équation  de  degré  impair,  les  racines  réelles  de 
signe  contraire  au  dernier  terme  sont  en  nombre  impair  y  et  les 
racines  de  même  signe  y  s'il  y  en  a,  sont  en  nombre  pair. 

Lorsque  le  dernier  terme  est  négatif,  les  substitutions  x—O  et 
X—+1  donnant  des  résultats  de  signes  différents,  on  conclut,  en 
vertu  du  théorème  II ,  que  les  radnes  positives  sont  en  nombre 
impair.  Si  on  change  x  en  —Xy  l'équation  se  transforme  en  une 
autre  qu'on  ramène  à  avoir  son  premier  terme  et  son  dernier  terme 
positifs  :  or,  qu'on  fasse  dans  celle-ci  x—0  ou  x  égal  à  la  limite 
supérieure  de  ses  racines  positives ,  on  a  deux  résultats  positifs  ; 
donc  les  racines  positives  de  cette  transformée ,  et  par  suite  les  ra- 
cines négatives  de  la  proposée,  ne  peuvent  être  qu'en  nombre  pair. 

Lorsque  l'équation  proposée  a  son  dernier  terme  positif ,  la 
transformée  aura  son  dernier  terme  négatif.  On  pourra  donc  lui 
appliquer  les  dernières  conséquences,  et  par  suite  on  conclura  qiie 
la  proposée  a  un  nombre  impair  de  racines  négatives  et  un  nombre 
pair  de  racines  positives. 

2<*  Dans  une  équation  de  degré  pair ,  si  le  dernier  terme  est 
négatif,  les  racines  positives  sont  en  nombre  impair  et  les  ra- 
cines négatives  aussi  en  nombre  impair -^  et  si  le  dernier  terme 
est  positif  y  les  racines  de  chaque  sorte  ne  peuvent  eoùister  qu^en 
nombre  pair. 
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Celle  cionëéqueiiee  8*obtiriit  si  foeilement  en  rèpréti^nt  le  rai- 
fonnertieni  di-»des9U9,  qu*îl  est  indtilè  dé  s'y  affréter  davantage. 

Remarque.  Dai»lou9  les  eas^  ^n  Voil  que  le  nombre  total  des 
racines  réelles  est  de  rnénle  pâfltéqud  le  û^pé  de  l'étjuntlon ,  c'eist- 
à-dire  qu'il  est  impair  ou  pair  s  ^^loti  qa(3  ce  degré  e^t  impair  ou 
pair.  Donc,  s'il  y  a  des  racines  imaginaires  dans  l'équatioir,  elles 
y  $0Rt  en  nombre  pair,  ce  qui  est  jeoiif orme  à  là  remarque  déjàtt&te 
numéro  précédent ,  et  à  la  proposition  qui  termirie  le  ir  889. 

463.  Voici  encore  une  proposition  très^aimplé^  qui  doit  trouver 
sa  place  ici.  Si  une  équation  se  compose  d'une  suiu  dé  ietmes 
positifs,  après  lesquels  il  n'y  ait  plus  que  dès  termes  négatifs, 
elle  aura  une  racine  positive  et  n'en  aura  qu'une. 

Puisque  son  dernier  terme  est  négatif,  elle  a  certainement  une 
racine  positive  (461);  et  pour  démonirer  qu'elle  n'en  a  qu'une,  on 
raisonnera  comme  dans  le  n""  451.  Soit  Y  la  somme  des  termes 
positifs,  — Y'  celle  des  termes  négatifs,  et  x'  la  plus  petite  puisaanee 
de  X  renfermée  dans  Y  :  on  peut  écrire  l'équation  sous  cette  forme 


•^  \x^     x^J 


:0. 


Soit  ^  -  a  la  valeur  positive  qui  satisfait  à  l'équation,  il  faut  qu'on 

Y     Y' 

Hit  -j=:— ^i  Of,  en  âugmentarlt  x,  lé  l**  rïienibfe  de  cette  égalité 

X         X 

augmentera  ou  iout  au  moins  restera  constant,  tandis  que  le  S' di- 
minuera -,  et  le  contraire  arrivera  en  diminuant  x.  Donc  a:sa  est 
la  seule  racine  positive  de  l'équation. 

Séparation  des  racines ,  par  la  méthode  de  Lagrargk. 

464.  Les  régled  qdi  set^ént  à  découvrir  les  racines  commensu- 
rablës  étant  d'uiie  âpf)licati<)n  ti*ès-^fàôile ,  il  codvient ,  toutes  les 
fols  qu'on  a  une  éijuatiob  h  résoudre ,  de  chercher  d'abord  les  ra- 
cines deeette  espèce,  tant  égales  qu'iriégàtes ,  et  de  les  supprimer 
ensuite  au  nlioyèfi  dd  la  ditidion.  A  là  véHté,  ces  racines  pourraient 
se  trouver  par  les  mêmes  procédés  que  les  ràclhes  îhcommensu* 
râbles,  mais  les  calculs  qu'ils  exigent  sont  fort  laborieux,  et  ils  le 
sont  d'autant  plus  que  le  degré  de  l'équation  à  laquelle  on  les  ap- 
plique est  plus  élevé  \  c'est  pourquoi  Ton  doit  toujours  commencer 
par  abaisser  ce  degré  autant  que  possible  :  or,  la  suppression  de^ 
racines  commensurables  est  un  moyen  d'opérer  cet  ttbaissémetit 
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La  même  raison  safflrait  pour  rechèr(;her  si  récjuâlidn  à  des  rà-* 
cines  égales ,  afin  de  la  déeoinposer  ^  dans  le  cas  où  il  éti  existerait, 
en  d'autres  équations  plus  simpl^fi  d6iU  lobtë§  lès  ra(;iiièë  fussent 
îfiégales  (408)«  Mais  Ofl  doit  ^nlàl'qUè^  en  outre  que  cette  t)î*épa^ 
ration  est  nécessaire  pouf  lé  succès  êë^  ihétbodes  qui  vôtit  être 

En  conséquence ,  je  supposerai  todjour^,  dans  ce  qui  va  suirre^ 
qtie  l'équation  à  résoudre  n'a  plus  ni  racines  commensurablés  ni 
racines  égales,  de  sorte  qu'en  parlant  de  racines  réelles  il  n6  sera 
question  que  de  racines  inoommensurables  et  inégales. 

465.  La  recherché  de  ces  racines  se  partagera  en  deux  parties 
distinctes.  Dans  la  première ,  on  déterminera,  pour  chaque  racine, 
deux  nombres  entre  lesquels  elle  sera  comprise,  et  comprise  toute 
seule  :  c'est  ce  qu'on  appelle  la  séparation  des  racines.  Dans  la 
seconde,  on  se  proposera  d'évaluer  les  racines  avec  tel  degré  d'ap^ 
proximation  qu'on  voudra. 

Si  on  change  dans  une  équation  l'inconnue  x  en  — Jc^et  qu'on 
prenne  avec  le  signe  —  les  racines  positives  de  la  transformée^  on 
aura  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi ,  il  suflira  de  mon- 
trer comment  on  trouve  les  racines  positives  des  équations. 

La  première  méthode  rigoureuse  qui  ait  été  connue  pour  opérer 
la  séparation  des  racines  porte  le  nom  de  Lâgrange  j  c'est  elle 
que  je  vais  exposer  d'abord. 

466.  Soit  une  équation  X— 0,  qui  n'a  plus  de  racines  égales, 
imaginons  qu'on  y  substitue  successivement,  au  lieu  de  incon- 
nue X,  des  nombres  positifs/?,  q,  r,  s,..,  formant  une  suite  crois- 
sante, commençant  à  la  limite  inférieure  des  racines  positives, 
finissant  à  la  limite  supérieure ,  et  en  outre  tellement  choisis 
qu'entre  chaque  nombre  et  le  suivant  il  ne  puisse  tomber  qu'une 
seule  racine  de  l'éc^uation.  D'après  le  ihéofème  il  (459  ,  on  saura 
avec  certitude ,  par  les  i^ignes  des  résultats  des  substitutions,  quefs 
sont  ceux  de  ces  nombres  qui  comprennent  véritablement  une 
racine  ou  qui  n'en  comprenrietit  poiht^  et  alors  la  sépaiatioh  des 
racines  positives  serait  complète. 

La  condition  essentielle  à  laquelle  Sont  assujettis  les  nombres 
P>  Qy  ^9  ^>""  ^'^^  fl*^®  *^®"^  d'entre e»x,  pris  consécutivement,  ne 
puissent  pas  comprendre  plus  d'une  racine  :  or,  celte  (Condition  sera 
ramplie,  si  on  choisit  pour  ces  nombres  les  termes  d'une  progrès» 
sioirarittamétique  dool  la  raison  soit  une  quantité  I  moindre  que  la 
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plus  pciiie  différence  qui  existe  entre  les  racines  piisitives  de  l'équa- 
tion proposée.  Ainsi ,  la  diiBcuUé  se  réduit  à  connaître  la  raison  (J. 
C'est  ce  que  Newton  avait  déjà  remarqué  dans  son  Arithmè^ 
tique  uniçerselle,  et  L^grànge  y  est  parvenu  au  moyen  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences  des  racines  de  la  proposée  C). 

On  a  montré  (432)  comment  elle  s'obtient  :  supposons  qu'on 
l'ait  trouvée  et  qu'on  ait  évalué,  par  les  procédés  connus  (455),  la 
limite  inférieure  >  de  ses  racines  positives  :  on  sera  sûr  que  cette 
limile  est  moindre  que  le  carré  de  la  plus  petite  différence  qui  existe 
enlre  les  racines  de  la  proposé  ;  par  conséquent  on  pourra  faire 
Szzzyi.  Comme  ^/^  est  ordinairement  incommensurable,  on 
prendra  préférablement  un  nombre  rationnel  <v/>7 

Lorsqu'on  pourra  trouver  pour  >  un  nombre  >!,  on  choisira 
pour  B  le  nombre  entier  au-dessous  de  {/T-^  et  alors,  pour  opérer 
la  séparation  des  racines,  on  n'aura  qu'à  substituer  des  nombres  en- 
tiers dans  réq.  X~o.  Quand  on  aura  reconnu  ainsi  qu'il  y  aune 
racine  entre  deux  de  ces  nombres,  on  pourra  encore  substituer  les 
nombres  entiers  intermédiaires,  et  déterminer,  par  les  signes  dès 
résultats,  les  deux  nombres  entiers  cofnsécutifs  entre  lesquels  elle 
est  comprise. 

Le  plus  souvent  X  sera  une  fraction  <  1>  par  suite  S  sera  aussi 
une  fraction  <1,  et  on  aurait  à  substituer  des  nombres  fraction- 
naires. Mais  on  les  évitera  par  une  simple  transformation,  en  fai- 
sant x—^x.  En  effet,  pour  que  deux  valeurs  de  x  aient  entre  elles 
une  différence  >^,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  x^  doivent  dif- 
férer entre  elles  de  plus  d'une  unité  -,  et  dès-lors  on  pourra  trouver 
par  des  substitutions  entières  les  deux  nombres  consécutifs  qui 
comprennent  chaque  racine  réelle  de  la  transformée  en  x^. 

467.  Envisagée  sous  un  point  de  vue  purement  théorique,  la 
méthode  précédente  résout  complètement  le  problème  de  la  sépa- 
ration des  racines.  Mais  si  on  considère,  d'une  part,  la  longueur 
des  calculs  nécessaires  pour  former  l'équation  aux  carrés  des  dif- 
férences, quand  la  proposée  s'élève  un  peu  haut  ^  et,  de  l'autre,  la 
multitude  des  substitutions  successives  qu'on  peut  avoir  à  effec- 
" ■ '     ■■■—-.•■  ■      I .     .1  . . .^  . .  .,  I .. .     , .1  ,.   ,.   ■     Il 

(^)  Cet  usage  de  l'éqaaUon  aui  carrés  des  différences  avail  été  indiqué; en  1762, 
par  Warimg,  dans  ses  Miscellanea,  Mais,  dit  Lacramge  ,  «  je  ne  connaissais  pas 
«  cet  ouvrage  lorsque  je  composai  mon  premier  Mémoire  sur  les  équaUoos,  « 
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tuer,  on  jugera  que  Tappiication  de  cette  méthode  doit  au  moins 
être  très-pénible. 

Afin  de  diminuer  le  travail  des  substitutions,  on  aura  soin,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  prendre  pour  limite  inférieure  et  pour 
limite  supérieure  des  racines  de  l'équation  proposée,  les  nombres 
les  plus  rapprochés  qu'on  pourra,  et  aussi  de  choisir  pour  ^  le  plus 
grand  nombre  possible. 

Après  avoir  déterminé  les  limites  des  racines,  tant  positives  que 
négatives,  il  sera  bien  de  substituer  immédiatement  les  nombres 
entiers  consécutifs  compris  entre  ces  limites;  et  s'il  arrive  que  les 
signes  des  résultats  indiquent  autant  de  racines  réelles  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  degré  de  l'équation ,  comme  on  sait  qu'il  ne  peut 
pas  y  avoir  un  plus  grand  nombre  de  racines,  on  sera  dispensé  de 
calculer  l'équation  aux  carrés  des  diOerenees.  En  général,  on  ne 
devra  omettre  aucun  moyen  propre  à  éclairer  sur  la  nature  des 
racines,  afin  d'en  profiter  pour  simplifier  les  calculs. 

Le  cas  où  l'on  saurait  d'avance  que  toutes  les  racines  sont  réelles 
mérite  surtout  d'être  remarqué.  Il  est  clair  qu'alors  en  opérant  des 
substitutions  de  plus  en  plus  rapprochées,  entre  les  limites  extrêmes 
qui  comprennent  toutes  les  racines,  on  finira  nécessairement  par 
trouver  dans  les  résultats  un  nombre  de  changements  de  signes 
égal  au  degré  de  Téquation  ;  par  conséquent  alors  toutes  les  ra- 
cines seront  séparées.  Ce  cas  reviendra  plus  loin,  n""  484. 

468.  Remarque.  Dans  le  n""  43i ,  pour  arriver  à  l'équation  aux 
carrés  des  différences ,  on  doit  passer  par  l'éqUation  aux  différent- 
ces,  et  celle-ci  se  trouve  par  une  élimination.  Or,  le  seul  procédé 
général  d'élimination  que  nous  ayons  exposé  est  celui  du  plus 
grand  commun  diviseur  ;  et  ce  que  je  veux  faire  observer  ici , 
c'est  qu'alors  il  est  peu  important  d'obtenir  une  équation  finale 
qui  renferme  toutes  les  différences  des  racines  et  qui  ne  renferme 
qu'elles. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  finale  renferme  toutes  ces 
différences,  et  qu'elle  n'ait  que  le  défaut  de  contenir  des  racines 
étrangères  :  la  limite  inférieure  des  racines  de  celte  équation  sera 
certainement  moindre  que  la  plus  petite  différence  des  racines  de 
la  proposée,  et  par  conséquent  on  pourra  la  prendre  pour  valeur 
de  ^.  Supposons,  en  second  lieu ,  que  l'équation  finale  manque  de 
quelques  différences  :  c'est  que,  dans  les  divisions  qu'on  opère  pour 
effectuer  l'élimination ,  on  aura  supprimé  quelques  facteurs.  Or. 

26 
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eA  égalant  ces  facteurs  à  zéro ,  on  a  des  équations  qui  doivent  con- 
tenir ces  différences  ;  donc,  si  on  évalue  les  limites  inférieures  des 
racines  de  toutes  ces  équations,  aussi  bien  que  celle  de  Téquation 
flhftle ,  on  sera  encore  assuré  qu'on  peut  prendre  S  égal  à  la 
plya  p6lite  de  ces  limites. 

469.  Je  nis  maintenant  présenter  des  exemples  d'équations, 
dans  lesquelles  il  s'agira  d'opérer  la  séparation  des  racines. 

EXEMPLE  I.  Soit  réqualîon 

x^+x — 3i=lO. 

Oh  toit  soMe-^champ  qu'elle  tombe  dans  le  cas  du  n*  463 ,  et 
que  par  conséquent  elle  à  une  racine  positive  unique.  Si  on  veut 
avoir  la  partie  entière  de  cette  racine ,  il  suffira  donc  de  substituer 
Ml  lieu  de  w  les  nombres  0, 1,  2,....  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  dent. 
nkHiKaU  de  «ignés  contraires. 

Nombres  substitués 0,    1 ,    2^ 

Résultats  correspondants. . .  — 3, — 1,+^' 

Ainsi  ia  racine  dont  il  s'agit  est  comprise  entre  1  et  2. 

Pour  chercher  les  racines  négatives^  on  changera  «x;  on  —  a:.  La 
transformée  sera 

x^+x+Z=0', 

et  comme  totfs  ses  termes  ont  le  signe  +,  il  est  étaif  qu'elle  n'a 
peint  do  racine  positive.  Donc  la  proposée  n'a  point  de  racine 
native  ^  donc  tes  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

Exemple  IL  Soit  l*équatîon 

x^— 5x— lOznO. 

ËUe  est  encore  dans  le  cas  du  n""  4^3^  et,  si  on  y  remplace  x  par 
'^x,  oUe  devient  celle-ci , 

laquelle  est  aussi  dans  le  même  cas.  Donc  la  proposée  n*a  que  deux 
racines  réelles,  l'une  positive  et  l'autre  négative.  La  partie  entière  se 
trouvera  donc  par  les  substitutions  entières  comme  ci-dessous  : 

Nomb.  subst.       0,      1,    2,      3J|      o,— 1,— 2, 
Rés.  ôorresp.  *— 10,— 14,--4,+50.1|--10,--4,+  i6. 

P^t  conséquent ,  la  racitiô  positive  est  entre  2  et  3  •  et  la  fapiiiB 
négative  est  entre  — l  et  —  2. 
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LE  IIL  Soit  réqulion 

Pour  ne  point  ptmss&t  trOp  Min  itf  rabflMoUons,  déterminons 
d'abord  les  limiter  supérieures  des  rfdaM.  EffI  écrivant  l'équation 
sous  cette  forme 

et  cherchant  une  valeur  de  x  qui  rende  positif  x^+x — ^65 ,  on 
reconnaît  que  4  est  limite  supérieure  des  racines  positives.  Si  eii- 
8oUe  on  change  x  en  — x,  tous  les  termes  de  Téquation  proposée 
deviennent  positifs;  donc  elle  n'a  point  de  racines  négatives. 

L'équation  donnée  n'ayant  point  de  second  terme ,  la  somnfte 
des  racines  doit  être  nulle,  par  conséquent  ces  racines  ne  peuvent 
ims  être  toutes  positives.  Donc,  puisque  l'équation  n'a  pas  de  ra- 
cines négatives,  elle  doit  en  avoir  d'imaginaires.  Mais,  d^un  autre 
côté,  on  sait  que  les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair  (46f2}; 
doncy  si  l'équation  a  véritablement  des  racknes  réelles  f  elles  sexDnt 
positives  et  au  nombre  de  deux. 

Maintenant  il  faut  essayer  les  substitutions  des  nomWes  entiers 
positifs  jusqu'à  la  limite  4 

■ 

!Nomb.  Sttbst.     0,      1^        2,        3»      4; 
Rés.  corresp.  +5,-58,— 105,— lÔO,-f  17. 

Les  signes  montrent  qu'il  y  a  en  eflfet  deux  fàclhtepûMtH^^  Tone 
entre  0  et  1,  l'autre  entre  3  et  4. 

Exemple  IV.  Soit  encore  l'équation 

x^-^7x+7=:0. 

Puisqu'elle  est  de  degré  impair,  elle  a  au  moins  une  racine  réetfe 
de  signe  contraire  au  dernier  terme  y  c*est-à-dire  négative.  Elle  ù'a 
pas  d'autre  racine  négative  >  car  en  changeant  x  en — x^  elle  dé- 
vient x'— 7a:— 7=0-,  et  celle-ci  n'a  qu'une  seule  racine  positif 
(46S).  La  sobstitotion  des  nombres  eqtiers  suffira  pouf  détêrlhineir 
la  partie  entière  de  cette  racine  positive. 

ISomb.  Sttbst<      0,      l ,      2,    3,      4  ; 
Bés«  corrs^>«  —7/— 13,— 13,— 1^+29. 

Conc  la  racine  positivé  de  fa  transfôrtnéef  eif  '^x  êA  efitfè  •  et  ♦, 
donc  la  raeine  négative  de  la  proposée  est  entre  -^3  êf  —4. 
Si  les  deux  autres  racines  son t  r.éeile9y.ellea  doivent  être  positives; 
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mais  jusqu'ici  leur  existence  reste  incertaine.  Pour  lever  le  doute, 
essayons  la  substitution  des  nombres  entiers. 

Nomb.  subst    0,    1,    2,      3; 
Rés.  corrésp.    7,    1,    l,    13. 

On  ne  prolonge  point  les  substitutions  davantage,  parce  que  le 
nombre  x=S  donnant  x^>7x,  il  est  évident  que  les  nombres  plus 
grands  donneront  des  résultats  positifs.  Les  résultats  ci-dessus 
étant  tous  de  même  signe ,  on  n'aperçoit  pas  encore  qu'il  y  ait 
deux  racines  positives  j  et  si  elles  existent ,  on  ne  les  reconnaîtra 
qu'en  substituant  des  nombres  plus  rapprochés. 

Toutefois ,  il  faut  observer  que  dans  le  cas  où  les  deux  racines 
seraient  égales,  on  n'obtiendrait  jamais  des  résultats  de  signes 
contraires.  Il  est  donc  nécessaire  d'appliquer  à  l'équation  donnée 
les  procédés  connus  pour  juger  si  elle  a  des  racines  égales.  On 
apprend  ainsi  que  les  racines  de  cette  équation  sont  inégales. 

Cela  posé ,  pour  arriver  sûrement  à  la  séparation  des  deux  ra- 
cines douteuses ,  on  aura  recours  à  Téquation  aux  carrés  des  dif- 
férences. Dans  l'exemple  dont  nous  nous  occupons  en  ce  moment, 
on  a  trouvé  (432)  que  cette  équation  est 

Soit  fait  z—  -,  il  viendra 

,    A     .  42        1     ^ 

On  peut  écrire  cette  équation  ainsi  :  w*(m— 9)+îf  (^— A)=^î  ^^ 
alors  on  voit  facilement  que  9  est  limite  supérieure  des  valeurs 
positives  de  u.  Donc  >=:i  est  une  limite  inférieure  des  valeurs 
positives  de  z^  donc  enfin  on  aura  une  quantité  moindre  que  la 
plus  petite  différence  des  racines  de  la  proposée,  en  prenant 

Tel  serait  l'intervalle  à  mettre  entre  les  substitutions.  Mais , 
afin  d'éviter  les  fractions,  on  fera  x^=^x'^  et  on  substituera  des 


C)  Gomme  cette  équation^ n'a  point  de  racines  nulles,  on  apprendrait  par  là  » 
fi  on  ne  le  savait  déjà ,  qae  la  proposée  n'a  point  de  racines  égales.  D*an  autre 
côté,  comme  les  signes  de  l'équation  en  ;;  sont  alternatifs,  on  peut  affirmer  que 
la  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles;  mais  cette  conséquence  est  fondée  sur  une 
théorie  qui  sera  exposée  plus  tard  (485). 
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nombres  entiers  dans  la  transformée  en  a/.  Cette  transformée  est 

x'5— 63:*/+ 189=0. 

Pour  diminuer  le  nombre  des  substitutions,  il  sera  bon  de  dé- 
terminer les  limites  supérieure  et  inférieure  des  valeurs  positives 
de  x'.  Si  on  remonte  à  la  proposée ,  on  voit  d'abord  qu'on  peut 

prendre  v/^  pour  limite  supérieure  de  x.  Puis,  en  changeant  x 

i  *  1 

en  - ,  elle  devient  a:^—<r'-f--=0:  et  comme  dans  celle-ci  l'unité 

X  7 

est  limite  supérieure ,  il  s'ensuit  que  dans  la  proposée  Tunité  est 
limite  inférieure.  Ainsi ,  dans  cette  équation ,  les  racines  positives 
sont  entre  1  et  {/7\  et  par  suite  les  racines  positives  de  l'éq.  en  af 
sont  entre  3x1  et  3xv^'7,  ou  entre  3  et  i/63,  ou  enfin  entre  3 
et  8.  En  conséquence ,  on  ne  devra  substituer  dans  Téq.  en  x' au- 
cun nombre  au  delà  de  8. 

Nomb.  subst.  3,    4,    6,      65 

Rés.  corresp.      +27,+l,— 1,+27. 

Sans  aller  plus  loin ,  les  signes  des  résultats  indiquent  deux  racines 
positives ,  l'une  entre  4  et  5,  l'autre  entre  5  et  6.  Par  suite,  la  pro- 
posée en  aura  aussi  deux,  Tune  entre  |  et  |  ;  l'autre  entre  |  et  |.  On 
a  déjà  trouvé  qu'une  racine  était  comprise  entre — 3  et — 4  :  ainsi 
les  trois  racines  de  l'équation  proposée  sont  réelles ,  et  complète- 
ment séparées. 

Méthodes  d'approximation. 
470.    MÉTHODE    PAR   RAPPROCHEMENT  DES  LIMITES.   Âprès 

avoir  montré  comment  on  assigne  pour  chaque  radne  deux  li- 
mites spéciales  entre  lesquelles  elle  est  seule  comprise ,  il  reste 
encore  à  la  déterminer  avec  telle  approximation  qu'on  voudra. 

Le  premier  moyen  qui  se  présente ,  c'est  de  substituer,  dans 
l'équation  proposée,  des  nombres  intermédiaires  entre  ces  limites, 
jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  deux  qui,  donnant  des  résultats  de 
signes  contraires,  aient  entre  eux  une  diflférence  moindre  que  la 
fraction  qui  exprime  le  degré  de  l'approximation.  Alors  chacun 
de  ces  nombres  pourra  être  pris  pour  la  valeur  de  la  racine. 

Pour  mieux  m'expliquer,  je  suppose  que  A  et  B  soient  deux  li- 
mites qui  ne  comprennent  que  la  seule  racine  a,  et  que  A  étant 
moindre  que  B ,  on  ait  B— A=rD.  En  substituant  A+ 1  D  au  Heu 
de  X,  le  signe  du  résultat  apprendra  si  à  est  entre  A  et  A+|D, 
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M  eiUfs  At^^D  ftt  B^  par  oonaiiiiiiâfit  cutUi  fmm  m  trPllv^rfi 

resserrée  en  deux  limi^s  ^yi  0^  (litTéf^rpnt  plus  entre  elles  que 
d^  ^J).  ^n  répétant  unç  opération  loutç  semblable ,  pn  }a  resser- 
fçr.4  §.ntre  dçi|x  limjtes  (}ui  n^  difTéreront  plus  que  de  iD^  et  il  est 
^vj().ent  qu'eQ  çpnliniiant  ainsi  pn  arrivera  à  deux  limites  dpnt  la 
IjifT^rence  $era  nioin^lre  qu'une  quantité  dpnnée  9.  Alors  ebacuoe 
de  ces  limites  sera  la  valeur  approchée  de  la  racine,  à  moins  delà 
quantité  9.  Il  n'est  point  nécessaire  de  prendre  pour  etiaque  noiin 
ye|lf  iii}bQti(t}t|pn  »P  «opibrp  q^j  poit  ewpteiwçnt  éq»i*5tant  4es 

Pw*e  prwéij^  on  ppprrait  porter  l'^pprpxiipatiop  è  un  Jrès-battt 
4««(r^-,  l^ajf  If  aalfp}  deviendrait  eictrén)«pent  labpfj^ui^,  Â  cap9^ 
du  grand  nombre  de  substitutions  qu'il  fay^rnit  60)^<?ty^rr  A|4^| 
ne  s'en  sert-on  que  pour  obtenir  unQ  première  approximation , 
à  -^  près  par  ex^ynplç  5  pgis  on  achève  le  calcul  p^r  une  méthode 
beaucoup  plus  rapide ,  qui  a  été  indiquée  par  Newton  ,  et  que  je 
développerai  dans  le  numéro  suivant. 

QMan4  la  racine  est  <l  il  convient  de  l'évaluer,  non  à  moins 
d'une  fraction  de  l'unité ,  mais  à  moins  d'une  fraction  de  cette 
racipe  elle-même.  Supposons,  par  exemple,  que  la  valeur  appro- 
chée ne  doive  différer  de  la  vraie  valeur  a  que  d'une  quantité 
<ir5^}  et  soient  A  et  B  deux  limites  qui  comprennent  a^  A  étant 
<B.  Il  est  clair  que  §i  Qjfi  9  grr^^^i^A)  ^  P^^s  forte  raison 
aura-t-on  B — A<C-^a,  Ainsi  il  suflBra  de  prolonger  les  substitu- 
4ioqs  sueaeaBîvas  juiqu^à  ne  qu^  eit  deox  limitée  ddUt  U  4iffé- 
ftnce  floit  neindrp  que  le  dixième  de  le  plue  petite  de  mi  \imtfi%t 
Au  reste,  oq  pouiva  teujours  pamener  le  reeine  i  Atre  >l9  40tt 

en  changeant  l'inconnue  xen-^  soit  en  multipliant  toutes  les  ra- 

fiiPM  p^  w  HQipbre  ppqvwebje, 

47  J.  Mft**odr  m  IN^wTQK.  Çett«  wéthp4^  ^i^m^  PQmiPô 
on  mni'  as  1§  ^i^*^  7  4M(»  1»  r^pin^  p)>erebée  ff  ^pit  déj4  Ç4>m^&  ^nç 

ui)^  certaine  appro^jin^Upri.  Pour  I4  GQn^moiiité  4v  p^tepi  f  U  f^ut 

qu'ellç  \%  9p|t  M  pi§iq§  A  ï^  près}  «t  c'^»t  jo^i  P9  qup  js  supppr 

]ïpmm@W  «  opt(^  Y^lQ»T  apprpphée  k  ^  prà^i  4  Nâoos 
#»«+y.  L'équ^tipn  proposée  X^^û  «§  trJ^ijsfQriperiBi  ç»  çpWfiiîi 

A'f  A>rf- i  A^>9ff  v4v  4  V4*  eti^t  "iT^» 


LEÇONS  D*A^LGÈBRB.  407 

dans  laquelle  A,  Â',  Â",  A'"",...  soiU  les  valeurs  que  prennent  le 
polypome  X  et  «es  dérivés  puccesaift  X^  X",  X^,.,*  par  la  aubstit 
tuliQP  de  4  au  lieu  de  «??.  De  celte  ^qualien  l'an  tire 

A     Ay     AV 

^^-5:~2â^"^Oa'*^^^^' 

La  valeur  dey  qu*on  veut  trouver  est  <^,  par  conséquent;^%/\,„ 
sont  respectivement  moindres  que  j^ô?  joôôr-*  AdrpeUons  t  pQUr 
un  moment,  que  Tensemble  des  termes  qui  renferment  ces  puis- 
sance^ goit  <ïèïï  •  îï  ^^t  clair  qu'en  les  négligeant,  on  aura  paur/ 
une  valeur  approchée  à  moins  de  j^,  savoir  : 

A 

En  conséquence ,  je  pousserai  la  division  de  — ^A  par  A'  jusqu'auit 
centièmes ,  j'ajouterai  le  quotient  à  la  première  valeur,  «,  et  j'aurai 
ainsi  pour  la  racine  a  une  nouvelle  valeur,  p ,  que  je  regarderai 
eomnie  approchée  à  moins  de  -|^. 

On  corrigera  cette  valeur  p  comme  on  a  corrigé  «.  A  cet  effet 
on  posera  œ:=ip+f,  et  ici  la  valeur  dey  qu'il  faudra  chercher  sera 
<*  Y^.  En  nommant  B,  B^,  B*',...  ce  que  deviennent  les  polynômes 
X,  X',  X",...  par  la  substitution  de  p  à  la  place  de  x,  la  transfor- 
mée sera 

B+B'r+py  +  ^BV+  etc.=0. 

B      BV»       Wy^     * 
Ooen  tire j=--g^---'^™^^^^— etc.;  et,  en  négligeant  les 

termes  enj^S;K%  etc.,  on  a 

B 

Puisqu'on  a  supposé y<j^,  les  puissances  supérieures  de^  sont 
<(tw)"  *7  et,  en  admettant  qu'il  eu  soit  «linsi  de  toute  la  partie  né- 
gligée, la  valeur  précédente  dey  serait  approchée  à  mpins  de 
(réô)*-  C'est  pourquoi  l'on  portera  jusqu'à  |a  quatrième  décimale^ 
l'évaluation  du  quotient  de  — B  par  B',  puis  on  ajoutera  ce  quotient 
avec  p,  et  l'on  aura  pour  la  racine  a  une  nouvelle  valeur  7,  qu'on 
regardera  comme  approchée  à  moins  d'une  unité  décimale  du 
4«  ordre. 

En  continuant  ainsi ,  et  en  négligeant  toujours  les  termes  qui 
contiennent  les  puissances  de  la  correction/^  supérieures  à  la  pr^ 
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mière,  on  admettra  que  la  partie  négligée  à  chaque  transformation 
est  moindre  qu'une  unité  décimale  de  l'ordre  double  de  celui  de  la 
dernière  décimale  à  laquelle  l'opération  précédente  avait  porté 
l'approximation  ;  et  alors  on  obtiendra  des  valeurs  approchées  suc- 
cessives ,  dans  lesquelles  le  nombre  des  décimales  ira  toujours  en 
doublant.  On  voit  combien  l'approximation  sera  rapide,  puisqu'on 
aura  déjà  8  décimales  après  la  troisième  correction,  16  après  la 
quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

On  doit^encore  remarquer  combien  est  simple  et  régulier  le  cal- 
cul de  ces  corrections  ;  car  il  est  évident  qu'elles  se  déduisent  toutes 
de  la  même  formule 

en  y  remplaçant  d'abord  x  par  a,  puis  par  p,  et  ainsi  de  suite  :  do 
telle  sorte  qu'après  avoir  fourni  la  première  correction ,  elle  four- 
nit encore  la  seconde ,  puis  la  troisième ,  etc. 

Malheureusement,  les  approximations  qu'on  obtient  ainsi  sont 
loin  d'être  certaines ,  cÂr  elles  reposent  sur  des  suppositions  qui 
ne  sont  pas  toujours  vraies.  Par  exemple ,  il  se  pourrait  que  dans 
la  première  correction  l'ensemble  des  termes  en  y*,y^..  fût>j^; 
ou  que  dans  la  seconde  il  fût  Xi^)*î  etc.  L'habitude  du  calcul 
suggérera,  dans  les  cas  particuliers,  les  précautions  qu'il  convient 
de  prendre  pour  employer  cette  méthode  avec  sûreté  5  et  même  je 
vais  montrer  qu'il  sera  toujours  facile  de  vérifler,  après  chaque 
correction ,  si  l'on  a  réellement  atteint  l'approximation  présumée. 

Rerhonlons  à  la  valeur  p,  qu'on  suppose  approchée  à  j^  près. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi ,  il  faut  que  la  vraie  valeur  de  la  racine  soit 
entre  p—  yU  ^^  P  ^"  QïiivQ  p  et  (3+  -^.  En  conséquence ,  on  sub- 
stituera dans  X  les  trois  nombres  P— t5ô>  P>  P+toô>  ^^  si  le  ré- 
sultat de  la  substitution  de  p— jfe,  ou  de  p  +  j^,  est  de  signe 
contraire  à  celui  que  donne  la  substitution  de  p ,  on  sera  certain 
que  la  valeur  p  est  véritablement  approchée  à  -jm  W^^'  Mais  si  les 
résultats  sont  de  même  signe,  on  sera  certain  que  cette  approxi- 
mation^est  exagérée  -,  et  dans  ce  cas  il  faudra  prendre  pour  point 
deîdépart  une  valeur  plus  approchée  que  «.  Par  exemple ,  au  lieu 
d'une^approximalion  à  un  dixième  près ,  on  en  cherchera  une  à  un 
demi-dixième  ;  puis  on  examinera ,  comme  on  vient  de  l'expli- 
quer, si  la  correction  fournie  par  la  formule  [l]  est  exacte  jus- 
qu'aux centièmes.  Si  elle  ne  l'est  pas ,  on  recommencera  le  calcul , 
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en  se  servant  d'une  première  valeur  encore  plus  approchée;  et 
ainsi  àe  suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  la  racine  avec  deux  décimales 
exactes. 

On  examinera  semblablement  la  valeur  approchée  qui  résultera 
de  la  correction  suivante  ;  et  si  la  4''  décimale  est  fautive ,  on  la 
supprimera.  Si  les  trois  premières  sont  exactes ,  on  procédera  à 
une  nouvelle  correction ,  qui  donnera  une  valeur  dont  l'approxi- 
mation sera  présumée  s'étendre  jusqu'à  la  6<>  décimale,  et  qu'il 
faudra  vérifier  par  le  même  procédé.  La  marche  à  suivre  n'a  pas 
besoin  de  plus  amples  explications  (*). 

472.  Méthode  de  Lagrange.  Elle  consiste  à  exprimer  chaque 
racine  réelle  en  fraction  continue.  Si  elle  exige  des  calculs  labo- 
rieux, au  moins  conduit-elle  à  une  approximation  certaine. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  çn  parlant  de  la  séparation  des  racines, 

n*  466  ,  il  est  permis  de  supposer  que  les  racines  de  l'équation  à 

résoudre  diffèrent  entre  elles  de  plus  d'une  unité ,  et  que  la  partie 

entière  de  chaque  racine  réelle  est  déjà  connue.  Soit  Téquation 

dont  il  s'agit, 

X=0; 

et  soit  a  la  partie  entière  d'une  racine  réelle  et  positive. 

Si  on  fait  x=oi-\-  - ,  on  aura  une  transformée  en  y,  que  je  re- 

présenterai  par  Y=0 ,  et  qui  sera  du  même  degré  que  X=0.  La 
valeur  dey  qu'il  faut  connaître,  pour  avoir  la  racine  cherchée, 
doit  être  positive  et  >1  ;  et  de  plus,  il  est  évident  que  y  ne  peut 
avoir  qu'une  seule  valeur  de  cette  espèce ,  autrement  il  y  aurait 
deux  valeurs  de  x  entre' a  et  a+l .  Donc ,  si  on  substitue  dans  Y=0 
la  suite  1 ,  2 , 3,. ..  on  est  sûr  de  parvenir  à  deux  résultats  de  signes 
contraires;  et  les  deux  nombres  substitués  comprendront  entre  eux 

■  I  »  Il  ■    I  ■     ■        I     I  I    I  I  ■«      .         1  I     I    I        I ■         m ■■!■  «I 

(')  La  gkombtrie  analytique  fait  connaître  de  la  manière  la  plus  simple  à  quoi 
tient  rincerlitude  de  ces  approximations  successives  ;  et  en  même  temps  elle 
indique  les  conditions  qu'il  faut  remplir  pour  la  faire  disparaître.  Fourikb,  dans 
son  Analyse  des  Équations,  a  ajouté  à  la  méthode  de  Newton  des  perfection- 
nemenls,  qui,  au  fond,  ne  sont  autre  chose  que  le  développement  de  cette  re- 
marque; mais  y  pour  les  faire  connaître ,  il  faudrait  employer  des  considérations 
qui  appartiennent  aux  mathématiques  supérieures  :  c'est  pourquoi  Je  renverrii I  à 
Tottvrage  même  de  Fourier  ,  ou  au  Cimrs  de  Mathématiques  pures  de  ii.  Fram- 
coEUR  Ce  sujet  a  aussi  été  traité  avec  succès  par  M.  Vincent  ,  dans  un  Mémoire 
inséré  parmi  ceux  de  la  Société  royale  de  Lille;  et  M.  Gaucht  en  a  aussi  fait 
l'objet  de  plusieurs  publications. 
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la  valaor  oharebée  da  y  ^  de  sorte  qua  |a  plus  petit  de  ces  deui^ 
nombres  sara  la  partia  aotière  do  a^tto  valeur- 

Nommons  â  cette  partie  entière,  et  faisons  y  =  (3-f  -,  On  aura 

hm  tramribrméa  Z««0,  qui  aura  vna  r^cîna  uoiquo  >1  :  ^^  ;i0r//ç 
quo  la  sutoti tiition  d«s  sombras  l ,  S«  3,  #tp.  fera  encora  coaMl/r# 
U  partit  antiira  da  aatta  ragioa. 

Soit  7  cette  partie  entière,  on  fera  3=7+  -  ;  et  II  viendra  une 

nouvelle  transformée,  U=p,  dans  laqu^Uç  il  y  aur^  PD<^  racial 
unique  >i,  dPPt  on  déterminera  encore  (a  pur.tiê  entière  par  la 
sut^$(itution  de^  npn^bre^  1,  S(«  3,  etc.  Qn  continuera  ainsi  la  suite 

des  tran§fQrroéçs  wm  loin  qu'il  «era  nécessaire. 
Maintenant ,  «i  on  pb^rve  qu'on  a  posé  successivement 

on  en  conclut  que  la  racine  cherchée  peut  s'exprimer  par  la  frac- 
lion  continue 

^  -  yfele. 

On  saitqu^an  ealaubni  )#a  réduite^  suei^essives  on  pçqt  attçipdr^ 
ILeHa  spproiimalioR  qu'on  vaut  (^i9)f  Um^  pour  ne  point  f^ir^ 
da  qaieul0  tnutiiai ,  il  ser^  bon ,  à  mesura  qu'on  trouva  les  nom^ 
bras  «t ,  ]} ,  y,  ata*«  d0  former  Iqs  réduites  correspondante^  (316)  9 
at  dès  qu'on  parviendra  à  dau^  réduite^  consécutives  lelles  qu'en 
diviiant  l'unité  par  la  produit  da  leurs  dénominateurs,  on  ait  una 
fraatian  moindra  que  l'erreur  parmisa,  OU  sera  sûr  que  la  première 
des  deux  réduites  aura  l'approximation  requise  (?18). 

Le  calcul  des  équations  transfermées  en  y^  s^  ete.,  est  assez 
long  ;  et ,  afin  de  le  faciliter,  il  convient  de  remarquer  la  loi  sui- 
vant laqueye  jes  coefficients  de  chaque  équation  se  déduisent  de 

l'éc|uation  précédente.  Or,  quand  on  fait  œ^^a-^  -  dans  Xe=:0,  si 

on  nomma  A ,  A^  A",...  las  résultats  qu'on  obtient  en  mettant  a  A 

la  place  de  x dans  X et  dans  ses  dérivés  X',  X",...,  la  transformée 

I       A"  1       A*'    1 
paut  d'abord  s'écrire  ainsi  j  A+A^  -  +  -rt"?  ■+■  s-b  1  +alc.=0. 


P^r  çoDpéqu^t  I  ^n  mMUipli  wt  pfkY  y%  m  étant  1^  defpé  dt  l'àfUA*? 

tion ,  la  transformée  Y=0  sera 

et  l'on  saura  comment  ses  coeffleients  se  déduisent  de  X. 

L'éq.  Z=0  se  calculera  semblablement  :  Q'^tirà^dir q  qu'elle  aéra 
de  la  forme 

et  qun  les  eoefflcients  B ,  Wy  B",  etc. ,  s'obtiendront  en  subsCUuant  p 
à  la  piace  dey  dans  le  polynôme  Y  et  dans  ses  dérivés.  Ainsi  de 
suite  pour  toutes  les  autres  transformées. 

47S.  Rema/^ques.  Tout  ce  qui  a  été  dit  jusqu^iei ,  sur  la  déter- 
mination approchée  des  paeines  réelles,  pourrait  éyiderament 
s'appliquer  aux  racines  eommensu râbles ,  si  on  avait  négligé  d'en 
débarrasser  Téquation.  En  prenant  toutes  tes  précautions  néces- 
saires pour  ne  conserver  que  des  décimales  exactes ,  la  méthode 
do  Ns'WTOff  finirait  par  donner  une  quantité  décimale  terminée 
ou  périodique  *,  et  celle  de  Lagrangb  conduirait  à  une  transformée 
qui  aurait  une  racine  entière.  Toutefois,  sans  parler  de  la  longueur 
dos  oaleuls,  on  comprend  que  ces  méthodes  seraient  insuffisantes 
pour  découvrir  cette  sorte  de  racines  :  car,  lorsqu'une  racine  se- 
rait incommensurable,  elles  n^apprendraient  pas  si  les  opérations 
doivent  s'arrêter  ou  se  prolol)jer  indéfiniment. 

]:^pr§qu^  la  $^cond§  méthode  f§r^  trouver  pne  fiAÇliop  çonUmp 
dans  laquelle  certains  dénominateurs  ^e  répéteront  dfin§  le  ïç\èt^lt 
ordre ,  on  pourra  soupçonner  que  la  fraction  continue  est  pério- 
dique ;  et  alors ,  d'après  OQ  qui  a  été  démontré  (323) ,  elle  repré- 
senterait une  quantité  irrationnelle  de  la  forme  a+Vb.  Pour  dé- 
cider si  la  fraction  continue  est  véritablement  périodique ,  on  s'y 
prendra  comme  il  suit.  Supposons  que  V=0  et  V,=0  soient  des 
équations  qui  donnent  le  môme  dénQn]inateur  dans  les  deux  pre- 
mières périodes  :  il  est  clair  que  ces  équations  doivent  avoir  uae 
racine  commune ,  et  par  conséquent  on  pourra  la  reconnaître  en 
mettant  dans  chacune  !a  même  lettre  pour  représenter  l'inconnue, 
et  en  cherchant  ensuite  leur  plus  grand  commun  diviseur.  Celte 
racine  étant  trouvée ,  on  remonte  facilement  à  celle  de  la  proposée 
X=0.  J'ajouterai  pneore  que  si  cette  proposée  ne  renferme  que 
4W  çQfl^m^^  r^tiçnn^i^,  ^Ito  m  peut  Pd0  V^Qiv  là  mwf(  i^rfhr 
tionnelle  a+V  b  sans  ^yoif  ^yi^j  l^  mm  d^V  b*  C§tte  W9Wt 
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flition  est  trop  facile  à  démontrer  pour  qu*il  soit  nécessaire  de  s*f 
arrêter. 

Application  des  méthodes  d'approximation  à  nn  exemple. 

474.  Soit  réquatîon 

a:3_7a:+7=0. 

On  a  trouvé  n»  469,  Ex.  IV,  qu'elle  a  une  racine  positive  entre  | 
et  I ,  une  autre  racine  positive  entre  §  et  § ,  et  une  racine  négative 
entre — 3  et — 4.  Proposons-nous  de  calculer,  par  la  méthode  de 
Newton  ,  la  valeur  approchée  de  la  première  racine. 

Il  faut  d'abord  en  approcher  à  ^  près ,  en  resserrant  les  limites 
I  et  |.  Ces  limites ,  en  décimales ,  sont  1 ,33  et  1 ,67  ;  et  les  signes 
des  résultats  provenant  de  la  substitution  de  ces  nombres  dans 
réquation  sont  +  et  — .  Si  on  substitue  le  nombre  moyen  1 ,5 ,  le 
résultat  est — 0, 1 25  ;  donc  la  racine  est  entre  les  limites  1 ,33  et  1 ,5. 
Or,  le  nombre  intermédiaire  1,4  ne  diffère  de  la  seconde  que  de 
0,1 ,  et  de  la  première  que  de  0,07  ^  par  conséquent,  on  est  sûr  que 
la  valeur  jrr=l  ,4  est  approchée  à  -^  près. 

Maintenant  pour  obtenir  une  plus  grande  approximation,  il  faut 
recourir  à  la  formule  [1]  du  n*"  471 , 

m  y-—  x>- 

Dans  notre  exemple  on  a  Xrrjc^ — yx-\-'7 ,  X'=3a:* — 7  \  par  suite 
la  formule  des  corrections  sera 

ra  y=^ — sïcir- 

Si  on  y  substitue  la  valeur  approchée  j:=1,4  ,  il  vient  y= — ^^r 
= — 0,05^  et  de  là  on  conclut  la  valeur  de  x,  approchée  à  ^ 

près, 

a?— 1,4— 0,05=1,35. 

Mais  cette  approximation  n'est  encore  que  présumée.  Pour  la 
vérifier,  je  substitue  dans  Téqualion ,  d'abord  la  valeur  1,35,  puis 
cette  valeur  augmentée  de  0^01  : 

1.35  donne    +0,010375, 

1.36  donne    —0,004544; 

et  comme  ces  résultats  sont  de  signes  contraires,  on  est  assuré  que 
les  centièmes  sont  exacts  dans  la  valeur  de  x. 
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Pour  avoir  une  plus  grande  approximation ,  on  substituera  cette 
valeur  dans  la  formule  [2].  Il  vient  y=^ilW  =+0,0068  5  et  par 
suite  la  nouvelle  valeur  approchée  sera 

a?=l  ,35+0,006^=1 ,3568. 
Pour  la  vérifier ,  il  sufiira  de  substituer  dans  l'équation  les  deux 
nombres  1 ,3568  et  1 ,3569  : 

1.3568  donne    +  0,  000  141^586  432, 

1.3569  donne    —  0,  000  006^100  991  ; 

et  le  changement  de  signe  prouve  qu'en  effet  la  racine  cherchée  est 
connue  avec  quatre  décimales  exactes.  En  continuant,  on  pourra 
porter  l'approximation  aussi  loin  qu'on  voudra. 

Par  des  calculs  semblables  on  trouvera  la  seconde  racine  posi- 
tive. Pour  avoir  la  racine  négative  qui  est  entre  — 3  et  •—4 ,  le  plus» 
commode  est  de  changer  x  en  — x  :  la  transformée  aura  une  racine 
positive  entre  3  et  4 ,  dont  on  cherchera  la  valeur  approchée  -,  puis 
on  prendra  cette  valeur  avec  le  signe  — . 

475.  Appliquons  la  méthode  de  Lagrange  au  calcul  de  la  même 
racine.  Dans  le  n*  469,  Ex.  IV,  pour  changer  l'équation  donnée 

x^—7x+7=0 

en  une  autre  dont  les  racines  dijGTérassent  entre  elles  déplus  d'une 
unité ,  on  a  fait  x^^x^y  et  on  a  trouvé  xf^ — 63a/+ 189=0.  Il  faut 
donc  chercher,  par  le  moyen  des  fractions  continues ,  la  valeur  de 
xf  comprise  entre  4  et  5^  puis,  en  la  divisant  par  3,  on  aura  la 
valeur  de  x  comprise  entre  ^  et  f . 

Les  opérations  qu'on  doit  effectuer  successivement,  pour  obte- 
nir a/,  sont  renfermées  dans  le  tableau  suivant  : 

Équation  en  x'         a/^— 63a/+189=iO, 

a/=4+-. 

y 

A    =    43— 63.4+189=:+l, 
A'  =3.4»— 63=— 15, 
iA"=3.4=+12, 

!'•  transformée<^^'*,'^+  ^  • 

/-15y»+12y+l=:0, 

y  =14  donne  —  27, 
y=15 +  181, 

y  =14+-. 

z 
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B'  =3.l4»-*<ao,l4+18=iî^l80, 

2*  iransfôrtnée^^®''  "^"^"^  ^ 

27:;3— 180s'— 272— IrrÔ , 

«scô  donne  ^811^ 

tà^7 +251  , 

u 

9 

C    =^27.6^--l80.6*-f7.6-^l— — Sil* 

XC"  =81.6—186=^+906, 

3«  transformée/^^"'  =+27  ; 

811  u^—7i9u'^S06u—i7^0 , 

Mr^î  donne—  251, 

w  ==4 +  2933 , 

^=1+ -. 

On  peut  ôontinnef  lès  transformées.  En  tes  arrêtant  id,  on  aura 


6+ 


»  tii 


l+-etC4  5 
et  les  réduites ,  calculées  suivant  les  règles  eoDwes  (H&) ,  SercRrt 

4      57      846      408 
ï'    14»     85  '     99  '^^^• 
Dans  la  1'%  f  ,  l'erreur  est  en  nioins  et  <   yJ^-j  ou  ^iS 
Dans  la  2« ,  f  J  ,  Terreur  est  en    plus  et  <  y^-^^  ou  71*90  \ 
Dans  la  3%  ^ ,  Terreur  est  en  moins  et  <  ç^f^g  ou  g^^  ; 
Dans  la  4« ,  ^ ,  Terreur  est  en    plus   et  <  frrW  ou  ighe- 
Pour  apprécier  TapproximatiOn  de  la  4%  sans  connaître  le  déno- 
minateur de  la  5« ,  on  remarquera  qoe  ce  dénominateur  est  au 
moins  égal  à  99+85  ou  184r 
Enfin ,  on  divise  ces  réduites  par  3  ^  et  on  a,  pour  x,  les  valeurs 

4      19     346     408 
3'    ïi'    255'    297' 


qui  eotit  apprôcthéeâ,  allérnftfiVêttietit  en  dèEsoicm  en  èieès^  à 
moins  dea  fractions  i^.th^,  ^éu >  tûtn* 

On  trouvera  «émblâblemènt  las  v«)eor9  Apprœbéef»  àê  l'Mtre 
racine  positive;  et  qufitit  à  la  fâéiirfè  négative,  eomifir»  (^  «it 
seule  entre— 3  et— 4,  on  lA  clièfôbèfft  tfl  fypérânl  imtnéitfAtwieM; 
sur  l'équation  proposée  sans  passeï*  par  l'éq*  éù  af. 

Remarque.  La  valeur  d^tiiie  radne  irtcommensofâblé  ft*étaflt 
obtenue  qu*avec  approximatioti ,  oti  ne  peut  point  ôter  Cette  rddfie 
de  réquatfofi  au  moyen  de  la  division ,  coniftie  daîts  le  cas  dû  elle 

serait  exactement  connue.  Si  on  négligeait  le  reste  dé  là  dfvîsîc* 
et  qu'on  égalât  encore  le  qùdtlétlt  à  zéro,  pour  en  déduire  les  au- 
tres^ racines ,  il  est  bien  vrai  que  les  erreurs  seraieai  en  général 
renfermées  entre  des  limites  assez  étroites  s  cependM^i  il  pourrait 
arriver  que  ces  racines  subissent  des  altérations  considérables ,  et 
même  qu'elles  ceesassent  d'être  réeltes  pour  devenir  imaginaires 
uu  9ic6  versâé  Aussi  cette  simplification  ne  doit^eUe  ôlrc  employée 
qu'avec  une  e2:trâme  circonspection. 

Racines  ima^aiitft.  «^  Limita  4m  tméiA^Ê, 

476.  Par  des  substitutions  convenablement  réglées,  on  petit  tou- 
jours savoir  combietl  iine  équation  â  de  faCîûeS  féclffe*.  Si  Ce 
nombre  n'est  pas  égal  au  degfé  de  f équatioti,  ôtî  eû  ^f  qtill  doft 
y  avoir  des  racines  imagînaîreâ;  et,  poUf  compléter  la  fé%di^ï\Oû 
de  réqûation ,  il  resté  encore  â  déterminer  Cette  sorte  de  f aCinei^. 

Elles  sont  comprises  dans  la  formulé  x—à^-hV  — ï?  Cl  éf  b  étaiît 
des  quantités  réelles  qu^ilfaut  trouver.  En  cônséqîiènCe ,  Oft  Sub- 
stituera cette  expression  dans  l'équation  proposée  ;  pâf  là  Péqua- 

tion  se  changera  en  une  autre  de  la  forme  A-f-B  v^— 1=^0 ,  où  A 
et  6  devront  aussi  être  des  quantités  réelles.  Or,  pour  que  cette 
dernière  équation  subsiste ,  il  faut  qu'on  ait  à  fa  fois 

la  question  est  dotîc  réduite  â  chérchei*  léS  valettfs  réeflesde  fl!  et  h 
qui  conviennent  â  ces  deux  équations.  A  Cet  effet,  ifti  ftlifttaièrà 
entre  eliee  l'une  des  inconnues  ^  a  par  exemple)  puis  on  cherchera 
les  racines  réelles  de  l'équation  finale  en  6,-  après  quoi  on  cher- 
chera les  valeurs  cofregpondafltes  de  a^  m  d:^nfiil  seifi  de  i*éjetér 
les  solutions  dans  lesqueilcs  cette  itlCOifnUé  f^fni  tlfifigtftaire.' 
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Que  les  coefficients  de  Téquation  en  x  soient  réels  ou  qu'ils 
soient  imaginaires ,  ce  qui  vient  d'être  dit  subsiste  également. 
Mais ,  dans  le  cas  où  ils  sont  réels ,  nous  rappellerons  (389)  que 
les  racines  imaginaires  de  l'équation  doivent  être  en  nombre  pair, 
et  par  couples  de  la  forme  a±Lb\/ — 1. 

477.  En  m'occupant  des  limites  des  racines,  p.  385  et  suivantes, 
je  n'ai  eu  en  vue  que  les  racines  réelles  :  je  vais  montrer  ici  qu'on 
peut  obtenir  des  limites  entre  lesquelles  soient  renfermés  les  mo- 
dules de  toutes  les  racines ,  soit  réelles ,  soit  imaginaires.  Consi- 
dérons l'équation 

[1]  j:™+Pa:'«-*+Qa:'«-*...  =0, 

dans  laquelle  P,  Q,...  peuvent  être  réels  ou  imaginaires.  Pour 
qu'une  valeur  de  x  soit  racine ,  il  faut  (380)  qu'après  l'avoir  sub- 
stituée dans  le  1'^'  membre,  le  module  du  résultat  soît  zéro. 

Nommons  v  le  module  de  x,  et  />,  ç,...  ceux  des  coefficients 
P,  Q,...  D'après  le  n*  379,  ceux  des  termes  de  l'équation  seront 
ç;m  jp^m-i^  çç;"»—',...  et  celui  de  la  partie  Px"*'"*+Qjt:"*"''+. . .  ne 
devra  point  surpasser  la  somme  />ç?'"""'+9ç?"»""*. . .  Donc,  si  on 
choisit  pour  v  une  valeur  >  telle  qu'on  ait 

[2]  ç'^—pç^^-'^-^qv'^-^—. . .  =0  ou  >0, 

on  sera  certain ,  en  vertu  du  numéro  cité,  qu'alors  le  module  du 
1"  membre  de  l'éq.  [1]  ne  sera  pas  moindre  que  la  différence  ci- 
dessus  \  et  dès  lors  ce  module  ne  sera  point  nul ,  ou ,  ce  qui  est  la 
même  chose,  la  valeur  substituée  au  lieu  de  x  ne  sera  point  racine 
de  l'équation.  D'ailleurs  toute  valeur  de  v  au-dessus  de  >  rendrait 
cette  différence  encore  plus  grande-,  donc  >  est  une  limite  supé- 
rieure des  modules. 

.  La  quantité  l  sera  toujours  facile  à  déterminer  ;  car  il  suffira  de 
substituer  dans  la  différence  [2],  au  lieu  de  ç^  des  valeurs  positives 
croissantes  jusqu'à  ce  que  cette  différence  soit  positive.  Si  les  coef- 
ficients P,  Q,...  sont  réels,  les  modules  p,  ç,...  seront  les  valeurs 
mêmes  de  ces  coefficients,  mais  prises  positivement;  et  si  on  dé- 
signe par  N  la  plus  grande  de  ces  valeurs ,  on  pourra  prendre 
immédiatement  pour  limite  supérieure  >=N-|-1. 

Pour  avoir  une  limite  inférieure  on  fera  a7=  -,  on  déterminera, 

y 

dans  la  transformée  en  y,  la  limite  supérieure  des  modules  des 
racines,  puis  on  divisera  l'unité  par  cette  limite. 


i 
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CHAPITRE  XIX. 

DÉMONSTRATION  ET  USAGE   DE  PLUSIEURS  THÉOKÈMES 

IMPORTANTS. 


RÈGLE  DE  Desca&tes.  —  Comment  elle  sert  é  trouver  les  racines  quand  elles  sont 
toutes  réelles.  —  Conditions  de  la  réalité  des  racines. 

478.  Théorème  de  Descartes.  Lorsqu'on  passe  d'un  terme 
au  suivant ,  on  dit  qu'il  y  a  variation  ou  permanence,  selon  que 
le  signe  change  ou  qu'il  reste  le  même.  Par  exemple,  l'équation 
jc^ — 2a?'-— Sa:*+8j:— 10c=0  aurait  trois  variations  et  une  perma- 
nence. On  suppose  toujours  que  l'équation  n'a  point  de  coefficients 
imaginaires,  et  ici  je  supposerai  en  outre  qu'elle  n'a  point  de  ra- 
cines nulles.  Cela  posé ,  le  théorème  dont  il  s'agit  s'énoncera  en 
ces  termes  : 

Dans  une  équation  quelconque,  complète  ou  incomplète ,  le 
nombre  des  racines  positives  ne  peut  point  surpasser  celui  des 
variations;  et,  quand  il  est  moindre  y  la  différence  est  toujours 
un  nombre  pair. 

La  démonstration  consistera  à  examinerle  changement  produit 
dans  les  signes  d'une  équation ,  quand  on  y  introduit  une  nouyelle 
racine  positive.  Considérons  donc  une  équation  quelconque,  com- 
plète ou  incomplète,  et  renfermant  tels  signes  qu'on  voudra  :  je  la 
représenterai  de  celte  manière , 

[1]  PC".— P7Zh-Q3— Trr.±T....:!iU=0; 

et  ici  P,  Q,  R,  etc.  seront  des  termes  ordonnés  comme  à  l'ordi- 
naire et  contenant  une  puissance  de  x  avec  son  coefficient.  Les 
points  ÎQdiquent  des  lacunes  dont  chacune  est  remplie  par  des 
termes  de  même  signe  que  celui  qui  la  précède  :  c'est-à-dire  qu'à 
a:"*  commence  une  série  de  signes  +  ;  à  — ^P,  une  série  de  signes —  \ 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  une  dernière  série ,  qui  commence  à  rîiT 
et  Gnit  à  dbU.  D'ailleurs  rien  n'empêche  qu'une  Série  de  signes 
ne  se  réduise  à  un  seul. 
Pour  introduire  dans  réquation  une  nouvelle  racine  positive  +<3e» 
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il  faut  multiplier  cette  équation  par  x — a.  L'opération  peut  se  dis- 
poser comme  cî-dessous  : 


jr"!  p  l(\  ^_T^  H^r.i  _^TT 

X — a 

M'  ••••  X  •  •  •  •     I     \J  s»^*  X^  »•  «  ■  X  »  >  »  ■     ■       V<> 

....-P'  ....+Q"  ....— R"  ....itT"   qiUa 

a:'"-+-\...— P*  ....+Q'^  ....— R'^  ....dbT"  qiUa. 

]P',Q',  etc.  désignent  les  produits  Px,  Qo?,  etc.;  et  aucun  d'eux 
n'est  égal  à  zéro. 

P"t  Q%  etc.  désignent  des  produits  qui  proviennent  de  la  multi- 
plication para,  et  qui  renfermentx  au  mêmedegré  que  P',  Q',  etCi 
mais,  comme  Téquation  [1]  n'est  pas  toujours  complète,  il  peut^^ 
jaire  que  plusieurs  d'entre  eux  soient  nuls. 

^\  Q'^y  etc.  désignent,  dans  le  produit  total,  les  termes  de  même 
degré  en  x  que  P\  Q',  etc.  ;  et  aucun  d'eux  ne  doit  être  nul, 

Ek^n ,  on  remarquera  encore  que  dans  la  2«  ligne  de  prodiiite 
partiels,  les  lacunes  peuvent  contenir  des  termes  de  signes  cof^- 
fraires  à  ceux  qui  se  trouvent  au-dessus  dans  la  i''''  ligne  de  pro- 
ëi^ls  :  de  «orte  que  les  signes  qui  afTectent ,  dans  le  (produit  total, 
les  termea  correspondants  à  ces  lacunes,  doivent  re^te^  indét^- 
minés  tant  qu'on  n'assignera  point  de  valeurs  partictdièreâ  wx 
coefficients  de  l'éq.  [1]. 

Or,  quels  que  soient  ces  signes,  il  y  a  dans  le  produit  total  au 
moins  une  variation  de  x'"'^'^  à  — P'^,  tandis  que  le  naultiplicande 
n'en  contient  qu'une  s^ule  de  x"'  à — P  *,  de  même,  il  y  en  a  au  moins 
une  de  — P'"  à  +Q'",  et  une  seule  de  —  P  à  +Q  ;  et ,  en  continuant 
ainsi,  on  reconnaît  qu'à  la  Qn  il  y  a  au  moins  une  variation  de  ±!V 
à  q=Ua,  tandis  que  le  multiplicande  n'en  a  aucune  après  drT; 
donc  le  produit  a  au  moins  une  variation  de  plus  que  le  muftipli- 
ca&de.  De  là  on  conclut  que  chaque  racine  positive ,  introduile 
dans  une  équation ,  doit  y  apporter  au  moins  une  variation.  Donc 
le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  point  surpassa  celui 
des  variations. 

En  y  regardiint  de  plus  près,  il  est  facile  d'aperceveSr  que  td , 
de  jc^'+*'  à  P'*',  il  y  a  plusieurs  variations,  elles  sont  en  nombre 
impair  ;  car,  pour  passer  d'un  signe  à  un  signe  ^ontrak*^ ,  fl  faut 
Ha  Qornisire  impair  de  vtftetions.  La  même  chose  petit  se  dire  de 
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— P"'  à  4-Q'*,  et  de  tous  les  «otres  intervalles  du  produit.  Ainsft, 
M  teisairt  «Uentk>n  que  dans  le  muUiplicande  il  n'y  a  pfos  de  va- 
riation après  ±fr,  on  pefit  conclure  que  les  variaiiorvs  nou¥eli0s 
introduites  par  une  racine  positive  sont  toujours  en  nombre  it*- 
p«ir.  Cela  posé,  eoneevon»  qu'on  ait  ôté  i  une  équation  toutes  ses 
racines  positives ,  Téquation  restante  doit  avoir  son  dernier  terme 
positif,  $$m  quoi  elle  aurait  au  »M>ins  une  racine  positive  (461). 
Of,  pour  arriver  du  premier  terme  «  qui  e^  toujours  positif  ^  à  ee 
dernier  terme ,  qui  est  positif  aussi,  tes  variations,  s'il  y  en  â, 
sont  évidemment  en  mrnbre  pair;  et,  d'im  autre  côté,  on  dcM 
revenir  à  Téquation  primitive  en  rétablissant  suGeessive^^ent  afe^e 
oune  des  racines  supprimées  :  donc,  si  le  nombre  des  rueims 
positives  est  moindre  que  celui  des  variations,  la  Hfférenoe  tM 
un  fkombre  impair. 

479.  Si  dans  une  équation  o»  remplace  or  pat — x,  toutes  les 
racines  ctiangeront  de  signe  \  par  cottséquent  le  nombre  des  varil^ 
tions  de  la  transformée  indiquera  combien ,  au  plus ,  la  proposée 
contient  de  racines  négaikives.  Par  esjemple,  s'il  s*agit  de  l'éqw^ 
tim  x^ — 2ar+^=^9  comme  elle  n'a  que  deux  variations»  on  Voit 
tout  d'abord  qu'eHe  ne  peut  avoûr  plus  de  deux  racif^es  positives^ 
Pois,  comote  la  traïasformée  en  ^^tt,  après  y  avoir  changé  tous» les 
signes,  est  :t^-^2jr— dsO,  et  qu'ette  n'a  qu'une  vadriatiioo ,.  oo  est 
certaif)  que  b  proposée  n'a  pas  plus  d'une  racine,  négaitva 

4S0.  On  peut  démontrer  géflwéraiement  qu'en  réiHMasa»t  tes  va^ 
riatioF^  de  la  proposée  à  eeiies  de  la  transfcn^mée ,  le  nombre  total 
de  ces  variations  ne  doit  point  surpasse!  le  degré  de  réqoation. 

Soient  Gcr*+Ha:*""*'  deux  termes  consécutifs  de  l'équation 
aiï'»-f«ete^=:0,  et  supposons*  les  d'abord  de  même  signe.  Après 
avoir  changé  x  en — x,  ces  deux  termes  donneroni  une  variatiofti 
si  k!  est  impair,  et  ils  n'en  donnerout  aucune  si  k'  est  fâir^  Su9** 
poi»)ihs  ma'mtenant  que  les  deux  termes  soient  de  signes  coiftttai- 
res  :  si  k!  est  impair,  ils  ne  présenteront  aueune  variation  daos  la 
transformée  ^  mais  si  V  est  pair,  ils  en  présenteront  enoOare  unit. 
Ainsi ,  en  réurnssant  les  variations  de  la  proposée  à  ceUes  de  Ift 
transfermée  ^  on  peut  dire  que  deux  termes  consécutifs,  dans  k»^ 
quels  la  différence  des  exposants  est  impaire ,,  présentent  toujoum 
une  variation  t  et  que ,  si  cette  différe^ace  esi  paire  »  ils  en  présent 
teronl  deus  ois  n'en  présenlerMt  aueune.  Ce  Ofombre  de  variaèieM 
M  surpaïaa  donc  pas  la  diffiàren^ee  des  deux  expéuiats  ;  et  cottBM 
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dans  le  dernier  terme  de  l'équation  l'exposant  de  x  est  zéro,  on 
est  certain  que  le  nombre  total  des  variations  ne  surpassera  jamais 
le  degré  de  l'équation.  Et  même ,  on  voit  que  la  différence,  quand 
il  y  en  a  une,  doit  être  un  nombre  pair. 

481 .  Puisqu'il  ne  doit  point  y  avoir  plus  de  racines  positives  que 
de  variations  dans  la  proposée ,  ni  plus  de  racines  négatives  que 
de  variations  dans  la  transformée  en  — x-,  et  puisque  d'ailleurs  le^ 
nombre  total  de  ces  variations  ne  peut  point  surpasser  le  degré  de 
l'équation,  il  s'ensuit  que  si  toutes  les  racines  sont  réelles,  ce 
nombre  total  devra  être  égal  au  degré  de  l'équation ,  et  qu'il  y 
aura  précisément  autant  de  racines  positives  que  de  variations 
dans  la  proposée,  et  autant  de  racines  négatives  que  de  variations 
dans  la  transformée. 

Lorsqu'on  ignore  si  toutes  les  racines  sont  réelles ,  cette  conclu- 
sion ne  s'applique  plus  \  car  les  racines  imaginaires  peuvent  sub- 
sister également  avec  des  permanences  et  avec  des  variations.  Par 
exemple,  si  les  racines  de  l'éq.  x*4-/>^+9=0  sont  imaginaires,  il 
est  clair  qu'elles  le  seront  encore  après  avoir  changé/?  en  — />. 

482.  Lorsqu'une  équation  est  incomplète ,  il  est  souvent  facile, 
par  ce  qui  précède ,  de  reconnaître  qu'elle  a  des  racines  imagi- 
naires. On  comptera  les  variations  de  la  proposée  ainsi  que  celles 
de  la  transformée  en  — x^  et  d'après  les  n***  478  et  479,  il  ne  peut 
pas  y  avoir  plus  de  racines  réelles  que  ne  l'indique  le  nombre  de 
toutes  ces  variations  :  donc,  si  ce  nombre  est  surpassé  par  le  degré 
de  l'équation ,  on  sera  certain  qu'il  y  a  au  moins  autant  de  racines 
imaginaires  que  d'unités  dans  la  différence. 

Par  exemple,  si  l'équation  est  a?'" — 1=0  et  que  m  soit  pair, 
on  apprendra  sur-le-champ  qu'elle  a,  au  plus,  deux  racines  réelles; 
et  comme  il  est  évident  qu'elle  en  a  deux,  +1  et — 1 ,  on  peut 
affirmer  qu'elle  a  m— 2  racines  imaginaires. 

Reportons- nous  à  l'explication  du  n**  480.  En  représentant 
l'équation  par  x'»+Pjtr'"~''+Qj:'»-«-'''+Ra:"'--'»-«'-«"+  etc.=0, 
et  en  ajoutant  les  variations  de  la  proposée  à  celles  de  la  trans- 
formée en  — X,  on  a  vu  que  les  termes  ar^+Pa?™"""  donnent  une 
variation  quand  n  est  impair,  et  qu'ils  en  donnent  deux  ou  n'en 
donnent  pas  du  tout  quand  n  est  pair.  Par  conséquent,  si  on 
nomme  ç  ce  nombre  de  variations  qui  est  tout  au  plus  égal  à  2,  la 
différence  n—v  pourra  bien  être  ou  zéro  ou  un  nombre  pair,  mais 
ne  sera  jamais  négative.  Une  observation  analogue  peut  se  faire 


LEÇONS  d'algèbre.  421 

sur  deux  termes  consécatifs  quelconques  de  l'équation  :  de  sorte 
qu'en  désignant  par  f^^  v"y...  les  nombres  des  variations  résultant 
des  autres  parties  de  l'équation ,  aucune  des  différences 

ne  sera  négative.  Mais  si  on  désigne  par  V  la  totalité  des  variations 
de  réquation  et  de  la  transformée ,  puis  si  on  fait  attention  que 
m=/i+/i'+7i",."  oii  a  évidemment 

/7î_V=(n— ç')+(n'— ç^')+(/i"--V)+  etc. 

Or,  quand  les  m  racines  de  l'équation  sont  réelles ,  on  a  V=:m  ou 
m— V=:0;  donc,  puisque  aucune  des  différences /i—ç^,  ti'— (/,... 
ne  peut  être  négative,  il  faut  qu'on  ait 

/l— ç^rrO,      7l'— /=:0,      /i"— /=:0,  CtC. 

Donc ,  si  une  seule  de  ces  différences  n'est  pas  zéro,  on  est  assuré , 
sans  autre  examen ,  que  Téquation  a  des  racines  imaginaires  \  et 
l'on  pourra  affirmer  qu'elle  en  a  au  moins  autant  que  cette  diffé- 
rence renferme  d'unités. 

Par  exemple ,  supposons  que  Gx*+Ha:*~»  soient  deux  termes 
entrée  lesquels  manque  le  terme  en  a:*""*.  Si  G  et  H  ont  le  même 
signe ,  ces  termes  n'amèneront  pas  de  variation  dans  la  trans- 
formée en  —a:,  et  on  pourra  affirmer  que  l'équation  a  au  moins 
deux  racines  imaginaires  :  tel  est  le»  cas  de  l'éq.  a:^+4x+7=o. 
Mais  si  G  et  H  sont  de  signes  contraires ,  on  ne  pourra  plus  rien 
conclure  5  car  les  deux  termes  donnent  déjà  une  variation  et  en 
donneront  encore  une  dans  la  transformée ,  ce  qui  en  fera  2,  nom- 
bre précisément  égal  à  la  différence  des  deux  exposants  :  ce  cas 
e3t  celui  de  l'éq.  x^ — 4x+7=0. 

Supposons  maintenant  qu'entre  deux  termes  Ga:*-f-Ha7*~*',  il  en 
manque  deux  ou  davantage.  Comme  la  différence  des  exposants 
est  >2,  et  que  ces  deux  termes  ne  peuvent  produire  que  deux  va- 
riations au  plus ,  on  est  assuré ,  sans  aucun  examen  ultérieur,  que 
réquation  a  des  racines  imaginaires. 

483.  Quand  l'équation  est  complète  et  qu'on  y  remplace  x  par 
— x^  il  est  évident  que,  sur  deux  termes  consécutiCs,  l'un  conserve 
son  signe ,  tandis  que  l'autre  prend  un  signe  contraire  à  celui  qu'il 
avait  5  donc  les  permanences  deviennent  des  variations,  et  vice 
versa.  On  peut  donc  dire  qu'une  équation  complète  ne  peut  pas 
avoir  plus  de  racines  négatives  que  de  permanences. 
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Cette  conclasion  s'appliquera  aux  é(|uaiions  inoompHAes  si  Toii 
â  80ia  d'y  i*étafoiir  les  termes  manquants ,  lesquels  domtit  éfra 
regardés  comme  âysnt  le  ooeiiicient  :tO.  Par  e&emplB,  soit  Téqua* 

tion  x^ — 4a:+7=0.:  sous  celte  forme  elle  n'a  pas  de  permanence  ; 
cependant  elle  a  une  racine  négative,  car  elle  est  de  degré  impair 
et  soti  det-nîer  terme  est  positif  (461).  Mats,  si  on  restitue  le  second 
tenïïe  ±i0.r%  elle  devient  x^±.t^x^—\ùo+*7^-0  ;  et  alors ,  ti\i*otv 
prenne  +0j:*  ou — Oar%  elle  a  toujours  «ne  perrtiâtience  (*). 

On  peut  aussi,  par  cette  vole,  reconnaître  quelquefois  la  présence 
des  imaginaires.  Après  avoir  rétabli  les  termes  manquants  en  leur 
donnant  zéro  ppur  coeliioients ,  on  devra  les  regarder  aussi  bien 
comme  positifs  que  comme  négaUfs^  et»  quelques  signes  qu'où 
adopte,  on  devra  toujours,  si  toutes  les  racines  de  l'équation  sont 
réelles,  trouver  le  même  nombre  de  variations  et  le  même  nombre 
de  pèrftmnettces.  Doue,  quand»  en  sew  autrêfnetit ^  l'èquttUoû 
aura  des  racines  îî!i«gîiialres. 

Par  exemple ,  soient ,  comme  plus  haut ,  Gaî*+Ha*-^  deut  ter- 
mes entre  lesquels  il  manque  le  terme  en  if^***  t  On  le  rétablira ,  et 
en  aura 

Si  G  et  H  sont  dé  même  signe ,  positifs  pat  exemple ,  ces  trots 
termes  donneront  deux  permanences  ou  deui  Variations ,  selon 
qu'on  prendra  +0  ou  -0  -,  donc  lorsqu'il  manque  un  terme  entre 
deux  termes  de  même  signe ,  l'équation  a  des  racines  imagmaires. 
Mais  si  G  et  H  sont  de  lignes  contraires ,  on  ne  peut  plus  rien 
conclure*,  car,  soit  qu'on  prenne  +Ô  ou— ô,  l'ensemble  des  trois 
termes  donnera  toujours  une  variation  et  une  permanence. 

Soient  encore  Gx^+Hx'"*'  deux  termes  entre  lesquels  il  en 
manque  plusieurs.  En  les  rétablissant  on  aura 

Gx*±Ox*-  '  diOo:*-». .  .+Ha:*-^. 

Ôr,  on  peut  donner  au  troisième,  o^p*-*,  le  même  signe  qu'à  Gx*; 
et  alors,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  sera  sûr  que  l'équation 
a  des  racines  imaginaires. 


(*)  Quelquefois  le  théorème  de  Desgartes  est  énoncé  ainsi  \  Une  équation  ne 
ÈUftfUit  àvoit  pM  de  racines  positives  qu9  âe  variations,  ni  ptiis  de  tàctnei 
^tt(t'4>«s  ^é  de  pvf^mahencêi.  Miils  la  sëeoade  p^nie  de  cet  énoncé  Hi  Ineiaete, 
à  molat  qu'aa  a'ajouil  ^ué  l'éqiiiatiMi  éèt  ctd(Mitlèlé ,  mWktt^  inéltl^  |lMr  le 
première  partie.  V^«  9*^i9+t^^  buIBI  paiir  JUKtfier  «ttte  ffff&mhiaa.i 
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Il  serait  facile  de  démontrer  que  le  rétahlissement  des  termes 
luaaquanU  peut  conduire  aux  mêmes  conséquences  que  les  cou* 
sidéralions  du  n""  482;  mais  ces  détails  sont  superflus. 

484.  La  règle  de  Dçscartes  peut  servir  à  trouver  les  rac<ne% 
d'une  équation  quand  on  sait  qu'elles  sont  toutes  réelles.  Je  sup-« 
poserai ,  ce  qui  est  toujours  permis,  que  l'équation  n'ait  plus  de 
racines  égales,  et  je  me  dispenserai  aussi  de  parler  des  racines  néf 
gatives^  attendu  que  leur  détermination  se  raipène  à  celles  des 
racines  positives. 

.  D'après  la  règle  de  Dësgartës  ,  puisque  l'équation  proposée 
en  a:  n'a  que  des  racines  réelles»  elle  doit  avoir  précisément  autant 
^e  variations  que  de  racines  positives.  Or,  si  on  désigne  par  «  ua 
nombre  réel  quelconque ,  et  si  on  fait  op—o^^a/^  toutes  les  racines 
de  la  transformée  en  a?'  ou  x — tx  seront  encore  réelles  ^  par  çon-* 
séquent  le  nombre  des  variations  de  cette  transformée  iudiquera 
aussi  combien  elle  a  de  racines  positives. 

D'un  autre  côté ,  il  est  évident  que  si  a  est  positif,  et  que  l'équa*. 
tion  proposée  en  se  n'ait  pas  de  racine  entre  0  et  «,  la  tiansformé^ 
en  a>- a  conservera  autant  de  racines  positives  que  la  proposée  ^ 
mais  que,  si  cette  proposée  a  des  racines  entre  0  et  a,  la  transfor- 
mée aura  de  moins  un  pareil  nombre  de  racines  positives.  DonOi^ 
en  comptant  les  variations  perdues  lorsqu'on  passe  à  la  transfor- 
mée en  a?— a ,  on  saura  combien  la  première  a  de  racines  positives 
entre  0  et  a.  Pareillement,  «'  étant  >«,  si  on  passe  de  Téq,  en 
a?— a  à  une  nouvelle  transformée  en  x — a',  le  nombre  des  varia-r 
tiens  qui  seront  de  moins  dans  la  seconde  que  dans  la  précédente, 
fera  connaître  combien  l'équation  primitive,  en  os,  a  de  racines 
positives  entre  a  et  a'.  Cela  posé,  voici  comment  on  déterminera 
successivement  tous  les  chiffres  des  racines ,  jusqu'à  telle  décimale 
qu'on  voudra. 

De  réq.  en  œ  on  déduira  les  transformées  en  x — 1 ,  x — 2 ,.., 
jusqu'à  celle  en  x — 10^  et,  par  les  variations  perdues  à  chaque 
transformation ,  on  saura  combien  la  proposée  a  de  racines  entre 
0  et  1 ,  combien  entre  1  et  2,...,  enfin  combien  entre  9  et  10. 

Les  racines  dont  l'existence  est  ainsi  reconnue  sont  toutes  <;10; 
mais,  quand  on  aura  une  méthode  pour  les  déterminer  en  déci- 
males, il  sera  facile  d'obtenir  aussi  les  racines  comprises  de  10  à 
100,  de  100  à  1000,  etc.  En  effet,  il  suflîra  de  f;iire  .r=rrlOa/ 
,dans  réq.  en  x\,  et  de  chercher  les  valeurs  de  .r'  qui  sont  <10  5 
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puis  de  faire  a/=10a:"  dans  l'éq.  en  a/,  et  de  chercher  les  valeurs 
de  x"  qui  sont  <10-,  ainsi  de  suite.  Si ,  par  exemple ,  après  avoir 
trouvé  réq.  en  x\  on  cherche  la  transformée  en  x"— 10 ,  et  que 
tous  ses  termes  soient  de  môme  signe,  on  sera  certain  que  la  pro- 
posée n'a  pas  de  racine  positive  >1000.  Par  ces  raisons,  je  me 
bornerai  à  expliquer  comment  on  trouve  les  chiffres  décimaux  des 
racines  <10. 

Supposons  qu'on  ait  reconnu  qu'une  ou  plusieurs  racines  soient 
comprises  entre  le  chiffre  a  et  a+l.  Pour  trouver  les  dixièmes  de 
chacune ,  on  fera  10  (or— a)=ra/  dans  l'éq.  en  x— «,  puis  on  cher- 
chera la  partie  entière  des  valeurs  de  a/,  par  le  même  moyen  qui 
a  déterminé  a  :  c'est-à-dire  qu'on  calculera  les  transformées  en 
x' — 1 ,  3d — 2,  etc. ,  en  ayant  soin  de  ne  pas  aller  au  delà  de  a/— 10, 
et  qu'ensuite  on  comptera  les  variations  perdues  à  chaque  trans- 
formation ,  ce  qui  apprendra  s'il  y  a  des  valeurs  de  a/  entre  0  et  1, 
entre  1  et  2 ,  etc.  :  par  là  on  connaîtra  le  chiffre  des  dixièmes  de 
chacune  des  racines  cherchées.  Soit  a'  celui  qui  appartient  à  l'une 
d'elles ,  on  fera  10  (xf — (xf):=roc^^  on  répétera  sur  l'éq.  en  x"  les  opé- 
rations qui  ont  été  faites  sur  l'éq.  en  a/,  et  on  connaîtra  le  chiffre  a* 
des  centièmes.  En  continuant  ainsi  on  pourra  trouver  autant  de 
décimales  qu'on  voudra. 

Il  se  peut  que  plusieurs  racines  aient  les  premières  décimales 
communes.  Mais  comme  Téq.  en  x  n'a  pas  de  racines  égales,  on  est 
sûr  que  les  racines  comprises  entre  a  et  a-j-l  finiront  toujours  par 
se  séparer.  On  reconnaît  que  la  séparation  d'une  racine  est  com- 
plète ,  quand  la  dernière  transformée  n'a  qu'une  seu^e  racine  po- 
sitive de  moins  que  la  transformée  précédente',  ou,  ce  qui  est  la 
môme  chose,  quand  elle  n'a  qu'une  seule  variation  de  moins. 

La  méthode  que  je  viens  d'exposer  sommairement  a  été  publiée 
en  1807  par  Budan  ,  dans  un  mémoire  ayant  pour  titre  Méthode 
nouvelle  pour  la  résolution  des  équations.  Cet  auteur  a  aussi 
essayé  d'étendre  sa  méthode  à  toutes  les  équations ,  lors  môme 
qu'on  ignore  la  nature  des  racines;  mais  il  s'est  trompé  en  croyant 
y  réussir  au  moyen  de  la  seule  règle  de  Desgartes. 

48S.  C'est  une  recherche  importante  que  celle  des  conditions 
auxquelles  on  reconnaît  que  toutes  les  racines  d'une  équation  sont 
réelles  et  inégfiles  :  on  peut  y  parvenir  en  appliquant  le  théorème 
de  Descartes  à  l'équation  aux  carrés  des  différences. 

Soit  X^'O  l'équation  donnée ,  et  D=:=;0  Véquation  aux  carrés  des 
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différences.  S*il  n'y  a  dans  Xt=0  que  des  racines  réelles  et  inégales, 
les  carrés  de  leurs  différences  seront  des  quantités  réelles  et  posi- 
tives -,  donc  réq.  D=0  devra  être  complète  et  n'avoir  que  des  varia- 
tions de  signes.  Supposons  qu'il  y  ait  des  racines  imaginaires  dans 
X^O,  et  admettons ,  ainsi  qu'on  l'a  démontré  (589) ,  qu'elles  s'y 
trouvent  par  couples  de  la  forme  a±ib[/ — 1 ,  aei  b  étant  des 
quantités  réelles  :  le  carré  de  la  différence  entre  les  racines 
d'un  tel  couple  est  (26v/— -ï)*  ou — 46%  quantité  essentiellenîent 
négative.  Si,  parmi  les  racines  réelles,  il  y  en  avait  d'égales,  les 
carrés  de  leurs  différences  seraient  zéro.  Or,  il  est  évident  que 
l'éq.  D=0  ne  peut  avoir  ni  racines  négatives,  ni  racines  nulles, 
quand  elle  est  complète  et  que  les  signes  +  et  —  y  sont  alternatifs. 
Donc ,  pour  qu'une  équation  n'ait  que  des  racines  réelles  et 
inégales  y  il  faut  et  il  suffit  que  V équation  aux  carrés  des 
différences  soit  complète  et  n'ait  que  des  variations. 

Quand  l'éq.  X=:0  n'a  que  des  raciives  réelles ,  mais  qu'il  y  en  a 
d'égales ,  le  dernier  terme ,  ou  même  plusieurs  termes  consécutifs 
à  partir  du  dernier,  manquent  dans  l'éq.  D~0-,  mais  les  termes 
restants  doivent  toujours  se  succéder  sans  lacunç  et  n'offrir  que 
des  variations  de  signes. 

Pour  l'équation  du  3*  degré  a^+Qx+R=t> ,  on  a  trouvé  (452)- 
que  l'équation  aux  carrés  des  différences  est 

zH6Qjz>-|-9Q*2+4Q3+27R*:zrO. 

Si  l'on  veut  que  cette  dernière  soit  complète  et  ne  présente  que 
des  variations ,  il  faut  qu'on  ait  Q<0  et  4Q34-27R'<0.  Or,  la  se- 
conde condition  ne  peut  pas  être  remplie  sans  la  première  ;  donc, 
pour  que  les  racines  de  l'équation  du  3«  degré  soient  réelles  et  in- 
égales, une  seule  condition  est  nécessaire,  savoir  :  4Q^+27R*<0. 

Théorème  de  Budan.  —  Son  utilité  dans  la  résolution  des  équations. 

486.  Ce  théorème  a  été  publié,  en  1807,  dans  l'ouvrage  déjà 
cité  (484).  Après  avoir  observé  qu'on  pouvait  facilement  en  aper- 
cevoir la  vérité  à  l'égard  des  équations  qui  n'ont  que  des  racines 
réelles,  Budan  ajoutait  u  qu'il  avait  de  fortes  raisons  de  le  croire 
»»  applicable  à  une  équation  quelconque.  »  Plus  tard,  en  1811 ,  il 
mit  cette  assertion  hors  de  doule  par  une  démonstration  qu'il 
communiqua  à  l'Institut.  Lagrange  et  Legendre  ,  qui  forent 
chargés  d'eu  faire  l'examen ,  jugèrent  que  la  démonstration  était 
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exacte  et  fue  le  théorème  était  nouveau.  Pour  mieux  le  faire  coq« 
naître  I JQ  reprends  les  cboses  de  plus  haut. 

Une  éq,  en  x  éUint  donnée  »  et  «  étant  un  nombre  positif  quel- 
conque! |M>it  fait  ^zspy+d  :  on  aura  upe  transformée  en  jr  dont 
toMtes  les  racines  seront  celles  4e  ia  proposée  diminuées  de  a^et 
il  e«t  évident  qu'autant  Téq.  en  â?  renfermait  de  racines  enlre  0 
et  «  ^  autant  il  y  aura  de  racines  positives  de  moins  dans  U 
transformée  en j^ ou  ^r-^a.  Or,  lorsque  toutes  les  racines  d'une 
équation  sont  réelles  ^  on  a  vu  que  le  nombre  des  racines  positives 
de  cette  équation  est  égal  a  celui  des  variations  de  signes  :  donc  » 
si  réq.  en  x  n'a  que  des  racines  réelles  «  on  devra  trouver  dans  la 
tranformée  en  «r--«  autant  de  variations  de  moins  qu'il  y  avait  de 
racines  entre  0  et  «  dans  la  proposée.  La  présence  des  imagiimr^ 
empoche  cette  conclusion  d'être  générale)  mais  dans  tous  les  caa 
on  peut  établir^  et  c'est  là  le  théorème  énoncé  par  Budan^  que  ie 
nombre  des  racines  de  l* équation  en  x,  comprises  entre  O^ta^ 
ne  p^ut  point  surpasser  le  nombre  des  variations  perdues  en 
paissant  de  cette  équation  à  la  transformée  en  n—a. 

Soit  X^O  une  équation  du  degré  m  en  or,  et  soient  X'*  X'V.* 
XCw-o^  XC"0  la  suite  des  fonctions  dérivées  <te  X ,  jiisqu'à  celle 
qui  ue  renferme  plus  l'inconnue  ^«  Si  on  fait  ai^y*\-(i^  on  obtien- 
dra la  transformé  en  y  ou  a:— a-^  et,  si  on  ordonne  cette  transfor- 
mée à  la  manière  ordinaire,  ses  coefUcients  seront  les  valeurs  que 
prennent,  pour  j:--a,  les  fonctions 

1.2  ..w'  l  2..,{m—l)         1.2'    1  ' 


D'un  autre  côté ,  pour  a?2r-0 ,  ces  Tonetîons  doivent  ee  réduire  mt 
cOeOlctents  de  i'éq.  X^o  \  car  alors  ia  transformée  doit  devenir 
celle  qu'on  aurait  eue  en  faisant  îv=y.  Ainsi ,  le  théorème  revient 
à  démontrer  que  si  on  compte  les  variations  de  la  suite  d- dessus 
après  y  avoir  fait  or^O,  et  aussi  après  y  avoir  fait  ;r~a ,  le  nombre 
des  racines  de  X=0 ,  comprises  entre  0  et  « ,  ne  peut  pas  surpas- 
ser celui  des  variations  qui  se  trouvent  de  moins  après  la  seconde 
substitution.  Dans  cette  suite  de  fonctions  on  peut  d'ailleurs  sup- 
primer les  diviseurs  numériques,  et  môme  multiplier  ou  diviser 
chacune  d'elles  par  tel  facteur  positif  qu'on  voudra ,  puisqu'alors 
les  signes  ne  sont  pas  altérés.  C'est  à  peu  près  ainsi  que  Fourrier 
présente  le  théorème  dont  il  s'agit,  dans  son  analyse  des  équa- 
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lions  y  publiée  par  Navier,  en  1831.  Je  vais  en  rapporter  îei 
renoncé  et  la  démonslration  tels  qu'on  les  trouve  dans  cet  ouvrage, 
487.  Théokème.  Étant  donnée  une  équation  quelconque 
X=0 ,  de  la  forme 

si  y  dans  la  suite  des  m+1  fonctions 

[1]  XW.XC—o,....  X",  X',X, 

on  substitue  alternativement  deux  quantités  réelles  quelcon- 
ques  a  etpyA  étant  <|3,  €^  si  après  chaque  substitutiori  on 
compte  les  variations  de  signes  que  présente  la  suite  des  résul- 
tats :  le  nombre  des  racines  comprises  entre  a  et  ^  ne  peut  ja- 
mais surpasser  celui  des  variations  perdues  de  x~ a  à  x~  p  ; 
et,  quand  il  est  moindre ,  la  différence  est  toujours  un 
nombre  pair. 

La  dén)onstration  se  fera  en  examinant  les  changements  de 
signes  qui  peuvent  s^opérer  dans  la  suite  [1]  lorsque  x  crott  d'une 
manière  continue.  Or,  il  est  clair  qu'aucune  des  fonctions  de  cette 
suite  ne  doit  changer  de  signe  sans  passer  par  zéro  :  car,  si  l'une 
d'elles  change  de  signe  en  y  substituant  successivement  deux 
quantités,  on  sait  qu'il  existe,  entre  ces  quantités,  au  moins  une 
valeur  de  x  qui  rend  la  fonction  égale  à  zéro.  C'est  poUK^uoi  l'on 
fera  particulièrement  attention  aux  altérations  produites  dané  les 
signes ,  lorsque  x  passe  par  une  valeur  a  qui  fait  évanouir  une  ou 
plusieurs  fonctions  de  la  suite  [1].  La  clarté  exige  que  Ton  coof^ 
dère  avec  ordre  différents  cas.  Je  préviens  ici  que  je  représenterai 
le  1"  membre  de  l'équation  indifféremment  par  X  ou  par  ¥{x)\ 
çt  les  polynômes  dérivés,  par  X',  X",  etc.,  ou  par  F'(x),  F"(wff),  etc* 

V  Supposons  que  la  valeur  x^a  ne  rende  nulle  qu'une  seule 
des  fonctions,  «t  que  ce  soit  la  dernière  X  ou  F(jf).  Puisque  a  na 
rend  nulle  aucune  des  fonctions  précédentes ,  on  est  certain  qu'en 
prenant  une  quantité  h  suffisamment  petite,  et  en  substituant  suç-» 
cessivement  a-^h  et  a  4-  ^  au  lieu  de  ;r  dans  ces  fonotious»  les  deu]( 
suites  de  résultats  devront  offrir  exactement  les  mômes  signes  qufl 
si  Ton  avait  substitué  a.  Il  n'y  a  donc  qu'à  comparer  les  sign^ 
donnés  par  les  substitutions  de  a— h  et  de  a+h  dans  les  deux 
dernières  fonctions ,  V\x)  et  F(x).  Ces  fonctions  deviennent 

F'(tt— A)  et  F*(ft-*A>,  pour  x—a—h; 
F'(«-i-/iJ  et  F{a+h)^  pour  a7:=^a+A» 
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Mais  on  sait  que 

F(a-.^)==F(a)— ^F(a)+etc. , 
F(a+/0=F(a)+ AF'(a)+etc.  ; 

donc ,  en  observant  que  F(a)=:0 ,  on  a 

F(a— A)=:— AF'(a)+etc., 
F(a+^)~+^F'(a)+etc. 

On  peut  prendre  h  assez  petit  pour  que  chaque  développement 
représente  une  quantité  de  même  signe  que  son  premier  terme  ^ 
par  conséquent,  nous  avons  simplement  à  comparer 

les  signes  de    W(a^h)    et    — F'(âJ) , 
avec  ceux  de    F'(a+A)    et    +F'(a). 

Or,  on  a  déjà  remarqué  que  F'(a— ^)  et  F'(a+A)  ont  le  même 
signe  que  W{a)\  donc,  en  ne  faisant  attention  qu'aux  signes ,  on 
aura  une  des  deux  combinaisons  suivantes  : 

Pour  a  —  A...-I \  ( f- 

Pour  a  +  ^  . . .  +  +  ) 

Donc  la  substitution  de  a+h  dans  la  suite  [1]  donne  une  variation 
de  moins  que  la  substitution  de  a — h. 

2<>  Supposons  que  plusieurs  fonctions  consécutives  deviennent 
zéro ,  et  qu'elles  comprennent  la  dernière  ¥{x).  Soient 

W-'Xx),    FO-»)(x),....     F'(;r),    F(a:), 

ces  fonctions  consécutives ,  qui  deviennent  nulles  quand  on  fait 
x—a.  On  sait  que  ce  cas  est  celui  où  Téq.  F(a:)=0  renferme  i  ra- 
cines égales  à  eï;  et  comme  on  suppose  que  ni  la  fonction  Y^'\x) 
ni  aucune  des  précédentes  rie  deviennent  zéro  par  la  valeur  x—a, 
on  est  sûr  que ,  si  h  est  suffisamment  petit,  les  signes  de  la  suite  [1] 
ne  pourront  être  altérés,  en  passant  de  :r=a — h  à  j:=ra+A,  que 
dans  la  partie  qui  vient  après  F^*\x),  Ainsi ,  il  nous  suffira  de  com- 
parer les  signes  des  deux  lignes  ci-dessous  : 

[2]    FCO(a— A),  FC'-O(a-A),...  W{a—h),  F{a-h), 

[3]    FCO(a+>i),  FC^'-0(a+A),...  F(a+A),  F{a+h). 

Développons  FC'-0(a— A),  FC'^»)(a— A),  etc.  En  ayant  égard 
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aux  hypothèses  F(a)=0,  F(a)=:0,...  F^''"\a)-0,  il  vient 

FO-r^a—h) = FC''-0(a)— ^FCO(a)+etc. 

=— ^FCO(a)+etc. 

F^i-^Xa—h)  =  F<'-»)(a)— AFC'-0(a)+iA»FCO(a)--etc. 

=+i^*F^O(a)— etc. 
etc. 

La  quantité  h  étant  aussi  petite  qu'on  veut,  le  premier  dévelop-* 
pement  est  une  quantité  de  signe  contraire  à  F^'^a),  le  second  est 
une  quantité  de  môme  signe ,  et  ainsi  de  suite ,  en  alternant  les 
signes  jusqu'à  F(a — A). 

Si  on  développe  de  la  même  manière  les  valeurs  correspondantes 
à  a+h,  il  est  évident  qu'on  aura  des  quantités  toutes  de  même 
signe  que  F^'Xct}*  D'un  autre  côté,  les  signes  de  F^'^a—h)  et  de 
F^'\a+h)  doivent  être  les  mêmes  que  celui  de  F^'^(a).  La  ligne  [2] 
n'a  donc  que  des  variations ,  lesquelles  sont  en  nombre  ij  tandis 
que  la  ligne  [3]  n'a  que  des  permanences. 

Ainsi,  l'ensemble  complet  des  signes  de  la  suite  [l],  lorsque  x 
passe  de  a—h  à  a+A,  doit  perdre  i  variations,  c'est-à-dire  tout 
autant  qu'il  y  a  de  racines  égales  à  a. 

S'»  Supposons  encore  que  la  valeur  x—a  rende  nulle  une  seule 
des  fonctions,  mais  que  ce  soit  une  fonction  intermédiaire  XC") 
ou  F^"^{x).  Ecrivons  la  suite  [l]  comme  ci-dessous,  en  mettant  des 
points  à  la  place  des  termes  qui  nous  sont  inutiles  : 

X^"^  étant  la  seule  fonction  qui  devienne  zéro  pour  x^r-a,  il  s'en- 
suit que  chacune  de  celles  qui  sont  avant  ou  après  XC")  doit  don- 
ner le  même  signe  en  y  substituant  a— >i,  a+h,  ou  a. 

Si  la  suite  précédente  ne  comprenait  aucune  des  fonctions  X^"**')^ 
X^''*'»^...  qui  sont  après  X^'\  le  cas  que  nous  examinons  serait 
semblable  au  premier,  et  on  serait  sûr  que  la  suite  des  signes  cor- 
respondants à  a — h,  comparée  avec  la  suite  des  signes  correspon- 
dants à  a+h,  perdrait  une  variation.  Et  même  on  a  vu  que  cette 
perte  a  lieu,  parce  que  les  deux  derniers  signes  présentent  Tune 
de  ces  combinaisons  : 

Pour  a  —  *...+-—  )  (  ~  + 

Pour  a  +  h...  +  +        ^^ 


+  — 

++- 


+- 
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Par  conséquent ,  si  on  écrit  sur  la  même  ligne  tes  valeurs  que  pren^ 
nent  les  trois  fonctions  X<^"-^o,  X^"),  X^"-0,  par  la  substitution 
de  a— h  ;  et  au-dessous,  sur  une  autre  ligne ,  les  valeurs  que  pren- 
nent ces  fonctions  par  la  substitution  de  «  +  /i,  les  signes  ne  pour- 
ront offrir  qu^une  de  ces  quatre  combinaisons  : 

Poura  — A...-I h f- -f- 

Pour  a +/i... +  + + f- 

Quelle  que  soit  la  combiniJ^on ,  on  voit  qu'^  passant  do  Hir^h, 
à  a+A,  la  suite  [l]  perd  deux  variations  ou  n'en  perd  aucime, 

4°  Supposons  que  plusieurs  fonctions  consécutives  devie^neot 
nulles ,  et  qu'elles  ne  comprennent  point  la  dernière ,  X,  Écrivons 
la  suite  [l]  comme  ci-après, 

...XC-+0,  XC^+'-'O,...  x^-),  XC— »>,... 

et  admettons  que  les  i  fonctions  comprises  entre  X^'**+"'^  et  X^"""*^ 
deviennent  zéro,  sans  que  cela  arrive  à  aucune  autre.  Ce  n*estque 
dans  cette  partie  qu'il  pourra  y  avoir  des  modifications  de  signes 
wi  passant  de  x—a—h  à  3cz=a^h,  Si  la  suite  [1]  finissait  à  X^"^, 
on  rentrerait  dans  le  î*  cas ,  et  }*on  conclurait  qu'il  dort  y  avoir  i 
variations  perdues.  Mais  pour  avoir  égard  à  la  fonction  X^*'^^ 
il  faut  distingue?  l'hypothèse  de  i  pair  et  celle  de  if  fmpair. 

Lorsque  i  est  pair,  le  nombre  des  termes  X^''^'^...  X^"^  est  rm- 
pair.  Oi>,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  2«  cas,  si  on  descend  de 
X^""*"*)  à  X^"),  les  signes  résultant  de  la  substitution  de  a— h  se- 
ront alternatifs  \  donc  X^"^  sera  de  même  signe  que  X^''"*''\  Au 
contraire ,  les  signes  résultant  de  la  substitution  de  a-^-h  seront 
tou$  sen»blalale&  à  celai  de  X^"*+"'^.  Mais  cette  dernière  foBctioa 
doit  avoir  le  méine  signe  après  chaquie  substitution-,  <lei)C  Mssili 
fonction  X^*^  aura  le  môme  signe  ^  donc,  de  a:=a-^  à  x:^a-\-h, 
le^  Bomfbre  ctes  variibtioitô  perdues  est  égal  à  L 

Quatfîd  i  est  iflapaâr,  le  noaibrôdes  fonctions  X^""*"'),..,  X^*^  est 
p^K*^  et  la  raiso«iKement  ci-dessus  prouve  que  les  substitutions  de 
a^A  et  aVh  donnent  pour  X^")  des  résultats  de  signes,  opposéi. 
De  là  il  suit  que  les  deux  termes  X^''>  et  X^'»"'*>  ne  peuvent  offrir  ^ 
après  ces  sub^UtuUonft  9  que  l'une  de  ces  qiuufje  combinaisons  : 


+  + 
-  + 


+  — 


\  +  + 


+ 


Dans  la  première- et  la  dernière,  une  permaûence  est  remplacée 
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par  une  vamtioti  i  et  dans  les  deiis:  intermédiaires ,  vrne  variation 
est  remplacée  par  une  permanence.  Dono  le  nombre  des  variations 
perdues  par  la  suite  [i]  n'est  pios  ^^  mais  bien  ^1  ou  i^U 

Ainsi ,  (fiiaiid  t  est  pair,  le  nombre  des  variations  perdues  est  t^ 
et  quand  i  est  impair,  ce  nombre  est  i^l  ou  /+1  ^  dono  ee  nombre 
est  toujours  pair. 

ô"*  Supposons  en  dernier  lieu  que  la  substitution  de  izfMse  éva- 
nouir des  fonctions  dans  diverses  parties  de  la  suite  [1].  Si  dans 
ces  fonctions  il  s'en  trouve  i  consécutives  parmi  lesquelles  soit 
comprise  la  dernière ,  X,  Téq.  X— 0  a  i  racines  égales  à  a,  et,  par 
ce  qui  a  été  dit  P  et  2*»,  on  sait  que  ces  fonctions  évanouissantes 
donnent  lieu  à  une  perte  de  /  variations  )orsqu'<Mi  passe  de 
j;—^— ^  à  x=a+h.  Et  quant  aux  fonctions  intermédiaires  éva- 
nouissantes, ce  qui  a  été  dit  3°  et  4°  montre  qu'elles  ne  peuvent 
faire  perdre  qu'un  nombre  pair  de  variations. 

Les  cinq  cas  que  nous  veno&s  de  parcourir  mettent  ^n  évidence 
les  conséqueiices  suivantes.  Quand  x  croît  d'une  manière  conti- 
nue ,  les  changements  qui  s'opèrent  dans  les  signes  de  la  suite  [1] 
ne  peuvent  pas  augmenter  le  nombre  des  variations ,  mais  seule- 
ment le  diminuer.  Chaque  fcjis  que  x  vient  à  dépasser  une  radne 
a,  il  y  a  des  variations  perdues,  dont  le  nombre  est  le  même  que 
celui  des  racines  égaies  à  a  renfermées  dans  ('équation,  ou  le 
surpasse  d'un  nombre  pair.  li  peut  aussi  arriver  qu'il  y  ait  des  va- 
riations perdues  sans  que  x  passe  par  une  racine  de  Téquation , 
et  alors  elles  sont  to»|oQrs  en  nombre  pair. 

Donc  enfin,  si ,  après  avoir  substitué  dans  la  suite  [i]  une  valeur 
x=a  on  substitue  une  valeur  plus  grande  st:=^^,  le  nombre  des 
variations  pwdaes  sera  ou  «gat  au  lyovnbne  des  racine  comprises 
entre  «  etp,ou  le  surpassera  d'un  nombrepair.  C'^st  ti  le  théorème 
qui  était  à  démontrer. 

488.  Si  la  substitution  d'une  vateur  xts^a  Aiirait  év&nomr  une 
ou  plusieurs  fonctions  de  la  suite  [O?  ^^  poiHTait  toe  embarrassé 
sor  la  manière  de  compter  les  variations.  On  élude  la  difficulté  en 
substituant,  au  lieu  de  a,  des  nombres  m^-*ik  et  a+à,  qui  en  dif- 
fèrent aussi  peu  qu'on  veut.  Aucun  calcul  aouvem  ne  sera  néces- 
saire pour  détermiaer  les  signes  qui  résultent  de  t^à  substitutions. 
D'abord ,  los  fonctions  qui  ue  s'éivanouissent  point  par  la  vaietir 
xzzia  doivent  cpusarver  les  mêmes  signes^  et  quant  aux  tamo- 
tions  ^vwouissaute^ ,  il  sullira  4a  f  sppdler  ^  qui  a  été  dit  au 
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B°  précéd.  (4<').  Où  a  vu  en  effet  que  la  substitution  a — h  remplace 
les  zéros  par  des  signes  alternatifs  dont  le  premier  est  contraire  au 
signe  à  la  droite  duquel  ces  zéros  sont  placés ,  tandis  que  la  sub- 
stitution de  a+ A  amène  ce  même  signe  à  la  place  de  chaque  zéro. 
Ce  procédé  est  appelé  par  Fourrier  règle  du  double  signe.  Il 
revient  à  remplacer  les  zéros  d'abord  par  des  signes  tels  qu'on 
ait  le  plus  possible  de  variations,  et  ensuite  par  des  signes  tels  qu'on 
en  ait  le  moins  possible. 

Par  exemple,  supposons  qu'on  ait  trouvé, 

Pour  x=a,    +0  — f-o  0  0  0 — 0+  -, 

en  appliquant  la  règle  du  double  signe ,  on  aura 

Pour  ir=<2— A,    H f i f 1-  +  , 

Pour  X—  a+h,    +  H h  +  +  +  -I h- 

On  voit  alors  que  x,  en  passant  par  la  valeur  a,  fait  perdre  4  va- 
riations à  la  série  des  signes.  U  est  d'ailleurs  évident  que  l'équation 
n'admet  point  a  pour  racine ,  puisque  la  dernière  fonction  n'est 
pas  devenue  zéro  pour  œ:^a.  On  verra  tout  à  l'heure  que  ces  qua- 
tre variations  perdues  indiquent  avec  certitude  la  présence  de 
quatre  racines  imaginaires. 
489.  Reprenons  la  suite 

[1]  XC-^XC--o,....  X",  X',  X. 

Si  on  y  met  pour  x  des  valeurs  négatives  au  delà  d'une  certaine 
limite  x— — A  ,  les  signes  de  ces  fonctions  seront  ceux  de  leurs 
premiers  termes.  Mais,  par  la  manière  dont  on  forme  les  poly- 
nômes dérivés ,  il  est  clair  que  ces  premiers  termes  sont  composés 
des  puissances  x*»,  x\  a:%...  x"^,  multipliées  par  des  coefficients 
qui  sont  tous  de  même  signe;  donc,  après  la  substitution  de 
a:=r:*— .A ,  la  suite  des  fonctions  n'aura  que  des  variations. 

Pareillement ,  des  valeurs  positives  de  x,  au  delà  d'une  certaine 
limite  j:=:-hB,  feront  acquérir  aux  fonctions  de  la  suite  [l]  des 
valeurs  qui  seront  toutes  de  même  signe ,  de  sorte  que  la  suite  des 
résultats  n'offrira  plus  alors  que  des  permanences. 
.  Puisque  la  substitution  de  la  limite--A,  dans  la  suite  des  fonc- 
tions [1],  ne  doit  donner  que  des  variations,  et  q\td  ces  fonctions 
sont  au  nombre  de  m+ly  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  variations 
est  égal  à  m,  c'est-à-dire  au  degré  de  l'éq.  X^^O.  Ainsi  ^  m  est  le 
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nombre  total  des  variations  que  doit  perdre  la  suite  [1]  en  faisant 
augmenter  x  depuis  —  A  jusqu'à  +B. 

Cela  posé,  considérons  le  cas  où  les  m  racines  de  l'éq.  X=:0 
sont  réelles,  et  concevons  qu'on  substitue  dans  la  suite  [1]  deux 
quantités  a  et  |3  intermédiaires  entre  —A  et  +B  »  «  étant  <  (3  :  je 
dis  qu'alors  le  nombre  des  racines  comprises  entre  a  et  |3  serait  pré- 
cisément égal  à  celui  des  variations  perdues  par  la  suite  [1]  quand 
on  passe  de  a;=«  à  x=^.  En  effet ,  on  sait  déjà  que  le  nombre  de 
ces  racines  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  celui  des  variations 
perdues  (487)  ;  et,  d'un  autre  côté,  s'il  était  moindre,  il  faudrait, 
par  compensation,  qu'on  trouvât,  en  passant  de — A  à  a  ou  de 
p  à  +  B ,  plus  de  racines  que  de  variations  perdues ,  ce  qui  est 
impossible  (490). 

Maintenant,  ne  supposons  plus  (^ue  l'équation  ait  ses  m  racines 
réelles.  Nommons  n  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant 
de  a  à  p.  Par  le  théorème  du  n°  487,  il  est  clair  que  le  nombre 
des  racines  réelles ,  qui  sont  en  deçà  de  a  et  au  delà  de  p,  ne  devra 
jamais  excéder  m — /»,-  donc,  s'il  y  a  entre  «  et  (3  moins  de  n  ra- 
cines réelles ,  on  est  certain  que  ce  nombre  doit  être  complété  par 
des  racines  imaginaires. 

Pour  cette  raison ,  et  adn  de  rendre  le  discours  plus  général , 
FouRiER  propose  de  regarder  l'intervalle  de  «  à  p  comme  compre- 
nant n  racines;  mais  alors  il  faut  sous-entendre  que  quelques-unes 
d'entre  elles  peuvent  être  déficientes  ou  imaginaires. 

490.  Le  théorème  du  n"  487  renferme  comme  corollaire  celui 
de  Descartes.  Pour  une  certaine  limite  positive  x—+^ ,  la 
suite  [1]  ne  doit  avoir  que  des  permanences.  Mais  si  on  faitx^^O, 
les  fonctions  de  cette  suite  se  réduisent  aux  coefficients  mêmes  de 
réq.  X— 0,  ahsiraclion  faite  de  certains  multiplicateurs  numériques 
et  positifs  :  donc,  de  jî=0  à  jîi=+B>  ^a  suite  doit  perdre  autant 
de  variations  qu'il  y  en  a  dans  l'équation  ;  donc  le  nombre  des 
racines  positives ,  lesquelles  sont  toutes  entre  0  et  +B,  est  tout 
au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  l'équation.  Tel  est  en 
effet  le  théorème  de  Descartes  (478). 

Siréquationmanquedequelquestermes,ilyaura,dansIasuite[l], 
des  fonctions  qui  s'anéantiront  pour  x=:0.  Mais  on  peut  supposer 
à  ces  zéros  desaignes  tels  que  les  variations  soient  en  même  nom^- 
bre  que  si  on  ne  tenait  aucun  compte  des  termes  manquants;  par 
conséquent  le  corollaire  est  vrai  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire 
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aucune  attention  à  ces  .(ermes.  Celto  remarque  s'accorde  parfaU 
tement  avec  ce  qui  a  été  dit  au  sujet  du  théorème  de  Dbscartrïl 
£t  ici  encore  on  peut  ajouter,  comme  conséquence  immédiate  du 
nouveau  tliéorème ,  que  si  ie  nombre  des  variations  de  Téquation 
est  plus  grand  que  celui  des  racines  positives,  la  différence  sera 
toujours  un  nombre  pair,  qui  indiquera  dans  Téquation  un  nombre 
égal  de  racines  imaginaires. 

49i.  L'utilité  du  nouveau  théorème ,  pour  la  recherche  desraei- 
MS  rédles,  est  facile  à  apercevoir.  Dans  les  fonctions 

[t]  XC"),  XC"-o,....  x",X',X, 

w  substituera  des  quantités  négatives  croisaaotes  de  0  vers  — oo , 
jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  limite  — A,  qui  ne  donne  que  des 
variations  de  signes  ^  puis  on  substituera  aussi  des  quantités  posi- 
tives croissantes  de  0  vers  +<»  »  jusqu'à  ce  qu'on  atteigne  une 
limite  +B,  qui  ne  donne  que  des  permanences.  Quant  aux  inter- 
valles des  substitutions ,  ils  pourront  varier  selon  telle  loi  qu'on 
juygera  convenable.  Parmi  ces  intervalles ,  il  en  faudra  distinguer 
de  plusieurs  sortes. 

.Si  un  intervalle  est  compris  entre  deux  quantités ,  dont  Tune 
donne  une  variation  de' moins  que  l'autre,  il  y  a  entre  ces  quan- 
tités une  racine  réelle  de  l'équation ,  et  il  n^  en  a  qu'une. 

Si  un  intervalle  est  formé  par  deux  quantités,  dont  l'une  donna 
plusieurs  variations  de  moins ,  mais  en  nombre  impair,  on  sera  sûr 
qu'il  y  a  dans  cet  intervalle  un  nombre  impair  de  racines  réelles  ', 
mais  on  ne  saura  pas  encore  s'il  y  en  a  une  seule  ou  plusieurs. 

Enfin ,  si  un  intervalle  est  formé  par  deux  quantités,  dont  l'une 
4onae  plusieurs  variations  de  moias ,  mais  en  nombre  pair,  cet 
intervalle  pourra  renfermer  un  nombre  pair  de  racines  ou  n'en 
renfermer  aucune. 

493.  Dans  les  deux  derniers  cas ,  il  reste  de  Fincertitude  sur  le 
liombre  des  racines  réelles  que  comprend  l'intervalle.  La  première 
idée  qui  s'offr«  à  la  pensée  est  de  partager  l'int^valle  en  plu- 
sieurs intervalles  moindres  par  des  quantités  intermédiaires  qu'on 
substituera  dans  la  suite  [1] ,  et  d'appliquer  à  ces  substitutions  les 
règles  précédentes.  Si  la  séparation  n'est  pas  encore  complète- 
ment  opérée ,  on  subdivisera  les  derniers  intervalles,  et  ainsi  de 
suite.  Lorsque  l'întervaUe  primitif  ne  comprend  que  des  racines 
réelles  «t  inégales,  ces  subdivisims  répétées  doivent  en  opérer 


infailliblement  la  séparation.  Nous  écartons  ici  le  cas  des  racines 
égales,  aUeiidu  qu'on  a  une  méthode  pour  décomposer  une  équa- 
tion ,  qui  a  des  racines  égales,  en  d-autres  équations  dont  toutes 
les  racines  sont  inégales. 

Lorsque  l'intervalle  primitif  ne  comprend  pas  de  racines  réelles, 
la  subdivision  de  cet  intervalle  n'aura  aucun  terme ,  et  Ton  igno- 
rera toujours  si  la  séparation  est  impossible  en  raison  de  ce  que 
les  racines  sont  imaginaires ,  ou  si  elle  est  seulement  relardée  en 
raison  de  ce  que  leurs  différences  sont  extrêmement  petites.  De 
nouvelles  règles  sont  donc  nécessaires  pour  faire  disparaître  le 
doute;  et  c'est  à  quoi  l'on  parvient  sûrement  en  employant,  avec 
Lagrange,  des  substitutions  intermédiaires,  dont  les  intervalles 
soient  moindres  que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines. 

Il  reste  donc  encore  à  éviter  Péquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences dont  le  calcul  est  d'une  prolixité  si  fastidieuse ,  et  j'ai  déjà 
dit  que  Budan  ^vait  dirigé  ses  rtdierches  vers  ce  but.  Mais  il 
n'a  point  pu  y  réussir,  même  avec  le  secours  de  5on  théorème  j 
çt  la  seule  u|,il.ité  ^u'il  ei;  ^it  tifée  consiste  à  reconnaître,  comme 
on  l'a  fait  plus  haut,  certains  intervalles  dans  lesquels  il  n'y 
9  poipt  d^  racines  réejjes  ;  ce  qqi  peut  diminuer  considérable- 
ment le  nombre  diès  substitutions  çxigées  par  la  méthode  de 
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FouRiER,  dans  son  Ariff^^s^  des  équations,  n'a  pas  été  plus 
heureux.  Cependant  il  est  à  remarquer  que  dans  les  Mémoires 
4e  riustilpt  ;  anoéjB  1827,  cq  géomètre  a  énoncé  qu'on  pouvait 
procéder  \jfun^i^\9!^vf^i  jay  jçalcii.l  deç  racines  en  fractions  conti- 
aueji^  çoipme  31  l'on  ^taijt  açsuré  que  toutes  les  racines  sont  réelles , 
et  que  1^  distinction  4^i9  r^cip^es  r4ejlies  et  des  racines  imaginaires 
^Q  dipil  pas  manquer  4@  s'opérer  \  mais  celle  propriété  remar- 
quable des  fractions  coQ^tin.ues  n'était  appuyée  d'aucune  preuve. 
C'est  à  M.  Vincent  qu'on  doit  de  l'avoir  mise  hors  de  doute  • 
et  d'avoir  montré  qu'on  en  déduit,  pour  résoudre  les  équations, 
une  méthode  rigoureuse,  entièrement  affranchie  de  l'équation 
iiux  carrés  das  différeoees.  h»  Itiéorème  i»  Budajv  7  est  d'un 
grand  secours  pour  dimiouer  te  nombre  des  substitutions  qu'die 
pourrait  encore  exiger.  Foyez  le  Mémoire  de  M.  Vincent,  déjà 
cité ,  p.  400. 
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Th<^orème  de  M.  Stukm.  —  Son  usage  dans  la  résolulion  des  équations.  — 
Gomment  il  donne  les  conditions  de  la  réalité  des  racines. 

4-93.  Si  Ton  avait  un  théorème  pour  juger  d'une  manière  pré- 
cise combien  une  équation  a  de  racines  réelles  entre  deux  nom- 
bres donnés,  on  pourrait  procéder  d'une  manière  certaine  au  ea\cul 
de  ces  racines ,  au  moyen  d'approximations  successives ,  en  subdi- 
visant l'intervalle  des  deux  nombres  par  intervalles  partiels  de 
plus  en  plus  resserrés.  Ce  théorème  important  a  été  découvert  par 
M.  Sturm,  qui  Fa  communiqué  à  l'Institut  en  1829;  et  depuis 
lors  il  est  devenu  une  partie  essentielle  de  la  théorie  des 
équations. 

Soit  une  équation  X=0,  qui  n'a  plus  de  racines  égales,  et  dont 
le  1*'  membre  est  un  polynôme  de  la  forme 

dans  lequel  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  réels.  Formons 
d'abord  le  polynôme  dérivé  X,  de  X  -,  divisons  X  par  X,,  et,  quand 
nous  serons  parvenus  à  un  resté  de  degré  inférieur  à  X, ,  changeons 
les  signes  de  tous  les  termes  de  ce  reste.  Désignons  par  X»  ce  qu'il 
devient  alors,  divisons  de  la  même  manière  Xi  par  X»,  et  chan- 
geons encore  les  signes  du  reste,  on  aura  un  nouveau  polynôme 
X3,  de  degré  moindre  que  X».  Divisons  semblablement  Xa  par  X3, 
et  continuons  cette  série  de  divisions  comme  s'il  s'agissait  de  dé- 
couvrir le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  X,,  en  ayant  soin 
de  changer  toujours  les  signes  des  restes.  On  est  sûr  à  la  fin  d'ar- 
river à  un  reste  numérique,  c'est-à-dire  qui  ne  contiendra  plus  x^ 
et  ce  reste  sera  diBTérent  de  zéro,  autrement  Téq.  X=0  aurait  de5 
racines  égales,  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Après  avoir  change 
aussi  le  signe  de  ce  reste ,  représentons-le  par  Xr. 
On  aura  ainsi  une  suite  de  fonctions 

(X)  A,    X|f    Xft,    X3,....    Xr_-i,    Xr, 

qui  toutes  contiendront  jp  à  l'exception  de  la  dernière ,  Xr.  Je  dési- 
gnerai cette  suite  de  fonctions ,  ainsi  écrites ,  en  disant  d'une  ma- 
nière abrégée ,  la  suile  {x)  ;  et  pour  indiquer  ce  qu'elle  devient 
en  y  remplaçant  x  par  une  valeur  particulière  a,  je  dirai  simple- 
ment la  suite  (a).  Le  nom  de  fonctions  intermédiaires  sera  donné 
à  celles  qui  sont  placées  entre  X  et  Xr.  Cela  posé ,  voici  une  règle 
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sûre  pour  connaître  combien  Téq.  X=:0  a  de  racines  réelles  eom-* 
prises  entre  deux  nombres  quelconques  «  et  jî,  «  étant  <j3  : 

Substituez  cl  dans  la  suite  (x),  écrivez  par  ordre  sur  une 
même  ligne  les  signes  de  tous  les  résultats,  puis  comptez  le 
nombre  des  variations  contenues  dans  cette  suite  de  signes  ; 
écrivez  semblablement  sur  une  même  ligne  les  signes  qu'on 
obtient  en  substituant  ^ y  puis  comptez  le  nombre  des  varia^ 
lions  de  cette  seconde  suite  :  autant  elle  aura  de  variations  de 
moins  que  la  première,  autant  Véq.  X=0  aura  de  racines 
réelles  entre  a  et  p. 

Tel  est  le  beau  théorème  dont  M.  Sturm  a  enrichi  Tanalys» 
algébrique ,  et  dont  la  démonstration  va  nous  occuper. 

Nommons  Y„  Y»,  Y3,...  Yr_,,  les  quotients  qu'on  trouve  en  di- 
visant X  par  X„  Xi  par  Xa,  etc.  ;  et  rappelons  que  les  restes  de 
ces  divisions  sont — Xa, — Xj,... — Xr.  On  aura  cette  suite  d'égalités 

X  =XiY, — X», 

Xi=^XftYa X3, 

l*J  <     Xa=X3Y3— X,(, 


Xr_a — Xr— -lYr— |— Xrj 

et  deux  conséquences  importantes  s'en  déduisent  immédiatement, 
l**  Deux  fonctions  consécutives  de  la  suite  {x)  ne  peuvent  pas 
devenir  nulles  pour  une  même  valeur  de  oc.  En  effet ,  si  on  pou- 
vait avoir  à  la  fois  X«_,=0  et  X„=^0,  l'égalité 

qui  se  trouve  parmi  les  précédentes,  prouverait  qu'on  doit  avoir 
aussi  X„^.,=0;  et  en  descendant  d'égalité  en  égalité  on  conclu- 
rait qu'on  doit  avoir  Xr=0,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

2*»  Si  une  fonction  intermédiaire  de  la  suite  {x)  devient  zéro  pour 
une  certaine  valeur  de  x ,  les  valeurs  de  la  fonction  précédente  et 
delà  suivante  sont  de  signes  contraires.  En  effet,  lorsqu*on  a 
X,~0,  l'égalité  ci-dessus  se  réduit  à  X„_,=:: — X„4.,. 

Maintenant  concevons  qu'à  partir  de  x=(i  on  fasse  augmenter  x 
d'une  manière  continue,  et  examinons  comment  peuvent  s'intro- 
duire des  changements  dans  les  signes  de  la  suite  {x).  Tarjt  que  x 
n'aura  pas  atteint  une  valeur  propre  à  faire  évanouir  une  ou  plu- 
sieurs fonctions  de  la  suite  (x),  il  est  clair  qu'aucune  de  ces  fonc- 
tions ne  changera  de  signe ,  et  que  par  conséquent  la  suite  (x) 
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présentera  toujours  les  mêmes  successions  de  signes.  Supposons 
donc  que  x  ait  atteint  une  valeur  a  qui  anéantisse  une  ou  plusieurs 
des  fonctions  X,  X„  X»,  etc.  )  mais  supposons  d'abord  que  X 
n'en  fasse  point  partie. 

Soit  Xa  une  fonction  intermédiaire  qui  devient  nulle  par  la  va- 
leur x=^a.  Suivant  ee  qui  a  été  remarqué  plus  haut  (l' et  ^),  les 
fonctions  X«_,  et  X«4.,,  pour  la  valeur  a?— a,  devront  ét^e  diffé- 
rentes de  zéro  et  atoir  des  signes  contraires  :  de  sorte  qu'en  don- 
nant à  la  fonction  nulle  tel  signe  qu'on  veut ,  la  suite  des  trois 
fonctions  X„^,,  X„,  X„4.i,  présentera  toujours  une  variation  et 
n'en  présentera  qu'une  seule. 

Depuis  a?=«  jusqu'à  jp=r a,  aucunedes  fbnctidnsX„_,  et  Hn^^t 
n'ayant  changé  de  signé,  elles  ont  dû  être  de  signes  contraires; 
par  conséquent ,  quel  qu'ait  été  le  signe  de  X^  évantdefai^eiifsi:»^ 
la  suite  des  trois  fdni^ti^ns  présentait  aussi  Une  vaHation  et  n'en 
présentait  qu'une  seule. 

Si  on  fait  x—a-^-h,  on  pourra  prendre  h  positif  et  assez  petit 
pour  qu'il  n'y  ait  aucune  racine  des  éq.  Xa-i=0  et  Xn^{=^0  entre 
a  et  a+h  Dans  cet  intervalle,  aucune  des  fonctions  X«_i  et 
X«-|-i  ne  changera  de  signe  ;  elles  seront  donc  de  signes  contrai- 
res, et  par  conséquent ,  quel  que  soit  le  signe  de  X»,  il  y  aura  en- 
core une  variation  unique  dans  la  suite  des  trois  fonctions. 

S'il  y  a  quelqu'autre  fonction  intermédiaire  qui  soit  zéro  pour 
x=^a,  on  est  sûr  qu'elle  est  placée  entre  deux  fonctions  qui  ne 
s'anéantissent  pas,  et  les  raisonnements  précédents  seront  tout  à 
fait  applicables  à  ces  trois  fonclioris.  Donc,  après  la  valeur  x^a, 
il  y  aura  dans  la  suite  {x)  le  mênië  nombre  de  variations  qu'au- 
paravant, quoiqu'elles  puissent  être  autrement  distribuées. 

La  succession  désignes,  qui  s'établit  en  substituant  désvaléilr^ 
de  X  un  peu  plus  grandes  que  a ,  se  maintient  la  itiêrhe  jusqu'à 
ce  que  x  dépasse  une  valeur  qui  fasse  disparaître  qiièlque  fonction 
de  la  suite  (x).  Mais  si  cette  valeur  n'anéantit  poiht  la  premièi'e 
fonction  X ,  l'explication  précédente  prolive  qu'après  cette  valeur 
les  Variations  de  la  suite  [x)  seront  encore  en  rhêmé  nombi^e.  Par 
là  on  voit  clairement  que  ce  nombre  ne  peut  pas  chahge)*,  à  moins 
que  X  ne  parvienne  à  dépasser  une  racine  de  l'éq.  X— 0.  Il  faut 
donc  comparer  les  signes  que  prend  alor^  cette  suite  avec  ceul 
qu'elle  avait  auparavant,  pour  des  valeurs  dé  oc  un  peu  feu^lessous 
de  cette  racine. 
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Soit  a  une  racine  de  Téq.  X^O;  faisons  x^a-^-h^  h  étant  une 
quantité  positive  aussi  petite  qu'on  voudra.  En  désignant  par  A , 
A',  A",...  les  valeurs  du  polynôme  X  et  de  ses  dérivés  pour  oc^a, 
et  par  H  la  valeur  de  X  correspondante  à  a-^h^  on  aura  H=^ 
A+  A'A+^ A^/i'+etc.  Mais ,  puisque  a  est  racine  de  XrsrO ,  on  a 
A=0  :  donc 

H— A7i+^A"A»+etc. -, 

et  d'ailleurs  on  est  sûr  que  A'  est  différent  de  zéro ,  attendu  que 
réq.  X^O  n'a  pas  de  racines  égales.  En  mettant  h  en  facteur,  on 
écrira 

H=A(A'+éA''/i+etc.). 

Alors  il  est  évident  qu'en  donnant  à  ^  de  très-petites  valeurs  posi- 
tives, la  quantité  entre  parenthèses  sera  de  même  signe  que  son  pre- 
mier terme  A'-,  donc  H  sera  aussi  de  même  signe  que  A'. 

Pour  savoir  ce  qu'était  X  avant  que  x  eût  atteint  la  valeur  d,  ôû 
y  fera  X—a — A;  et,  pour  obtenir  le  résultat  H'  de  cette  substitu- 
tion, il  suffira  de  changer  ^  en  — h  dans  l'expression  de  H.  De 
celte  manière  on  a 

H'=— ^(A'— i  A"A+etc.) , 

et  l'on  voit  clairement  que,  pour  de  très-petites  valeurs  de  Aj  la 
quantité  H^  est  de  signe  contraire  à  A^  Ainsi ,  avant  que  x  eût 
atteint  la  racine  a  ^  il  y  avait  dans  la  suite  [x)  une  variation  de  X 
à  Xi  ^  et ,  après  que  x  a  dépassé  a ^  cette  variation  se  trouve  rem- 
placée par  une  permanence.  Or,  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  il  ré-* 
suite  que,  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  moindres  ou  un  peu  plus 
grandes  que  a^  le  reste  de  la  suite  {x)  doit  toujours  avoir  un  égal 
nombre  de  variations,  quand  même  x^a  ferait  disparaître  quelque 
fonction  intermédiaire^  donc  lorsque  a:  en  croissant  vient  à  dépas- 
ser une  racine  de  l'éq.  X==0 ,  la  suite  {x)  perd  une  variation. 

En  continuant  d'augmenter  x^le  nombre  actuel  des  variations 
de  la  suite  {x)  demeurera  le  môme  jusqu'à  ce  que  x  dépasse  encore 
une  racine,  et  alors  une  autre  variation  se  perdra  encore*  La 
même  chose  arrivera  chaque  fois  que  x  dépassera  une  nouvelle 
racine  \  de  sorte  que  les  variations  perdues  par  la  suite  (x)  seront 
toujours  en  même  nombre  que  les  racines  de  X=^0,  comprises 
entre  la  valeur  de  â?^»,  par  laquelle  on  a  commencé  les  substitu- 
tions »  et  la  valeur  x=^p,  à  laquelle  on  les  arrête.  C'est  ce  qui  était 
à  démontrer. 
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494.  Refnarques.  I.  Dans  les  divisions  successives  qui  servent 
à  trouver  X, ,  X3 ,  etc. ,  on  peut  multiplier  ou  diviser  les  dividendes 
et  les  diviseurs  par  tels  nombres  positifs  qu'on  voudra.  Par  là  les 
fonctions  X,X,,  X»,  etc.,  seront  seulement  multipliées  ou  divisées 
par  des  nombres  positifs,  ce  qui  ne  changera  point  \Q\xrs signes. 

II.  Si  dans  la  suite  (x)  il  se  trouve  une  fonction  Xa  qui  ne  puisse 
pas  devenir  zéro  de  a?=  «  à  x^  p,  et  si  on  veut  connaître  le  nombre 
des  racines  comprises  entre  a  et  ^ ,  on  pourra  arrêter  la  suite  à  cette 
fonction  et  faire  abstraction  de  celles  qui  viennent  après  elles.  En 
effet ,  il  est  facile  de  voir  qu'en  faisant  varier  x  seulement  depuis 
a  jusqu'à  p ,  on  peut  appliquer  à  la  suite  partielle  X ,  X, ,.. .  X^  tout 
ce  qui  a  été  dit  de  la  suite  complète. 

III.  Le  cas  où  Tune  des  limites  a  et  ^  ferait  évanouir  une  des 
fonctions  X,  X, ,  etc.,  ne  peut  donner  lieu  à  aucune  difficulté.  Si 
c'est  une  fonction  intermédiaire  qui  disparaît ,  on  a  vu  qu'elle  est 
toujours  placée  entre  deux  fonctions  qui  ne  disparaissent  pas  et 
qui  sont  de  signes  contraires;  de  sorte  qu'on  peut  indifféremment 
prendre  la  fonclion  nulle  avec  +  ou  avec  — ,  ou  même  n'en  tenir 
aucun  compte.  Si  X  s'évanouit  et  que  ce  soit,  par  exemple,  en 
faisant  x=|3 ,  on  conclura  d'abord  que  p  est  racine  5  puis  on  re- 
marquera ,  d'après  la  démonstration  du  numéro  précédent ,  qu'en 
donnant  à  x  des  valeurs  un  peu  au-dessus  de  p ,  il  y  a  une  per- 
manence de  X  à  Xi  ,  tandis  que  dans  le  reste  de  la  suite,  à  partir 
de  X, ,  il  y  a  le  même  nombre  de  variations  que  pour  x=rp.  On 
connaîtra  donc  par  la  règle  générale  le  nombre  des  racines  réelles 
comprises  entre  a  et  une  quantité  un  peu  plus  grande  que  p. 

IV.  Ne  supposons  plus  que  X,  soit  la  fonction  dérivée  de  X , 
mais  un  polynôme  assujetti  seulement  aux  conditions  de  n'avo/r 
point  de  facteur  commun  avec  X,  et  de  prendre  un  signe  con- 
traire à  X  pour  des  valeurs  de  x  très-peu  au-dessous  d'une  racine 
quelconque  de  X— 0  ;  puis ,  servons-nous  de  ce  polynôme  pour 
calculer  Xfi,  X3,...  comme  on  s'est  servi  d'abord  du  polynôme 
dérivé.  Le  théorème  de  M.  Sturm  subsistera  également  avec  la 
nouvelle  suite ,  X ,  X, ,  Xa ,...  En  effet ,  d'un  côté ,  si  on  reprend 
les  détails  de  la  démonstration ,  on  verra  que  les  nouvelles  fonc- 
tions intermédiaires  jouissent  encore  des  mômes  propriétés  5  et , 
d'un  autre  côté ,  il  est  claii;  qu'en  passant  d'une  valeur  de  x  un 
peu  au-dessous  d'une  racine  de  Xt=0  à  une  valeur  un  peu  au- 
dessus  ,  la  fonction  X  devra  changer  de  signe ,  (andis  que  la  fonc* 
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tion  X| ,  qui  n'a  point  de  facteurs  communs  avec  X  devra  conser- 
ver le  même  signe. 

495.  Je  vais  montrer  à  présent  comment  le  théorème  de 
M.  Sturm  peut  encore  s'appliquer  quand  l'équation  a  des  racines 
égales.  Soit 

X=  (x— a)"  [x—bf'{x—c)  (x— rf). . . 

Les  divisions  prescrites  pour  déduire ,  du  polynôme  X  et  de  son 
dérivé  Xi ,  les  fonctions  X^,  X3,  etc.,  conduiront  à  un  diviseur 
exact  Xr ,  fonction  de  x^  qui  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  X  et  de  X,  ^  et,  d'après  la  composition  connue  de  ce  divi- 
seur (408) ,  si  on  divise  X  et  Xi  par  Xr ,  les  deux  quotients  seront 

V=(  x— û)  {x — b)  {X — c)  (a?— d). . . . 
\T  ^  (  n{iX)—b){x—c){X'"d),...'\-n\X'-'a]{x — c){x — dj... 
'  ""  1  +  {x-^a)  (x— è)  (07—  d). . . .  +  etc. 

On  voit  déjà  que  V  n'a  plus  de  facteurs  égaux ,  et  que  V,  n'a  point 
de  facteur  commun  avec  V. 

Soit  X— a  un  facteur  réel  de  X  :  pour  mieux  le  mettre  en  évi- 
dence ,  on  fera 

H  —(x— 6)(x— 6*)(x-- d}...., 

H,=:7i'(x — c)(x— d)....  +  (a:— 6)(j:'-d)...+etc.  -, 

et  il  viendra 

V=:r(x-eZ)H,      V,=r/zH  +  (X— a)H,. 

Par  la  nature  même  des  opérations  qui  servent  à  découvrir  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  X  et  Xi ,  et  à  trouver  ensuite  les  quo- 
tients V  et  V, ,  on  est  certain  que  ces  quotients,  et  par  consé- 
quent aussi  H  et  H| ,  ne  doivent  pas  avoir  de  coeflicicnts  imagi- 
naires, puisqu'il  n'y  en  a  ni  dans  X  ni  dans  Xj.  Cela  posé ,  il  est 
facile  de  voir  que,  pour  des  valeurs  de  x  très  peu  au-dessous  de  a, 
le  facteur  a: — a  étant  très-petit,  V,  aura  le  signe  de  H,  lequel 
signe  est  évidemment  contraire  à'^'elui  de  V.  Donc,  d'après  la  der- 
nière  remarque  du  numéro  précédent,  en  appliquant  le  théorème 
de  M.  Stûrm  à  l'éq.  V— 0 ,  on  peut  employer  le  quotient  V,  au 
lieu  dé  la  fonction  dérivée  de  V. 

D'un  autre  côté,  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  fonctions  V^, 
V3,.  » . . ,  qu'il  faudrait  déduire  de  V  et  V,  selon  la  règleprescrite  (493), 
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ne  iotit  ftûtrés  ^ue  les  qaotiôntg  de  X, ,  X3 ,. . .  X,  par  X,  ;  donc  le^ 
deux  suites 

A,    Xi,    X4, Xr, 

V,  V,,  V„ V,, 

ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que  par  un  facteur  commun,  et  quèî 
que  soit  le  signe  de  ce  facteur,  II  est  évident  qu'elfes  doivent  ptè- 
senter  les  mêmes  variations  lorsqu'on  y  substitue  une  valeur  de  x 
qui  n'anéantit  point  X.  Ainsi ,  en  appliquant  le  théorème  à  la  pre- 
mière suite ,  on  pourra  juger  combien ,  entre  deux  nombres  a 
et  13,  dont  aucun  n'anéantît  X ,  il  y  a  de  racines  de  l'éq.  V=0  , 
ou  bien  ,  ce  qui  est  la  même  chose,  combien  il  y  a  de  racines  de 
réq.  X=0,  abstraction  faite  du  degré  de  multiplicité. 

496,  L'usage  du  théorème  de  M.  STurm  se  présente  de  lui-même. 
Supposons  que  l'équation  à  résoudre  n'ait  plus  de  racines  égales , 
et  formons  la  suite 

{x)  X,  X))  Xi^.'i»  Xf. 

Il  est  évident  que  la  substitution  de  0  à  Isi  place  de  x  réduit  cha- 
cune de  ces  fonctions  à  son  dei'nier  terme  ]  et  d'âilleufè  on  sait  que 
les  valeurs  de  x  au-dessus  d'une  certaine  limite  positive ,  +L  j 
font  prendre  à  chaque  fonction  le  même  signe  qu'à  son  premier 
terme  :  donc,  à  la  seule  inspection  de  la  suile  (x)  on  pourra  con- 
naître le  nombre  des  variations  de  la  suite  (0)  et  aussi  celui  des 
variations  de  la  suite  (-|-L).  La  différence  entre  ces  deux  nombres 
indiquera  combien  l'équation  a  de  racines  positives. 

On  découvre  avec  la  même  facilité  combien  elle  a  de  racines  né- 
gatives, en  observant  qu'au  delà  d'une  certaine  limite ,  ---L',  tous 
les  nombres  négatifs  font  acquérir  à  chaque  fonction  de  la  suite  (x) 
le  même  signe  qu'à  son  pfemier  terme. 

Pour  plus  de  commodité,  on  prend  +cc  et  —00  au  lieu  de  +L 
et  — ^L'  :  C'est  une  manière  abrégée  de  désigner  deux  nombres  qUl 
jpeuvent  être  aussi  grarlds  qu'on  veut. 

4Ô7.  Comme  les  racines  négatives  deviennent  positives  en  chan- 
geant X  en  r-x,  je  ne  parlerai  plus  que  de  ces  dernières.  Pour  les 
séparer,  on  substituera,  dans  la  suite.  {x)y  des  nombres  positifs 
croissants 0,  «,  p,  7,  etc.;  et  en  notant  le  nombre  des  variations 
perdues  à  chaque  substitution,  on  reconnaîtra  le  nombre  des  ra- 
cines compHses  èhtre  0  et  à  ,  ébtre  «  et  |^ ,  etc.  Ces  Substitutions 
devront  être  contihuéés  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  une  suite  dont  les 
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variations  soient  en  même  nombre  que  celles  de  la  suite  (+«6  ).  On 
n'ira  pas  plus  loin  :  car  il  ne  peut  point  y  avoir  de  racines  au-dessus 
du  dernier  nombre  substitué. 

Admettons  qu'il  y  ait  plusieurs  racines  entre  ce  et  jS^  on  fera  une 
ou  plusieurs  substitutions  intermédiaires  ;  et  les  variations  que  per- 
dra la  suite  (j:),  après  chaque  substitution  ^  indiqueront  les  racines 
comprises  entre  les  nombres  substitués.  Il  pourra  se  faire  que 
quelques  essais  suflisent  ainsi  pour  effectuer  complètement  la  sé^ 
paration  des  racines,  c'est^à'-dire  pour  assignera  chacune  d'elles 
deux  limites  entre  lesquelles  elle  soit  seule  comprise.  Mais  quand 
deux  ou  plusieurs  racines  seront  très-rapprochées,  il  sera  néces- 
saire de  multiplier  beaucoup  les  substitutions  pour  les  séparer,  di, 
eoitime  Téquation  n'a  point  de  racines  égales ,  on  est  sûr  d'y  par- 
venir toujours.  La  longueur  des  calculs  sera  rachetée  par  l'avantage 
d'avoir  ces  racines  avec  une. grande  approximation. 

498.  La  loi  suivant  laquelle  croissent  les  nombres  0 ,  a,  /3 ,  7^,.. 
est  arbitraire  *,  mais  il  sera  bien  de  commencer  par  les  nombres 
0  ^  1 ,  10 ,  100,  1000 ,  etc.  A  l'avantage  de  n'avoir  que  des  calculs 
faciles ,  se  joint  celui  de  déterminer  combien  il  y  a  de  racines  entre 
0  et  1 ,  entre  1  et  10 ,  entre  10  et  100 ,  etc. 

S'il  y  a  des  racines  entre  1  et  10,  on  déterminera  la  partie  en- 
tière de  chacune  en  substituant  les  nombres  1,2,  3,..»  jusqu'à  10  ^ 
s'il  y  a  des  racines  entre  10  et  100 ,  le  chiffre  des  dizaines  de  cha- 
cune se  connaîtra  par  la  substitution  des  nombres  10,  ^0  ,  30 ,... 
jusqu'à  100^  et  ainsi  de  suite.  Semblablement,  pour  tes  racines 
<1 ,  on  connaiti*ait  le  éhiffre  décimal  de  l'ordre  le  plus  Voisih 
de  la  virgule,  en  substituant  les  tiombres  de  0,1  à  1,  ou  bien  de 
0,01  à  0,1 ,  etc. 

En  procédant  de  cette  manière ,  on  obtient  le  chiffre  de  l'ordre 
le  plus  élevé  contenu  dans  chaque  racine  :  voici  comment  on  ob- 
tiendra celui  de  l'ordre  immédiatement  inférieur.  Poiir  fixer  les 
idées,  supposons  quMl  s'agisse  des  racines  comprises  de  100  à  lOÔO, 
et  qu'on  ait  reconnu  que  quelques-unes  d'elles  sont  entre  300  et 
400.  Il  estévident  qUe  la  substitution  des  nombres  300^310,  320,i.. 
dans  la  suite  {±)  fera  découvrir  le  chiffre  des  dizaines;  maïs,  pout» 
faciliter  ces  calculs,  on  changera  d'abord  r  en  SQO+x'  et  on  aura 
ainsi  une  nouvelle  suite  {a/) ,  dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  sub*- 
litituei'  les  nombres  0, 1 0 ,  20,. . . 

Admettons  liiaintenant  qu'après  la  détermidiAtioa  des  disainei^. 
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on  ait  reconnu  qu'il  y  a  des  racines  entre  350  et  360.  La  subs(itu- 
tion  des  nombres  350, 351 ,  352 ,...  dans  la  suite  (x)  ferait  décou- 
vrir le  chiffre ^des  unités,  mais  ici  encore  on  peut  simplifier  le 
calcul.  Le  changement  de  x  en  300+a/  a  déjà  transformé  la  suite 
{x)  en  une  autre  suite  (j:';.  Or,  celle-ci  se  transformera  pareille^ 
ment  en  une  suite  {x")  en  y  remplaçant  x'  par  50+:c"5  eti\  est  clair 
que  si  on  met  dans  cette  dernière  les  nombres  en  0 ,  1,2 ,...  ou 
aura  les  mômes  résultats  qu'en  substituant  les  nombres  50,  51 , 
ô2,,..  dans  la  suite  (a/),  ou  les  nombres  350,351 ,  352,..,  dans  la 
«uite  (or). 

Rien  n'empêche  de  continuer  ces  calculs  pour  connaître  succes- 
sivement les  dixièmes,  les  centièmes,  etc.;  et,  par  cette  voie  , 
non-seulement  on  arrive  à  séparer  les  racines ,  mais  encore  à  les 
calculer  avec  telle  approximation  qu'on  voudra. 

499.  Si  on  voulait  obtenir  les  racines  en  fractions  continues  , 
remploi  du  théorème  de  M.  Sturm  ne  serait  pas  moins  facile. 
Après  avoir  reconnu  qu'il  y  a  des  racines  entre  deux  nombres  en- 
tiers consécutifs,  «  et  «+1 ,  que  je  suppose  positifs,  on  fera 

1 
a:=a-f-  -^  dans  la  suite  (x),  et  il  en  résultera  une  nouvelle  suite 

{x!) ,  au  moyen  de  laquelle  on  trouvera  les  parties  entières  des 

valeurs  de  x^  qui  sont  >1 .  Soit  p  une  de  ces  parties  entières ,  on 

1 
fera  a/=p-|-  —„  dans  la  suite  {x') ,  et  l'on  aura  une  nouvelle  suite 

X 

(a;"),  qui  servira  à  trouver  les  parties  entières  des  valeurs  de  a:". 
On  continuera  de  cette  manière  aussi  loin  qu'on  le  jugera  conve- 
nable. Pour  la  facilité  du  calcul,  on  pourra,  dans  chaque  fonction 
des  suites  {x!) ,  (x"),...  réduire  tous  les  termes  au  même  dénomi- 
nateur et  ne  plus  tenir  aucun  compte  de  ce  dénominateur,  pourvu 
qu'il  soit  positif. 

500.  Ce  théorème  donne  aussi  un  moyen  simple  d'établir  les 
conditions  de  la  réalité  des  racines.  Comme  les  racines  réelles  sont 
toutes  comprises  entre  deux  limites,  — L' et  +L,  Tune  négative  et 
l'autre  positive ,  qu'on  peut  choisir  aussi  grandes  qu'on  voudra  , 
la  question  revient  à  chercher  les  conditions  nécessaires  pour  que, 
de  a:=— L'  à  a:=+L ,  la  suite  X ,  X, ,  Xa,  etc.,  perde  un  nombre 
de  variations  égal  au  degré  de  l'équation. 

En  supposant  ce  degré  égal  à  m^  il  faudra  donc  qu'elle  perde  m 
variations.  Or,  pour  qu'elle  ait  m  variations ,  il  faut  qu'elle  ait  au 
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moins  m+1  termes  \  et  comme  elle  ne  peut  pas  en  avoir  davantage, 
on  est  sûr  que  les  quantités  X,  Xi ,  Xa ,  etc.  sont  au  nombre  de 
/w+1 ,  et  que  par  conséquent  elles  sont  respectivement  du  degré 
m,  m— 1 ,  m— 2,  etc.  La  dernière ,  qui  ne  contient  plus  x,  sera 
alors  représentée  par  Xm. 

Lorsque,  dans  des  polynômes  en  a:,  on  substitue  pour  x  de 
très-grands  nombres,  positifs  ou  négatifs ,  on  sait  que  les  résultais 
sont  de  mômes  signes  que  si  chaque  polynôme  était  réduit  à  son 
premier  terme  :  ainsi ,  dans  la  recherche  qui  nous  occupe,  on  ne 
doit  faire  attention  qu'au  premier  terme  de  chaque  polynôme.  Pre- 
nons réq.  X— 0  sous  la  forme  ordinaire 

x^+Por^-'+Qx^^-'+etc.-O. 

Le  premier  terme  de  X  sera  x"",  et  celui  du  polynôme  dérivé  X| 
sera  mx'"*"'.  Quant  à  ceux  des  polynômes  X» ,  X3 ,  etc.,  ils  sont 
des  fonctions  qui  se  composent  des  coefficients  P,  Q,  etc.,  et  qui 
se  déterminent  par  des  divisions  successives  conformément  à  la 
règle.  Représentons  ces  fonctions  par  G»,  G3,...  Gm,  et  écrivons 
par  ordre  les  TWfl  quantités 

a:'",  7«x"*-~%  Gaa:"*""*,  Gs^^^S Gm. 

La  question  sera  réduite  à  chercher  les  conditions  qui  feront 
perdre  m  variations  à  cette  suite  lorsqu'on  passera  de  ar= — L' à 
x=+L.  Pour  que  cela  soit,  il  faut  qu'elle  ait  m  variations  après 
la  substitution  de  — L',  et  m  permanences  après  celle  de  +L.  Mais, 
d'un  autre  côté ,  dans  cette  suite  les  puissances  de  x  vont  en  dimi- 
nuant d'une  unité-,  piar  conséquent,  si  elle  n'a  que  des  perma- 
nences en  faisant  x=+h,  elle  n'aura  que  des  variations  en  faisant 
j:=i— L'.  Ainsi,  les  conditions  cherchées  se  réduisent  simplement  à 
celles  qui  sont  nécessaires  pour  que  cette  suite  n'ait  que  des  co- 
efficients positifs  :  c'est-à-dire  à  celles-ci,  G.>0 ,  G3>0,.,.  G„,>0. 

Ces  conditions  ne  seront  jamais  en  nombre  >/w—l.  Mais  elles 
pourront  Atre  en  nombre  moindre ,  attendu  que  quelques-unes  des 
inégalités  ci-dessus  peuvent  rentrer  dans  les  autres. 

En  se  servant  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  (48S),  ces 
conditions  se  présentaient  au  nombre  de  lm(m — 1) ,  lequel  est , 
comme  on  voit,  beaucoup  trop  considérable.  Le  perfectionnement 
que  le  théorème  de  M.  Sturm  ajoute  à  cetle  recherche  importante 
mérite  d'être  remarqué. 

SOI .  Comme  application ,  cherchons  les  conditions  nécessaire!!^ 
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pour  la  réalité  des  racines  de  Téq.  x^-\-Qx+R=^ù.  lei  en  a  m=rS, 
et  les  conditions  sont  seulement  au  nombre  de  deux ,  Ga>0  et 
G3>0.  Pour  avoir  G^  et  Gs,  on  calculera  X»  et  X3  par  des  divisions 
successives  comme  ci-après.  ^ 

Deuxième  division. 


Première  division. 


x^-\-  Qx+  R 
3x3+3Qx+3R 
— 3x3—  Q.r 


3a:»+Q 


+2QX+3R 
— 2Qa>--3R 


— 12Q»x*— 18QRx 


— îQx-m 


— 6Qa:+^BL 


+  18QRX+27R» 


4Q3+27R* 
_4Q3_27R*. 


Pour  éviter  les  dénominateurs ,  on  a  multiplié  le  dividende  par  3 
dans  la  première  division ,  et  par  4Q»  dans  la  seconde.  Les  restes 
se  trouvent  ainsi  mullipliés  par  des  facteurs  positifs,  ce  qui  est  in- 
différent. On  a  d'ailleurs  eu  soin ,  suivant  la  règle,  de  changer  le 
signe  du  reste  après  chaque  division. 

De  cette  manière  il  vient  X,=— 2Qa>-3R,  Xs^— 4Q'-27R»5 
par  conséquent  les  inégalités  G«>0 ,  G3>0,  deviennent  — 2Q>0, 
•— 4Q3— 27R*>0.  Mais  sî  on  change  tes  signes ,  et  si  on  oi)serve 
que  la  premièriB  inégalité  est  renf^mée  dans  la  deuxième,  on 
n'aura  plus  que  la  coodition  idéj.à  connue ,  4Q3+27R*<0. 

Théoriène  de  RoM4t.  —  Commenl  il  donae  les  eenditûms  de  réalité  dei  racinei. 

§0%  Soit  l'éq.  F(^)=0  qui  n'a  plus  de  raciaeségales  ;  désignoas 
par  FXx)  le  polynôme  dérivé  de  F(4ç).  On  a  vu  qu'en  faisant  croître 
X  d'une  manière  continue,  la  suite  de  M.  Stubm  perd  une  va- 
riation chaque  fois  que  x  dépasse  t^e  racine  de  l'éq.  F(ar)=0 ,  et 
qu'elle  n'en  p^ut  point  perdre  autrement.  De  plus ,  on  a  vu  que 
cette  variation  se  perd  au  CQpmoencement  de  la  suite  parce  que 
F(x)  change  de  sigo/ç  et  que  V\x)  n'en  change  pas  :  de  telle  sorte 
que  F(x;  est  toujours  de  signe  contraire  à  F\x)  pour  une  valeur 
de  I?;  un  peu  moindre  qu'une  racine,  et  toujours  de  même  signe 
pour  une  valeur  un  peu  plus  grande. 

Ainsi ,  quand  on  s'élève  d'une  racine  r  k  une  racine  r',  qui  est 
imoa^aiegiepl;  ^Uréessus  de  r,  F{x)  doit  être  de  même  signe  que 
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F^x)  pour  une  valeur  de  x  un  peu  plug  grande  que  r,  ^  de  signe 
contraire  à  F'(ar)  poqr  une  valeur  de  or  un  peu  moindre  que  r'.  Or, 
dans  l'intervalle  de  r  à  r',  F{x)  ne  change  pas  de  signe  ;  donc  F\x) 
doit  en  changer  au  moins  une  fois  ;  donc  l'éq.  F'(ar)=0  a  au  moins 
une  racine  entre  r  et  r'. 

Soient  a,  6,  c ,  rf,...  g^  les  racines  réelles  de  F(j:)=0,  rangées 
par  ordre  de  grandeur  en  commençant  par  la  plus  grande  ;  et  soient 
«M  ^11  <?iv-  Sfi7  l®s  racines  réelles  de  F'(.r)=iO,  disposées  de  la 
même  manière.  Op  vient  de  reconnaître  que  ces  dernières  sont 
comprises,  partie  entre  a  ei  b,  partie  entre  èet  c,  etc.^  et  rien 
n'empêche  d'ailleurs  qu*il  n'y  en  ait  quelques-unes  au-dessus  dea^ 
et  aussi  quelques-unes  au-dessous  de  g.  De  là  on  conclut  que 
l!éq.  F(j:)=:0  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  au-dessus  de  a„ 
qu'une  seule  entre  a,  et  6^,  qu'une  seule  entre  ô,  et  Ci,...  et  enfin 
qu'une  seule  au-dessous  de  gi.  Cette  propriété,  connue  depuis 
longtemps,  n'est  autre  que  le  théorème  de  Rolle. 

303.  Ce  théorème  s'est  présenté  comme  conséquence  de  celui 
de  M.  Sturm  ,  mais  on  le  démontre  directement  comme  il  suit. 

Soient  a,  b,  c,...  g  les  racines  réelles  de  ¥(x):sLOy  et  soiefit 
aS  b^j  c'y..,  les  racines  imaginwes  :  si  on  pose 

(x-^a)  {X — b)  {x — ^)...=^a:), 

on  aura  F(.r)^y(^)x4'(^)  \  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (408)  sur  la 
composition  du  polynôme  dérivé  F\x) ,  on  a 

x—a  X — b 

ou ,  C9  qui  est  la  même  chose , 

F'(a-)=  (^^  +  1^+  ^^  +  etc.  )  ^m 
\x—a      x—b      x—c  } 

+  fi(£L,+sJ^  +  -M,+etc    X.W. 

Supposons  que  les  racines  a>  b^  c,  d,.*.  g  y  soient  rangées  par 
ordre  de  grandeur  en  eommençani  p«r  la  plus  grande,  faisons  suc^ 
cessivement  x=a,  b,c,...  et  eunimons  les  signes  des  valeurs 
correspondantes  de  FXx). 

D'abord  il  est  clair  que  chaque  substitution  tmi  élraBMir.f(a^)y 
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mais  que  "^(jc),  qui  ne  renferme  aucun  facteur  réel ,  ne  pourra 
devenir  ni  nul  ni  négatif.  Ensuite ,  si  on  observe  que 

-^^— ^  =  {x—a)  {x  —6). . . ,    etc. , 

X — c 

il  sera  facile  de  voir  que  les  substitutions  de  a,  b^  c,...  amènent  les 
résultats  ci-dessous  : 

x:=ra  donne  -^^  >0,    donc  W{a)  >0: 

ar-6  donne-^— i:<0,    doncF(6)<0; 

X — 0 

x-c  donne ^>0,    doncF(c)>0^ 

X — c 

etc. 

Ces  résultats  étant  alternativement  positifs  et  négatifs ,  l'équation 
F'(x)=0  a  au  moins  une  racine  réelle  entre  a  et  6,  au  moins  une 
enlre  b  et  c,  au  moins  une  entre  c  et  d,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  désignant ,  comme  plus  haut,  parti,,  6,,  c„...  gr,  les 
racines  réelles  de  F'(x)=:0  rangées  par  ordre  décroissant ,  on  sera 
certain  qu'elles  sont  comprises,  partie  entre  a  et  &,  partie  entre 
b  et  c,  etc.  Et  ici  encore  on  doit  observer  qu'il  peut  y  en  avoir  de 
plus  grandes  que  a  et  de  plus  petites  que  g.  Donc  aussi  Téq, 
F  (a)=r0  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  au-dessus  de  a„  qu'une 
seule  entre  a,  et  6„  qu'une  seule  entreô.etc,,...., et  enfin  qu'une 
seule  âu-dessous  de  ^,. 

Le  théorème  de  Rolle  se  trouve  ainsi  démontré  de  nouveau. 
Il  n'établit  pas  que  deux  racines  consécutives  de  l'équation  déri- 
vée F'(;r)— 0  ^comprennent  nécessairement  une  racine  de  la  pro- 
posée-, mais  ç^xx' elles  m  peuvent  pas  en  comprendre  plus  d'une. 

De  ce  théorème  on  tire  naturellement  la  conséquence  que,  dans 
une  équation ,  le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  deux 
quantités  a  et  jS  ne  peut  pas  surpasser  de  plus  d'une  unité  le  nombre 
des  racines  de  la  dérivée  qui  sont  comprises  entre  les  mêmes  quan- 
tités a  et  p.  Donc  aussi  le  nombre  de  toutes  les  racines  réelles 
d'une  équation  ne  peut  pas  surpasser  de  plus  d'une  unité  celui  des 
racines  réelles  de  la  dérivée.  11  est  d'ailleurs  bien  entendu  qu'il 
pourra  être  moindre. 
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Ce  qui  précède  semble  n'élre  applicable  qu'aux  équations  dont 
toutes  les  racines  sont  inégales ,  mais  oh  y  comprend  aussi  le  cas 
des  racines  égales.  En  effet,  on  peut  arriver  à  ce  cas  en  partant 
d'une  équation  qui  n'aurait  que  des  racines  inégales ,  et  dans  la- 
quelle on  supposerait  que  plusieurs  racines,  prises  consécutive- 
ment, se  rapprocheraient  graduellement  jusqu'à  devenir  égales 
entre  elles.  Alors,  chaque  racine  de  F'(x)==:0  comprise  entre  deux 
racines  qui  deviennent  égales,  devra  être  elle-même  égale  à  ces 
racines. 

.  504.  Les  considérations  qui  mènent  au  théorème  de  Rolle 
peuvent  aussi  fournir  des  caractères  pour  reconnaître  si  les  m  ra^ 
cines  de  Téq.  F(j:)=0  sont  réelles  et  inégales. 

Admettons  qu'en  effet  elles  le  soient ,  et  continuons  de  les  dési- 
gner, dans  l'ordre  de  leurs  grandeurs,  par  a  y  b,  c,....  On  a  vu  que 
réquation  dérivée  F'(a:)=0  doit  avoir  au  moins  une  racine  réelle 
entre  a  et  6,  au  moins  une  entre  b  et  c,  etc.  Mais,  comme  elle  ne 
doit  pas  avoir  en  tout  plus  de  m — 1  racines,  on  est  sûr  qu'entre 
deux  nombres  consécutifs  de  la  suite  a,  b,  c,...  il  y  a  une  racine 
de  l'équation  dérivée  F'(x)=:0,  et  qu'il  n'y  en  a  qu'une.  Plaçons 
aussi  ces  m — 1  racines  par  ordre  de  grandeur,  et  nommons-les 
fl„  6,,  c,,  etc. 

Puisque  Ui  est  entre  a  et  b,  bi  entre  b  et  c,  etc.,  il  est  facile  de 
voir  que  si  on  substitue  successivement  a,,  6,,  etc.,  à  la  place  de  x 
dans  ¥{x\  les  résultats  seront  alternativement  négatifs  et  positifs  : 
de  sorte  que , 

Pour:....  F(a,),  F(6|),  F(c,),  etc., 
on  a — ,       +,      — ,     etc. 

D'un  autre  côté,  on  peut  appliquer  à  la  fonction  F'(a:)  et  à  sa 
dérivée  F''(:r)  tout  ce  qu'on  a  dit  de  F(.r)  et  F'(x),  n»  503  ^  donc , 

Pour....  F"(a,),  F"(6,),  F"(c,),  etc., 
on  a....      +,       —,        +,     etc. 

Donc  les  produits  F(a,)xF>,),  F(6|)xF-(60,  etc.  seront  tous 

négatifs. 

Or,  si  on  fait  F(a?)xF"(x)=^y,  et  qu'on  élimine  x  entre  les  deux 
équations 

[2]  F(:c)^0,    F{x)xF\x)—y, 

les  racines  de  l'équation  finale  en  y  seront  précisément  les  pro^ 
duils  ci-dessus;  donc,  puisque  tous  ces  produits  sont  négatifs, 
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réq.  ea  y  n'aura  que  des  racines  négatives,  et  par  suite  tous|  ses 
termes  auront  le  signe  +. 

Ainsi,  quand  Téq.  F(x}^0  n'a  que  des  racines  réelles  et  iné« 
gales ,  il  doit  arriver  que  toutes  celles  de  F'(:r)=0  soient  aussi 
réelles  et  inégales ,  et  en  outre  qu'il  n'y  ait  que  des  signes  +  dans 
réq.  en  y,  résultant  de  l'élimination  de  x  entre  les  éq.  [il* 

Réciproquement,  ces  conditions  étant  remplies,  on  peut  ikr 

montrer  que  toutes  les  racines  de  F(a:)=:0  seront  réelles  et  inégales. 

D'abord,  les  m—1  racines  de  F'(x)=0  étant  réelles,  il  est  évident 

que  les  m — 1  valeurs  dey  ou  F(x)xF'(x)  sont  réelles^  et,  ces 

racines  étant  inégales ,  le  n"*  503  prouve  que  les  quantités  F^at) , 

F^bi),  etc.,  doivent  avoir  les  signes  alternatifs  -f — etc.  Ensuite, 

de  ce  que  réq.  en  y  n'a  que  des  signes  +,  on  conclut  qu'elle  n'a 

point  de  racines  positives  ;  et,  puisque  d'ailleurs  toutes  ses  racines 

sont  réelles ,  elles  ne  peuvent  être  que  négatives  :  donc  les  mr^l 

produits 

F(a,)X  F"(a,),  F{b,)x  F\b,),  etc., 

sont  négatifs.  Or,  les  seconds  facteurs  ont  les  signes  alternatifs 
+— etc. ;  donc,  les  quantités  F(^^|),  F(6,),  etc.,  devront  avoir 
alternativement  les  signes  *—  et  +.  Donc  il  existe,  entre  a^  et  la 
limite  supérieure  des  racines  de  l'éq.  F(a:)=0,  une  racine  de  cette 
équation ,  il  en  existe  une  en  tre  é ,  et  ai ,  une  aussi  entre  c ,  e t  &i ,  etc. 
Donc  enfin  les  m  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  inégales. 

Les  conditions  qui  se  tirent  de  l'éq.  en  y  doivent  être  regardées 
comme  actuellement  connues  :  car  on  obtient  celte  équation  par 
une  simple  élimination.  Quant  aux  autres  conditions  qui  exigent 
qu'il  n'y  ait  que  des  racines  réelles  dans  réquatioo  dérivée  F'(a:)=0, 
elles  sont  encore  à  chercher.  Or,  cette  équation  n'est  que  du  d^ré 
m—1,  et  en  lui  appliquant  le  même  raisonnement  qu'à  F(a:)=0, 
on  réduira  encore  la  question  à  chercher  les  conditions  qui  assu- 
rent la  réalité  des  racines  de  la  seconde  dérivée  F''(x)=0,  laquelle 
n'est  plus  que  du  degré  m — 2.  En  continuant  ainsi ,  on  descendra 
jusqu'à  une  équation  du  deuxième  degré,  dont  la  dérivée,  étant 
du  premier  degré,  ne  saurait  avoir  de  racine  imaginaire  :  alors  la 
seule  condition  à  remplir  sera  que  l'équation  en  y,  qui  est  aussi 
du  premier  degré ,  ait  ses  deux  termes  de  même  signe. 

Remarque.  Si  on  se  reporte  aux  raisonnements  qui  ont  conduit 
à  faire  usage  de  l'éq.  y=Fix)>:F\x),  on  «percevra  facilement 
q«\«  peut  la  remplacer  par  celle-ci  y=:MxF(a:)xFV),  M  étant 
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une  quantité  positive  queleonquê.  Donc  on  peut  introduire  ou 
supprimer  dans  le»  polynômes  F(x),  F'Co?),  F''(^),  etc.,  tels  fac- 
teurs positifs  qu'on  jugera  con¥enaMes  pour  simplifier  les  calculs. 

505.  Le  nombre  des  conditions  auxquelles  on  parvient  par  ce 
procédé,  pour  une  équation  de  degré  quelconque  m^  est  facile  à 
déterminer.  Elles  doivent  toutes  se  tirer  des  équations  successives 
en  y.  Or,  la  première  de  ces  équations  résulte  de  l'élimination  de 
X  entre  les  éq.  [2] 

F(«)œO,    y=:F(:r)xP(T)5 

et  comme  F'(a:)=0  a  m — 1  racines,^  doit  aussi  avoir  m^^t  valeurs. 
Donc  réq.  en  y  sera  du  degré  m—1 5  donc,  pour  que  tous  ses 
termes  soient  de  même  signe,  il  y  aura  m — 1  conditions. 

Semblablement ,  la  deuxième  équation  en  y,  résultant  de  Téli- 
mination  de  x  entre  F'(j?)=0  et  y=F\x)xF^(x),  devra  donner 
/7»^2  eondilions  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  tombe  sur  une 
équation  du  premier  degré  en  y,  laquelle  ne  donnera  plus  qu'une 
seule  condition.  Donc,  en  reprenant  toutes  ces  conditions  en  ordre 
inverse,  leur  nombre  sera 

l+2+3....+(m-l)=.^^. 

Il  est  à  remarquer  que  ce  nombre  est  précisément  celui  qu'on 
trouva  par  l'équation  aux  carrés  des  différences  (485). 

506.  Pour  première  application ,  soit  l'équation 

x»+Pjr+Q=0. 

Ici  l'on  a  ¥(x)=rx^+Px+Q,  F(a:)=2^+P,  FV)=2  ;  et  sur-le- 
champ  on  voit  que  Féq.  F'(^)=0  n'a  pas  de  raçiPG  imaginaire , 
puisqu'elle  est  du  1"  degré. 

Pour  avoir  l'éq.  en  y,  les  deux  équations  entre  lesquelles  on 
doit  éliminer  a:  sont  2x+P=0,y=:(a:*+Pa:+Q)x2.  Or,  l'élimi- 
nation donne 

y+2(iP*-Q)^0^ 

donc,  pour  que  les  termes  de  cette  équation  soient  de  même  signe, 
il  faut  qu'on  ait  îP*— Q>0  -,  et  cette  condition  est  la  seule  néc^- 
saire  pour  assurer  la  réalité  des  racines  de  l'équation  du  2«  degré. 
Considérons  encore  l'équation  du  3«  degré.  Si  elle  a  son  second 
terme ,  on  peut  le  faire  disparaître  sans  changer  le  nombre  des 
racines  réejtes,  c'est  pourquoi  je  la  prendrai  soos  la  forme 
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Dans  ce  cas  Fix)=x^+Qx+'R,  F(j:)=3x*+Q,  F'(x)=^6jc.  Il 
faut  d'abord  que  l'équation  dérivée  3x*+Q=0  n'ait  que  des  racines 
réelles  et  inégales;  et,  pour  cela,  la  condition  est  évidemment  Q<CO. 
Ensuite  il  faut  éliminer  x  entre  les  deux  équations 

3x«+Q=0,    y=(x^+Qx+^)xex. 

La  2«  revient  à  celle-ci,  y^6x^+6Qx*+6Rx;  et  la  1"  donne 
ar*=— iQ,  a;^=— JQ*.  Par  suite  on  ay=JQ»+6Ra:,  d^où 

x=z  -23-JL-.  et,  en  mettant  cette  valeur  dans  l'éq.  3j:*+Q=0, 

1811 

il  vient ,  toute  réduction  faite , 

r  +  IQ'r+  J  Q(4Q3+27R»)=o. 

Pour  que  les  trois  termes  de  cette  équation  aient  même  signe , 
il  faut  et  il  suffit  que  le  terme  tout  connu  soit  positif.  Déjà  on  a 
vu  que  Q  doit  être  négatif;  donc  la  nouvelle  condition  est 
4Q5+27R»<0. 

Enfin ,  comme  cette  condition  ne  peut  pas  avoir  lieu  sans  queQ 
soit  négatif,  on  conclut,  comme  au  n"*  485,  qu'elle  est  la  seule 
nécessaire  pour  que  les  racines  de  Téq.  du  3«  degré  soient  réelles 
et  inégales. 

507.  M.  GAucHYa  donné  aussi,  sur  les  équations,  un  théorème 
fort  remarquable ,  que  j'ai  inséré  dans  la  précédente  édition  de 
ces  Leçons  d'Algèbre*,  mais  comme  il  exige  l'emploi  des  consi- 
dérations propres  à  la  Géométrie  analytique  ,  c'est  là  que  je 
le  placerai  désormais. 
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CHAPITRE  XX. 

ABAISSEMENT   DES   ÉQUATIONS.  —  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES. — 

ÉQUATIONS    BINOMES. 


Abaissement  des  équations  lorsqu'on  connaît  quelque  relation  parlicalière  entre 

les  racines. 

SOS.  Une  équation  est  toujours  susceptible  d'abaissement  quand 
on  connaît  quelque  relation  particulière  entre  ses  racines  ;  mais 
dans  tous  ces  cas  on  est  xamené  à  cette  question  générale  qu'il 
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faut  résoudre  d'abord.  Comment  peut-on  reconnaître  qu'une 
équation  X=0  a  des  racines  communes  as^ec  une  autre  ¥=0, 
et  comment  alors  peut-on  en  abaisser  le  degré? 

Supposons  que  l'inconnue  soit  représentée  par  x  dans  les  deux 
équations.  Puisqu'elles  ont  des  racines  communes  a  y  b,  c^...,  les 
facteurs  a> — a,  x—b,  x — c,...  doivent  aussi  leur  être  communs, 
et  le  produit  de  ces  facteurs  est  le  plus  grand  commun  diviseur  do 
leurs  premiers  membres  X  et  Y.  On  cherchera  donc  ce  plus  grand 
commun  diviseur^  et,  en  le  désignant  par  D,  les  racines  com- 
munes dont  il  s'agit  seront  celles  de  l'éq.  D=0.  Si  ensuite  on 
divise  X  par  D,  et  qu'on  appelle  X,  le  quotient,  les  autres  racines 
de  réq.  X=0  seront  celles  de  l'éq.  X,=:0. 

Par  exemple^  soient  les  deux  équations 

x^—\bx^+10x+U-0, 
x^+  4a:*—  4x— 16=0. 

En  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  en  régalant  à 
zéro,  on  aura  l'éq.  j:*+2a: — 8=0,  d'où  l'on  tire  les  racines  com- 
munes a:=2 ,  a:= — 4. 

Pour  avoir  les  autres  racines  de  la  l'""  équation ,  on  la  divise  par 
j:»+2x— 8  :  il  viendra  x* — 2a?— 3=0,  d'où  x= — 1,  a:=3.  La 
troisième  racine  de  la  2«  équation  est  x=^ — 2. 

509.  Maintenant ,  montrons  de  quelle  manière  on  abaisse  le 
degré  d'une  équation  quand  il  existe  une  relation  particulière  entre 
quelques-unes  de  ses  racines.  Les  généralités  seraient  trop  diOiciles 
à  saisir  :  commençons  par  un  exemple  simple. 

On  propose  d^ abaisser  une  équation 

[1]  F(a?)=0, 

dans  laquelle  on  sait  qu'il  y  a  deux  racines,  dont  la  somme 
est  égale  à  une  quantité  connue  k. 

Ces  deux  racines  étant  représentées  par  x  et  a/,  on  devra  avoir 
les  trois  équations 

F(a:)=0,    F(a/)=0,    a?+a/=A. 

La  dernière  donne  a/=A: — x;  et,  en  substituant  cette  valeur  dans 
la  seconde ,  on  aura  deux  équations  en  x  qui  devront  avoir  lieu 
en  même  temps ,  savoir  : 

[2]  F(x)=0,    F(ft— a7}=0. 
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L'éq.  F(*— x)=0 ,  considérée  isolément ,  a  pour  racines  toutes 
les  quantités  qui,  étant  retranchées  de  k,  donnent  pour  reste  une 
racine  de  F(j:)=:0  5  donc  les  éq,  [2]  doivent  avoir  pour  racines 
communes  toutes  celles  de  l'éq,  [l]  qui ,  retranchées  de  k,  repro- 
duisent une  racine  de  cette  même  équation.  En  eonséquenee,  où 
cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  D  de  ¥{x)  et  deF^fc—a?;,' 
et  toutes  ces  racines  seront  contenues  dans  Téq-  0=0,  On  tfmsfctt 
ensuite  Féq.  [1]  par  D,  et  l'on  aura  celle  qui  doit  renfermer  les 
autres  racines. 

Si  l'équation  contient  véritablement  deux  racines  a  et  6  telles 
qu'on  ait  a+b:=:k,  on  doit  avoir  également  k-^^b  eik^b^a^ 
par  conséquent  le  diviseur  commun  D  serait  alors  au  itjoins  du 
deuxième  degré.  Il  sera  d'un  degré  supérieur  lorsque,  parmi  les 
racines  de  l'équation ,  il  y  aura  plusieurs  manières  d'en  prendre 
deux  dont  la  somme  soit  k.  II  pourra  aussi  être  du  1"  degré ,  et  ce 
cas  arrive  lorsqu'il  y  a  dans  Téquation  une  racine  égale  à  ^k. 

Bien  de  ai  facile  que  de  former  à  priori  des  exemples  qui  pres- 
sentent ees  différents  cas.  Eti  voici  dans  lesquels  Axaô. 

1^  F(:c)=(x— 2)  (a:— 4)  (a:— 5)*(^-.8)% 

F(6— ^)=(*--4)(j?— 2)  [x^\T[x+i)\ 
Dn±(:t— 2)(a:— 4). 

f  F(a;)=(a:— 2)  {pc—i  )  {x^A)\x—iY , 

F(6— a:)=:(^— 4)  (x— 3)  {x—%\x+^)\ 
Di=r(:c— 2)(a:-3)(x— 4). 

3°  F(a:)=:(a?— 3)  (x— 4)  (x— 5)»(a;— 8)% 

F(6~:i:)=(a:— 3)  t;r— 2)  (x— 1)'(«+2)% 
D=a:— 3. 

Remarque.  Lorsqu'il  y  a  des  racines  égales  à  {k  dans  F(j:)=0, 
il  est  facile  de  le  reconnaître  en  substituant  \k  dans  cette  équ^*' 
tion ,  et  de  supprimer  ensuite  ces  racines  par  la  division.  Lorsque 
réqttatioii  contient  en  outre  d'autres  racines  égalés  entre  elles,  on 
sait  comment  on  peut  l'en  débarrasser  :  de  sorte  que  si ,  après  ces 
simplifications,  il  existe  dans  l'équation  des  racines  qui,  étant 
soustraites  de  k^  reproduisent  des  racines  de  cette  équation,  on 
sft^ft  certain  qu*elles  t)ourront  être  dislribuées  par  couples  a  et  A , 
e  et  rf,  etc.,  Idls  qu'on  ait  a+b—k,  c-i^d—k,  etc. 

SIO.  Les  explications  précédentes  ne  Souffriraient  que  de  lé- 
gères modifications ,  si  ^  au  lieu  de  la  sonune  de  deux  racines ,  oa 
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supposait  que  c'est  leur  produit ,  ou  leur  différepce ,  ou  leur  quo* 
lient,  qui  est  égal  à  un  nombre;  donné  k. 

On  a  vu  que  les  équations  qui  renferment  des  racines  égales 
pouTaient  subir  un  abaissement  considérable.  Ce  cas  est  celui  de 
plusieurs  racines  qui  ont  entre  elles  une  différence  k  qu'on  ferait 
égale  à  zéro ,  ou  un  quotient  k  qu'on  ferait  égal  à  l'unité. 

Si  Ton  veut  considérer  la  question  sous  le  point  de  vue  le  plus 
général ,  il  faudra  supposer  qu'il  existe  entre  plusieurs  racines 
d'une  équation  telles  relations  qu'on  voudra.  Il  est  facile  de  voir 
qu'alors  on  aura,  entre  ces  racines  inconnues,  plus  d'équations 
qu'il  n'y  a  de  ces  racines,  de  sorte  qu'on  sera  toujours  ramené  à 
reconnaître  que  plusieurs  équations  à  une  seule  inconnue  doivent 
avoir  des  racines  communes.  Mais  pour  arriver  à  ces  équations , 
l'emploi  des  méthodes  d'élimination  peut  être  nécessaire.    . 

SU.  Il  y  a  certains  cas  où  l'abaissemeiît  ne  peut  s'opérer  qu'à 
l'aide  de  procédés  nouveaux.  Pour  être  mieux  compris,  je  reprends 
l'exemple  du  n""  509 ,  dans  lequel  on  doit  avoir  entre  a:  et  a/  la 
relation  X'i^a/=k^  et,  pour  plus  de  netteté,  je  suppose  qu'on  ait 
effectué  les  simpliOcations  dont  il  a  été  parlé  dans  la  remarque. 
Soient  alors 

[3]  F(a:)=:0,    ^{k—x)-0, 

les  deux  équations  qui  doivent  avoir  des  racines  communes. 

Il  peut  arriver  que  toutes  les  racines  de  F(j:)=0  se  distribuent 
par  couples ,  aeib,  c  eid,  etc.,  pour  chacun  desquels  on  ait  la 
même  relation ,  a+b=k^  c+d=k,  etc.  Alors  il  est  évident  qu'en 
mettant  successivement  chaque  racine  a  ^  b,  c^...  à  la  place  de  x 
dans  la  valeur  x'=:k — x,  on  retrouverait  toutes  ces  mômes  racines 
dans  un  ordre  différent  :  de  sorte  que  les  deux  équations  [3]  se- 
raient identiques  et  l'abaissement  n'aurait  plus  lieu.  C'est  ce  qu'on 
voit  dans  l'exemple  ci-dessous ,  .où  l'on  suppose  A— 6  : 

F{x)  =  (x—l)  (X— 2)  {x—4)  (x—b) , 
F(6— a?) = (x— 5)  (x—i)  (X-.2)  (x— 1  ) . 

Cependant  je  vais  montrer  que  l'équation  proposée  pourra  s'abais* 
ser  à  un  degré  moitié  moindre ,  au  moyen;  d'une  inconnue  auxi- 
liaire z,  choisie  convenablement.  La  condition  essentielle  à  rem** 
plir  en  choisissant  cette  inconnue ,  c'est  qu'elle  soit  égale  à  une 
fonction  tellement  composée  avec  les  deux  racines  jt:  et  a/  d'un 
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même  couple ,  qu'on  soit  assuré  d'avance  que  les  différentes  va-* 
leurs  de  z  dépendent  d'une  équation  de  degré  moindre  que  la  pro- 
posée. Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  sera  de  prendre  pour  inconnue 
la  différence  des  deux  racines  x  et  af^  ou  mieux  encore  leur  demi- 
différence,  et  de  poser  x — xfz=z^z.  De  cette  manière,  on  est  certain 
que  chaque  couple  de  racines  donnera  pour  z  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires ,  savoir  : 

z^\{b—a) ,  I  z—{{d—c) ,  etc. 

A  la  vérité,  Téq.  en  z  sera  de  même  degré  que  F(x)^0,  mais  elle 
ne  devra  contenir  que  des  puissances  paires  de  z^  par  consé* 
quent,  en  y  regardant  2'  comme  l'inconnue ,  elle  sera  d'un  degré 

moitié  moindre. 

«^ 

Quant  à  la  manière  d'avoir  Tèquation  en  z,  rien  de  plus  facile. 
On  a  ces  trois  équations 

F(x)==0 ,    x^x!=k ,    x—3^=^z. 

Des  deux  dernières  on  tire  x=:z+\k'j  et ,  en  substituant  cette  va- 
leur dans  la  première ,  on  a  la  transformée 

F(z+p)=:0. 

On  peut  aisément  reconnaître  à  posteriori  que  cette  transfor- 
mation atteint  véritablement  le  but  qu'on  se  propose.  Si  on  dé- 
compose F{pc)  en  ses  facteurs  simples ,  on  aura 

F(x) = (:r— a)  {x — b)  {x — c)  {oc—d). . . , 
V{z+yc)={z+{k—a){z+^k—b).,.. 

Mais  par  hypothèse,  k-=a+b=c+d=...  ;  donc 

F(z  f  P)=[2  H(^a+b)—a]iz+i{a+b)—b'\... 
=[z+{{b--a)]  [J5— 4C6— «)]—  " 

On  n'a  mis  ici  en  évidence  que  les  deux  facteurs  correspondant  à  un 
couple  de  racines ,  mais  cela  suffit  popr  comprendre  que  l'équation 
en  z  ne  contiendra  que  des  puissances  paires  de  z. 

La  transformation  précédente  n'est  point  la  seule  qu'on  puisse 
employer  avec  succès.  Par  exemple,  si  on  pose  z-^^xsd ^  il  est  clair 
que  les  deux  racines  d'un  même  couple  ne  feront  prendre  qu'une 
seule  valeur  à  z,  et  par  conséquent  la  transformée  sera  de  degré 


diUUJUt^  ---_._  ,      _  _^.         .    ._s.^J.j^.,^x.KJ,^ 
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mpitié  moindre  que  F(x}.  Par  une  raison  semblable  on  pourrait 
poser  js=acr'+a:'*  -,  et ,  en  général ,  on  peut  faire  Tinconnue  auxi- 
liaire égale  à  telle  fonction  de  or  et  a/  qu'on  voudra ,  pourvu  que 
cette  fonction  reste  la  même  quand  on  y  change  ces  deux  racines 
Tune  dans  l'autre.  Seulement,  on  ne  devra  pas  recourir  à  la  somme 
x+oc',  qui  est  déjà  connnue. 

Équations  réciproques. 

512.  J'appliquerai  ici  les  considérations  précédentes  à  une  classe 
d'équations  dont  la  forme  même  fait  découvrir  une  relation  entre 
leurs  racines  :  je  veux  parler  des  équations  réciproques.  On 
nomme  ainsi  celles  dont  on  reproduit  toutes  les  racines,  mais  dans 
un  ordre  différent ,  en  divisant  successivement  l'unité  par  chacune 
d'elles.  Telle  est  évidemment  l'équation 

car,  en  changeant  a?  en  - ,  elle  devient 

Mb 

OC^^  X^         X*^  X  ' 

et  celle-ci,  en  la  multipliant  par  x^  et  renversant  Tordre  des  termes, 
n'est  autre  que  la  proposée. 

513.  Avant  tout,  cherchons  quelles  relations  doivent  avoir 
entre  eux  les  coefficients  d'une  équation  pour  qu'elle  soit  réciproque. 
Soit  d'abord  une  équation  de  degré  impair 

Si  on  y  remplace  a:  par  -  ,  la  transformée  devra  avoir  les  mêmes 

racines  -,  donc ,  en  la  ramenant  à  la  forme  ordinaire  a:*+etc.=0 , 
elle  devra  être  identique  avec  la  proposée.  Or,  cette  transformée  est 

S  T^  O  P  1 


donc ,  pour  qu'elle  soit  identique  avec  la  proposée ,  il  faut  qu'on  ait 
«  S  R_       Q  P  1 

%  rp         *    >     rp         V  y     rrx  *^  >    rp— *^>    rp  ^\ 

La  dernière  égalité  donne  ï>r=i ,  d'où  T=r±:i  •  et  par  suite  les 
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autres  s'accordeat  à  donner  S=d:P,  R=zhQ.  L'équation  propo- 
sée, pour  être  réciproque,  doit  donc  avoir  Tune  de  ces  formes 

[2]  ar*-HPx4+Qa^— Qa:»_P:r---l=:0. 

Donc  ^  pour  qu'une  équation  de  degré  impair  soit  réciproque, 
il  faut  et  il  suffit  que  lés  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
aient  des  coefficients  égaux  et  de  mêm^  signe,  ou  égaux  et  de 
signe  contraire. 
En  second  lieu ,  soit  une  équation  de  degré  pair 

1 

Bu  changeant  a:  en  -,  et  en  ramenant  encore  la  transformée  à  la 

X 

forme  ordinaire,  on  trouve 

et  pour  rendre  cette  équation  identique  avec  la  proposée ,  il  faut 
poser  les  conditions 

T_p    S  R  Q  P  1 

De  la  dernière  on  tire  U^±:l.  Si  on  prend  U^^-f*! ,  les  autres 
donnent  T=P,  S=Q,  R=R.  Si  on  prend  U= — 1 ,  elles  doooent 
T=— P,  S=— Q,  R=0.  Donc  l'équation  proposée  doit  avoir 
l'une  de  ces  formes 

[3]  a:«+Pa;5+Qjd+Ra:»+Qx*+P^+l  =^0 , 

[4]  ar^+Px^+Qo:*— Qo:»— Pa;-1=.0-, 

et  toutefois  il  faut  remarquer  que  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  R  soit 
zéro  dans  la  première. 

Ainsi ,  pour  qu'une  équation  de  degré  pair  soit  réciproque , 
/{ faut  et  il  suffit,  en  général,  que  les  coefficients  à  égale  dis-- 
tance  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  même  signe  ;  mais  lors- 
que  le  terme  du  milieu  manque ,  elle  sera  encore  réciproque  si 
ces  coefficients  sont  égaux  et  de  signe  contraire. 

614.  Maintenant  voyons  comment  s'abaissent  les  équations  ré- 
ciproques. Si  on  considère  Téq.  [1]  et  qu'on  rapproche  les  termes 
également  éloignés  des  extrêmes ,  on  peut  l'écrire  ainsi  : 
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Alors  on  voit  que  x=: — 1  est  une  racine*,  et  en  divisant  par  x+l 
cbacun  des  binômes  x^+i ,  x^+1 ,  x-j-l ,  on  obtient  l'équation 


x^—l 
+P 


x^+l 
-P 

+Q 


x*—l 

+p 


x+l=0 , 


qui  est  encore  réciproque  ^  mais  de  même  forme  que  Téq.  [3]. 

Si  on  considère  Téq.  [2] ,  on  reconnaît  que  x=l  est  une  racine. 
Pour  faciliter  la  division  par  x — 1 ,  on  récrira  ainsi  : 

{x^--'l)+Vx{x^—l)+Qx\x—l)=0  j 

puis  on  trouvera  facilement  l'équation  suivante ,  encore  de  même 
forme  que  Féq.  [3] , 

x^+l  x^+1  x'+l  Jt+1=0. 
+P     +P     +P 

Si  on  considère  l'équation  [4] ,  on  voit  qu'elle  admet  +1  et  —1 
pour  racines.  Ecrivons-la  ainsi 

(a:«— 1)+Px(x4— 1)+Qx"(a:»— 1)=0  : 

on  voit  qu'en  effet  elle  se  divise  par  x^ — 1 ,  et  l'on  a  pour  quotient 
une  équation  encore  de  môme  forme  que  l'éq.  [3],  savoir  : 

x^+Vx^+{i']^Q)x*+Fx+l=0. 

Quoique  nous  ayons  pris  des  équations  d'un  degré  déterminé , 
il  n'en  est  pas' moins  clair  qu'en  simpliGant  convenablement  une 
équation  réciproque  quelconque ,  on  la  ramènera  toujours  à  celles 
de  la  forme  [3].  Par  cette  raison,  la  dénomination  d'équations  ré- 
ciproques est  plus  spécialement  appliquée  à  ces  dernières ,  et  c'est 
d'elles  seules  que  nous  avons  à  nous  occuper. 

SIK.  Considérons  d'une  manière  générale  Téquation  réciproque 

[5]       a:•"•+P^•"^HQ^*"'~^•.+Q^*+P^+l=^o. 

Puisque  toutes  ses  racines  doivent  se  reproduire  en  divisant  l'unité 

successivement  par  chacune,  on  en  conclut  qu'elles  peuvent  se 

111 
distribuer  par  couples  tels  que  a  et  -,  &  et  y ,  c  et  -,  etc.,  dans 

chacun  desquels  se  trouvent  deux  racines  dont  le  produit  est  1. 
Par  les  considérations  du  n""  Hl  on  pourra  donc  transformer 
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réquaiion  en  une  autre  de  degré  moitié  moindre  au  moyen  d'une 
inconnue  auxiliaire  ^  el  le  mieux  sera  de  prendre 

[6]  x+  ^-  =z. 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'en  mettant  chaque  racine  à  son  tour 
dans  cette  expression  à  la  place  dex,  le  nombre  des  dilTérenles 
valeurs  de  z  est  égal  à  celui  des  couples^  d'où  il  suit  que  l'éq.  en 
z  doit  être  d'un  degré  moitié  moindre  que  celui  de  la  proposée. 

Pour  former  cette  équation ,  il  faut  éliminer  x  entre  [5]  et  [6] , 
et  l'on  y  parvient  par  un  moyen  aussi  simple  qu'élégant.  En  divisant 
par  x"^  et  rapprochant  les  termes  également  distants  des  extrêmes, 
l'éq.  [6]  devient 

par  conséquent ,  il  ne  s'agit  plus  que  d'exprimer  en  fonction  de  z 
les  binômes 

1,1  1 


x^  x^  X 


m 


A  cet  effet,  remarquons  d'une  manière  générale  qu'en  multipliant 
a:"+  —  par  x-f-  -,  on  a 


X"  X 


et  que  de  là  on  tire ,  en  remplaçant  x+  -  par  2, 

Cette  formule  résout  la  question ,  car  elle  montre  comment  chaque 
binôme  peut  se  déduire  des  deux  précédents.  Si  l'on  fait  succes- 
sivement n=l ,  2,  3,...  on  trouve ,  en  partant  de  a:+  -  =2^ 

X  x^  x^ 

xf^-^r  K  =z^—iz*+2 ,    x^+  -1  =z^—àz^+6z ,  etc. 
*  x^  x^ 

On  reconnaît ,  à  la  forme  de  ces  expressions ,  que  la  transformée 
en  z  sera  en  effet  du  degré  m,  ainsi  qu'on  l'avait  prévu. 


LEçoi<îS  d'algèbre.  461 

Qaand  on  aura  déterminé  les  valeurs  de  2  ^  on  trouvera  les  ra- 
cines de  la  proposée  au  moyen  de  l'éq.  [6].  Or ,  elle  équivaut  à 
celle-ci 


.      X*— ^x+l=0,    d'où    o^rrjzijv/^'— 4', 

par  conséquent ,  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  successivement 
les  m  valeurs  de  z  pour  obtenir  les  2/n  valeurs  de  x. 

On  trouve  des  exemples  d'équations  réciproques  dans  les  équa- 
tions binômes  dont  je  vais  m'occuper  à^présent. 

ËquaUons  binômes. 

516.  Les  équations  binômes  sont  celles  qu'on  ramène  à  la  forme 
[1]  a:'"=A    ou    or" — A=0, 

A  étant  une  quantité  connue  quelconque. 

On  aperçoit  sur-le-champ  que  les  m  racines  de  cette  équation 
sont  diCFérentes  entre  elles-,  car  le  premier  membre  a:"* — A  n'a  point 
de  facteur  commun  avec  sa  fonction  dérivée  mx"^"^. 

Ces  racines ,  si  on  les  élève  à  la  puissance  m,  doivent  repro* 
duire  A  ;  donc  elles  sont  les  mêmes  que  les  valeurs  renfermées  dans 
l'expression 

m 
X::=:  \/A. 

Ainsi ,  on  est  sûr  que  ce  radical  a  m  valeurs  différentes ,  et  la  pro* 
position  admise  n^  241  se  trouve  démontrée.  On  peut  même  ajou- 
ter que  si  A  est  une  quantité  de  la  forme  «+p  v^— l ,  les  valeurs 
du  radical  auront  aussi  cette  forme  :  car  on  a  prouvé  (582)  que 
cette  forme  est  celle  des  racines  de  Téq.  [1]. 

517.  Lorsque  m  est  un  nombre  composé,  la  résolution  de 
réq.  [1]  se  ramène  à  celle  de  plusieurs  équations  binômes,  dont  les 
degrés  sont  les  facteurs  de  m.  Supposons  m=pqr  :  au  lieu  de 
l'équation  xp^^=A^  on  peut  prendre  celles-ci 

xP=rx^,    3d'i=x\    a:"^=:A, 

dans  lesquelles  x'  et  a?"  sont  de  nouvelles  inconnues.  Il  est  évident 
qu'après  avoir  résolu  x'''^=A ,  l'éq.  précédente  a/^^x"  fera  con- 
naître les  valeurs  de  a/,  et  qu'ensuite  l'éq.  x^=:x!  donnera  toutes 
les  racines  de  Téqualion  proposée. 
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Au  reste,  cette  remarque  revient  à  une  formule  déjà  connue  par 
la  théorie  des  radicaux  (253) ,  savoir  : 


518.  Désignons  par  a  une  quantité  dont  la  puissance  m  es(  A, 
et  posons  x^=a'y.  L'éq.  a:'"=5 A  deviendra  0^"*=^"*^  ®t  en  divisaixt 
para*. 


m 


doncy=V^l ,  et  par  suite  x^a\/\. 

De  là  on  conclut  que  les  racines  de  l'éq.  ^"'=A  peuvent  se  for- 
mer en  multipliant  Tune  quelconque  d'entre  elles  par  celles  de 
réq./"=l  :  ou  bien  encore,  comme  au  n**242,  que  les  àifîéTQXïiQS 
racines  m*""  d'une  quantité  peuvent  s'obtenir  en  multipliant  l'une 
d'elles  par  les  racines  m*""  de  Funité. 

319.  Considérons  plus  spécialement  le  cas  où  A  est  une  quan- 
tité réelle;  et,  pour  distinguer  les  hypothèses  de  A  positif  ou  né- 
gatif,  écrivons  l'équation  binôme  comme  il  suit  : 

j:"';:^±A. 

On  sait  déterminer ,  au  moins  par  approximation ,  une  quantité 
positive  a  telle  qu'on  ait  a'"=A.  Posons  encore  x=ay,  l'équation 
ci-dessus  deviendra 

et  c'est  de  celle-ci  que  je  m'occuperai  exclusivement. 

520,  On  peut ,  sur  celte  équation ,  faire  plusieurs  remarques. 

Lorsque  m  est  impair  et  que  l'équation  ^%\y^z=\  ou  y"* — 1=0, 
elle  admet  évidemment  la  racine  y=l.  Elle  n'a  pas  d'autre  racine 
réelle 5  car  toute  autre  valeur  positive  dey  donnerait y™>l  ou 
y^<Cy  ,  et  une  valeur  négative  rendrait  y"  négatif.  Pour  avoir 
réquatJon  d'où  dépendent  les  m — 1  racines  imaginaires,  on  divise- 
ra y» — 1  par  y— 1 ,  et  il  viendra  l'équation 

qui  appartient  à  la  classe  de  celles  qu'on  nomme  réciproques. 

Lorsque  m  est  impair  et  que  l'équation  esty'*= — 1,  elle  a  évi- 
demment pour  racine  y=— 1 .  Des  raisonnements  analogues  aux: 
précédents  prouveraient  que  les  autres  racines  sont  imaginaires  \ 
et  on  aurait  l'équation  dont  elles  dépendent  en  divîsanty"-)-l=o 
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par  7+1.  Mais  pour  avoir  toutes  les  racines  de  réq./"=— 1,  il 
est  mieux  de  remarquer  que  cette  équation  se  déduit  de  j^=l  en 
changeant  j  en— 7;  de  sorte  qu'il  suffira  de  prendre  toutes  les 
racines  de^'"=l  avec  des  signes  contraires. 

Supposons  m  pair,  et  soit  m- 2/î  :  l'éq.  j^*"=l  ou/*" — 1=0  a 
pour  racines  y=+l  et  y^ — 1.  Les  autres  sont  imaginaires,  et 
l'équation  qui  les  renferme  s'obtiendrait  eïi  divisant/"»— '1=0  par 
(J— ^)Cx+i)  ou  /*— 1;  mais  il  sera  mieux  d'obnerver  qua 
/"— 1=(/"— l)(/»-f-l) ,  et  que  par  suite  réq^/'^—l^û  peut  êtro 
remplacée  par  deux  autres  plus  simples, 

^«_lz:^0,    /«+1=0. 

Enfin,  lorsque  l'équation  est/*"=— -1  ou/"+l=0,  on  remar- 
qfuera  que  les  puissances  paires  des  quantités  réelles  donnent  tou- 
jours des  résultats  positifs;  et  de  là  on  conclura  que  toutes  les 
racines  sont  imaginaires.  En  posant /*=js^  Téquation  s'abaisse  au 
degré  n  et  devient  simplement  j8*=— î. 

521 .  Maintenant  je  vais  développer  les  solutions  des  équations 
/*"— 1=0  et/"+l=0  dans  quelques  cas  particuliers. 

Soit  111:7  S  :  les  éqaations  à  résoudre  sont 

/*— 1=0    d'où    /=rbt, 

/»+l=0    ifoû   /=d=t/— 1. 

Soit  w=3  :  pour  résoudre  t'éq.  y^ — 1=0,  on  remarque  qu'elle 
a  pour  racine /=! ,  on  la  divise  par/— 1,  et  il  vient 

^*+/+l=0,    d*o4    y^^ ^ 

Donc  les  trois  racines  sont,  comme  on  le  savait  déjà  &^%\ 

— i+V/=5  _i_j/:Z3 


/=!>  y— 


2  '    ^  2 


S'irs'agit  de  Téq.  y^+ 1=0,  on  observera  que  ses  racines  sont  les 
mêmes ,  au  signe  près ,  que  celles  de/^ — 1=0  ;  en  consféqueuçe 
elles  seront 

_i_^/zig     _i+j/r3 
^^^=•^1?  y —      2      '  ^ —      2 

Soit  7W=4  :  réq.  /*— 1=0  se  décomposera  en  deux  autres; 
y^^l7:sJ0  ^/*+l=0  ^  et 4e  celi^a-ci  on  tiitera  las  quatre  radnes 

/=d:l,   yz=:^\/Zir. 
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L'éq.  ;^-)-lr=:0  se  résoudra  différemment.  En  ajoutant  ^y"*  aux 
deux  membres ,  on  récrira  ainsi  (y*+iy=^2^*  ^  puis  on  la  décom* 
posera  en  deux  autres , 

et  enGn ,  de  celles-ci  on  tire  les  quatre  valeurs  de^^ 


On  aurait  pu  traiter  Téq.  ^+lt=0  comme  réciproque.  On  aurait 
pu  encore  remarquer  qu'elle  donney'=diV/— 1,  et  qu'en  prenant 
successivement  +\/—i  et  —  v^  — T,  on  a 

y=±\/  +V^^    et   y=^±.\/1I}/^: 

alors  on  n'aurait  plus  qu'à  ramener  ces  valeurs  à  la  forme 
a+j3  v/^  et  c'est  ce  qui  a  déjà  été  fait  n«  197. 

En  s'élevant  successivement  jusqu'au  10«  degré,  on  reconnaîtra 
que  l'éq.  y^qzlzsO  se  résout  par  les  cas  précédents  ou  par  des 
équations  réciproques  qui  s'abaissent  à  un  degré  moindre  que 
le  5«.  Parcourons  d'abord  les  degrés  impairs. 

Si  on  a  l'éq.  y^— 1=0,  après  avoir  remarqué  qu'elle  admet  la 
racine  ^=1,  on  la  divise  par^ — 1,  et  il  vient 

équation  réciproque  qu'on  abaissera  au  2«  degré.  A  cet  effet  on 
récrit  d'abord  sous  cette  forme 


(r+p)+(r4-i)+i-o. 


1  1 

Alors  on  pose  y+  -=rjz,  ce  qui  donney»+-;  =^'—25  et  par  suite 

y  j 

réq.  en  y  se  changera  en  celle-ci 


— 1±:\/ 
if»+ 2—1=0,    d'où    z= -P^ 


5 


Ces  valeurs  étant  connues,  celles  de  y  le  seront  par  la  relation 

1 
r+  -  =z.  En  effet  cette  relation  donne 

y  , 

y-     2     ' 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer,  au  lieu  de  z,  successivement  cha-* 
cune  de  ses  deux  valeurs ,  pour  trouver  les  quatre  valeurs  imagi- 
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naires  dey-  En  y  joignant  la  valeur  j'=l ,  on  aura  donc  les  cinq 
racines  de  l'éq.  y^ — 1=0,  savoir  : 

y=h 

^— l-l-t/5^v/  10+2V  5  y-y 
t-v/5^vAo-2vj     -^ 

4  4 

L'équation  y7—l=rO  mènerait  à  Téquation  js^+jz* — 2z— 1=0',  et 
réq.  y9—i=o  à  celle-ci ,  js^+z'— -Sz*— 2j5+l=0. 

Les  équations  y*+l=^o,  j^7-j.ir=o,  ^^94.1=0,  ont,  au  signe 
près ,  les  mêmes  racines  que  si  leur  second  terme  était  — 1. 

Parcourons  les  degrés  pairs.  Les  équations  j^ — l=0,y» — 1=0, 
y'®— 1=0,  n'offrent  aucune  difficulté ,  puisque  chacune  d'elles  se 
décompose  en  deux  autres  dont  les  racines  sont  connues. 

En  prenant  +1  au  lieu  de  *— 1,  les  équations  analogues  sont 


y' +1=0,    d'où   y=\/W^, 

>'«+l=0,    d'où  y=\/  »>  ^; 

>"+l=0,    d'où   y=\/  ^—i. 

Or,  on  connaît  les  valeurs  de  y  — 1,  y—l^  y — ij  il  n'y  aurait 
donc  plus  qu'à  en  extraire  les  racines  carrées  par  les  procédés  du 
n""  197.  Mais  il  sera  plus  simple  de  traiter  ces  équations  comme 
réciproques  :  car  les  transformées  en  z,  dont  elles  dépendent,  ont 
leurs  racines  réelles  et  sont  très-faciles  à  résoudre. 

322.  Les  éq.  en  z  du  3«  et  4*  degré  auxquelles  conduisent  les 
éq.  y7 — 1—0  et  y^ — 1=-0  sont  complètes,  et  nous  donnerons 
plus  tard  des  méthodes  pour  résoudre  les  équations  générales  de 
ces  deux  degrés.  Pour  le  moment  je  me  bornerai  à  remarquer 
que  ces  méthodes  étant  connues  depuis  longtemps,  la  résolution 
de  réq.  ^"+1=0  l'était  aussi  pour  les  dix  premiers  degrés.  Dans 
les  degrés  supérieurs  on  pouvait  bien  encore,  d'après  la  remarque 
du  n**  51 7 ,  regarder  comme  résolus  ceux  dont  les  exposants  sont 
des  nombres  composés  des  facteurs  premiers  2,  3,  5,  7.  Mais 
quand  on  passait  à  Téq.  y" — 1=0,  tout  ce  qu'on  pouvait  faire 
était  de  la  ramener  à  une  transformée  du  5«  degré,  qui  était  com- 
plète aussi ,  et  qu'on  ne  savait  pas  résoudre. 

On  en  était  là  lorsque  YA^DERMOr^DE  donna  l'expresâion  de  la 

30 
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racine  dç  V^q.  j^"— 1=0,  ^aos  un  mémoire  in^)riaié  pavnxi  ceux 
de  Y  Académie  des  Sciences,  ajinée  1771,  Elle  est  resiée  ïox^'^ 
temps  ignorée,  et  elle  l'était  encore  en  1801,  époque  où  Gauss 
publia  un  procédé  fort  ingénieux  pour  résoudre  tous  les  cas  de 
réq.  y" — 1—0,  Plus  tard  ,  ca  procéiié  a  encore  été  perfectionné 
par  Lagrange  ^  et  c'est  dans  cet  auteur  qu'il  convient  de /'étu- 
dier   aujourd'hui   :  Résx>lmipn   des   équations    numériques  y 
NOTE  XiV.  Au  reste,  tes  expressions  qu'il  fournit  pour  les  raci- 
nes sont  en  général  peu  utiles  à  cause  des  imaginaires  q^ui  les 
compliquent  ^  et  quand  on  veut  les  obtenir  sous  la  forme  a+p^/— t , 
il  vaut  mieux  recourir  à  d'autres  procédés,  fondés. sur  les  p^-o- 
priétés  des  lignes  trigonométriqucs.  Voyez  ma  Trigono/nétrie 
ou  ma  Géométrie  analytique. 

525.  J'€Xposerai  encore  ici  une  propriété  des  racines  de  l'unité, 
curieuse  par  ette  môme,  et  dont  les  analystes  font  un  usage  fré- 
quent. Elle  a  déjà  été  remarquée  pour  le  3«  degré  (245),  et  çlle 
consiste  en  ce  qu*on  peut,  dans  chaque  degré,  reproduire 
toutes  les  racines  de  V  unité  par  If  s  puissances  d(  une  des  racines 
imaginaires. 

Reprenons  réquation 

[2]  y»»— 1=0, 

^  £kttPP09Olis,  d^abo/*(}  que  //^soit  un  nombre  premier.  SoU  «Tune 
ffuetoon/viedeft  raoînefi  imaginairea  eki  ceUe équation ^  oo  devra 
^WMfi.^""^!  V  PM^  conséquent ,  en  désignaat  par  n  un  nombre  en- 
lifir  qiifii0OiM|tt0  posiUS  ou  négatif,  on  aura 

gjif«--^l     ou     («")"*=!  : 

dônô  toutes  les  puissances  de  a  satisfont  à  Téq.  [2]. 

B  n'en  résulte  pas  cependant  plus  de  m  valeur  pour  y  :  car  de 
tiS^zzti  on  conclut 

Q^'^rt-à-rdire  Q^'Q»  ftWi^i»^  plpç  4e  qpuyelje  racine  au  déjà,  ds  «*. 
]i>itA<^4t}^i>Q<^i^^  ^^Q(k^e  si  09  pi;eoaiA  4?^  pviaaaoeea  néga- 
fe§svwrQîi.A 

«"j-^''=:6i«X*^^=«""S  «"^■''=«''X«'^»:^«'^*,  etc. 

D'un  autre  côté  il  sera  facile  de  prouver  que  si  m  est  un  nombre 
premier,  les  m  quantités  1,  oç,  a%...  a"»"'  sont  inégales.  En  effet, 
admettons  pour  un  nionicnl  que  n  et  /i+r  étant  deux  nombres 
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moindres  que  m,  on  puisse  avoir  «'"^'^=a%  on  en  dédiakaît  «''=;=1*, 
doiaïc  «e  ser^t  une  racine  commune  aux  deux  équations 

Or  cela  est  impossible  quand  m  est  un  nombre  premier  :  car  si  on 
cherche  leur  plus  grand  commun  diviseur,  les  réductîiOttS'  succes- 
sives qui  s'opéreront  dans  les.  exposants  de  y  seront  les  mêmes 
que  dans  les  restes  qu^on  trouve  ea  cherchant  le  pîus  grand  com- 
mun diviseur  de  m  et  r,-  et  comme  m  est  un  nombre  premier,  on 
reconnaîtra  quey— î  est  le  phis  grand  commun  diviseur  des  deux 
équations.  Donc  «  ne  peut  pas  être  racine  commune  à  ces  équa- 
Ifens^*,  doncfeoulea^  les  racines  de  l'éq.  [2]  sont  représentées  par 
I»  suite 

La  même  propriété  s'étend  aussi  aux  cas  où  Texposant  m  est 
un  nombre  composé,  mais  alors  il  faut  faire  un  choix  parmi  les 
racines  imaginaires  dfe  l'équation,  pour  en  avoir  une  dont  les  puis- 
sances reproduisent  toutes  les  autres  racines.  Pour  ces  détails,  je 
renverrai  encore  à  ta  résolution  des  équations  numériques, 

NOTE  xin. 


^f^^%/^t^'%tmm^^t^^0^m*^.*%.%nt%/^f^*'*^^ifÊ^'%.^-^*j^/*%m^^i/%^^*i^%/%/^»9t%^%Ai^^/%^%/%f%'%/%^%/%^^ii^v% 


CHAPITRE  XX ï. 

FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


>»    '        ^\ 


Galcal  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation. 

^âSiii  Il^eiwte  eevttfii»ei$foiiott90s  desraoince  qo^on>sail;iexpriiiier 
d'wA  maniàro  géfiérala  am  moyen  des  coefTieients^ des  éqiiatioiisv 
39M  qii'oQ  i^i  Nsoj»  pour  eeia  (fe^  résoudre  les  équations.  Ces 
lîpnaUoii»,  qui. forment  um  classe  très-étendue,  sont  désignées 
psU*  la  déiiomifldlion  do'  fendions  rationnelle»  et  symétriques-^ 
ou ,  plus  simplement,  par  celle  de  fonctions  symétriques. 

Elles  soni;  dites  rationnelle»,  parce  que  les  racines  ne  doivent  y 
entrer  nisous  des  radicaux  ni  avec  des*  exposonts  fiMiionnaire» , 
c'est-à-dire  qu'elleis  n>'x  sont  combinées  que  par  addition^  sous^ 
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traction^  multiplication  et  division  -,  et  elles  sont  dites  symétriques^ 
parce  que  les  racines  doivent  y  être  combinées  de  telle  sorte  qu'on 
puisse  les  échanger  entre  elles ,  suivant  tel  ordre  qu'on  voudra^ 
sans  que  la  fonction  change. 
Par  exemple ,  les  expressions 

....         àb  ^  ac      hc     «  , 

sont  des  fonctions  de  a,  b,  e,  rationnelles  et  symétriques.  La  pre- 
mière est  entière,  et  la  seconde  est  fractionnaire. 

Plusieurs  quantités  a,  b,  c,  d,  etc.,  étant  données,  si  on  les 
arrange  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles,  et  que  dans 
chaque  arrangement,  tel  que  ab^  on  donne  Texposant  a  au  premier 
facteur,  et  l'exposant  p  au  second ,  on  aura  une  suite  de  produits 
tels  que  a*M,  dont  la  somme  est  évidemment  une  fonction  symé- 
trique des  quantités  a,  b,  c,  d,  etc.  On  dit  que  cette  fonction  est 
double,  parce  que  chaque  terme  renferme  deux  de  ces  quantités, 
et  on  la  représente  d'une  manière  abrégée  par  S  (a*6^)  :  laletlreS 
est  employée  ici  pour  désigner  le  mot  somme.  On  comprend  de 
même  ce  que  doivent  être  les  fonctions  symétriques  triples,  qua- 
druples, etc.,  représentées  par  S  (a*6^c>'),  S  {a'^b^c^d^)^  etc. 

En  suivant  cette  notation ,  les  fonctions  simples ,  telles  que 
a*+è*+c*H-etc.,  seraient  représentées  par  S(a*)^  mais,  pour 
abréger  davantage ,  on  écrit  ordinairement  S».  Ainsi ,  on  a 

S{=a  +b  +c  -f-etc, 
Sa=:a*+6*+c'+etc., 
S3— a'+è^+c^^+etc, 
etc. 

La  notation  dont  on  vient  de  parler  se  rapporte  aux  fonctions 
symétriques  entières.  Quand  elles  sont  fractionnaires ,  on  corn* 
mence  par  les  réduire  au  même  dénominateur ,  et  alors  on  a  une 
Inaction  dont  les  deux  termes  sont  des  fonctions  symétriques  et 
entières.  C'est  pourquoi  Ton  n'aura  à  s'occuper  que  de  ces  der- 
nières. 

S2S.  La  première  question  à  résoudre  sera  celle-ci  :  Une 
équation  étant  donnée,  trouver  les  sommes  S,,  S»,  etc.,  des 
puissances  semblables  et  entières  de  ses  racines. 
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Soit  l'équation  X=0  ou 

dont  je  désigne  les  m  racines  par  a,  b,  c,  d On  a  trouvé  n*»  583 

le  quotient  de  X  par  x—a,  et  on  peut  avoir  de  même  les  quotients 
de  X  par  chacun  des  autres  facteurs  x — b,  x — c,  etc.  Or,  en 
ajoutant  ces  m  quotients,  on  sait  que  la  somme  doit  être  égale 
au  polynôme  dérivé  X'  ou 

jnx^-^+(m—l  )Pa:"— +  (m— 2)Qa:"-34.(;yj_3)R^-4. .  ..+T  ; 

il  faudra  donc  que  les  multiplicateurs  des  mêmes  puissances  de  x 
soient  égaux  de  part  et  d'autre.  De  là  résulte  la  détermination  des 
sommes  demandées. 
Reprenons  donc  le  quotient  de  X  par  x — a, 

X 

+Pl 


X — a 


=a:^'"*+fl|j:"*"""+ei*  x'^^^+a} 


+Q 


+R 


X 


.m— 4 


....+«"-" 


+Pa'"-* 
+Ra«»-* 


+T. 


Pour  avoir  les  autres  quotients,  il  suffira  de  changer  successivement 
dans  celui-ci  a  en  b,  en  c^end,  etc.  Si  on  les  ajoute  et  qu'on  mette 
S„  Sa,  Ss,  etc.,  au  lieu  des  sommes  a+b+c....y  a*+A*+c*...., 
a^+A^+c'....,  il  vient 


mx^^^+St 
+mP 


J:"*"'+Sa 
+PS. 


X 


m— 3 


+S, 
+PS. 
+QS. 
+mR 


X^         ••••■f"^m — I 

+PSn.«. 

+RSbï«-4 


Donc,  en  comparant  ce  résultat  avec  le  polynôme  dérivé  X',  on 
doit  avoir  ces  relations  : 

S,+7wP=r(m— 1)P, 
Sa+PS,+mQ=:(m— 2)Q, 
S3+PS.+QS.+mR=(7w— 3)R, 


S,„^ , + PS,„_.+QSn,-3. . . .  +mT^  T, 


^99^  ïMçom  ^^AlA^tofe. 

ou  y  en  simpIiGant  9 

S,+PS,+2Q=o, 
m        {  S3+PS^+QS.+3R=ô, 


Au  moyen  de  ces  équations ,  il  sera  facih  èd  iKtlraler  racoMSlv^ 
ment  S.,  Sa«  S^....  et  enfln  Sm^., 

Ces  déterminations  s'arrêtent  à  la  somme  Sm— i,  mais  il  est  facile 
de  s'élever  aux  sommes  S„„  8^4.,,  Sm^»,  etc.  A  cet  feflet,  oh^ht- 
vous  qu'en  substituant  successivement  a/b^t,....  dâûâ  !*ê<J.  tl'] , 
on  doit  avoir 

etc. 

muftipitons  ces  m  égailtéê  respectivement  par  ei",  6",  etc. ,  puis 
ajoutons-left  :  d'après  la  notation  adoptée ,  il  viendra 

On  peut  faire  successivement  n==0 ,1,2,  etc.,  et  Ton  aura ,  pour 
déterminer  Sm,  Sm4-i ,  S„,4^,  etc.,  ces  relations  : 

r^i       <  Sm4..+PSm     +QSm„.....+TS.-|-US,^0, 

^^J         ^   Sm4,«+PSm4-,+QSm     ....+TS3+US.^0, 
etc. 

Dans  la  première  de  ces  relations  on  peut  remplacer  le  terme  US, 
par  TwTJ,  car  So-a°+fc°+c°+etc.~m,-  et  alors  on  voit  qu'elle 
est  comprise  dans  la  môme  loi  que  les  éq.  [2],  Cette  relation  tera 
trouver  Smau  moyen  des  sommes  S,,  Sa,..  Sm-i  déjà  connues-,  et 
en  passant  successivement  à  chacune  des  relations  suivantes  ,  on 
déterminera  chaque  somme  nouvelle  au  moyen  de  sommes  déjà 
calculées. 

Il  est  utile  d'observer  que  toutes  les  sommes  Si, S»,  S3,  etc., 
seront  exprimées,  sans  aucun  dénominateur,  en  fonctions  des 
coefficients  P,  Q,  R,  etc.  Cette  conséquence  résulte  de  ce  que  le 
premier  terme,  dans  chacune  des  relations  [2]  et  [3],  a  Tunité  pour 
coefficient. 
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9 

iPôur  pt^Sénter  une  appiicàtiori  ntirriériqu^ ,  ptenéfaè  TéctUàtion 

x^—7x+7=iO, 

Dans  cet  exemple  on  a  P=0,  Q= — ')',  É~7.  Puisque  P=0,  la 
relation  S,+P=^0  donne  $,~ô  ;  par  suite  les  relations  qui  déter- 
minent les  sommes  S,^  Sa ,.-  Se  se  réduisent  à  celles-ci 

S,=:0  àa+^Q-O,  S34-3R=0, 

S4+QS.:^Ô     Ss+QSa+feïSr-Ô     S6+Q54+tlS3=t)- 

et  en  y  Substituant  lès  valeurs  de  Q  et  de  ïl,  oh  trouve  facilement 
S,=0,  S.=il4',  Sir=— èl,  54-98;  «â^i=^5«5',  Se-Saé; 

526.  Remarque.  Dans  réq\  Sw4-„+ëtc.^:so  tr^ovée  plus  haut, 
n  peut  être  un  nombte  négatif  j  et  piir  siSiW  tette  équation  peut 
déterminer  les  sommes  des  puissances  négatives  des  racines.  Aitmi^ 
en  faisant  n~ — 1 ,  — 2 ,  etc.,  on  aura 

^m— i"T~i^5m— ft»»»»"r  *  ^o"!"  tJ^«^i^=iO  , 

etc. 
Ces  équations  ïônt  cbhhaîlré  Sucfe^siVénietit5_„  8-i,  ëlc.;  tnàife 

il  sera  plus  simple  de  changer  ^  en  -;  (^aiis  l'équation  proposée , 

et  de  chercher  ensuite,  au  moyen  des  formules  [2]  et  [3]  ^  les 
sommes  des  puissances  positives  des  racines  de  la  transformée.  Il 
ë^t  clair,  en  étfet;  (tUë  ced  pui$éâl]i«ëÉ;  éMi  \H  t^ulsâahéb^  tiêgàtives 
de  a,  b ,  à ,*,. 

527.  Je  pasëe  à  là  d^termîhàîiôn  des  fôhtlmns  dûhhth , 
triples ,  tît.,  représentées  par  8f  ei-fi«) ,  SCa^ô^t^-)  j  etd. 

•  PoUr  ti-ouvér  S{a^b^ ,  on  multiplie  entre  telles  lies  deux  sonittleà 

Le  produit  contient  deux  sortes  de  termes  :  i**  Ja  somme  de  toutes 
les  puissances  a+p  des  racines-,  2®  la  somme  de  tons  les  produite 
qu'on  forme  en  combinant  la  puissance  a  d'une  racine  quelconque 
avec  la  puissance  p  d'une  autre  racine.  Or,  la  première  somme  est 
dénotée  par  S;,^.^^ ,  et  îa  seconde  par  S(âa6^)  j  donc 

S«-M+S(a*6^)nrS«S^i 

et  de  là  on  tirô  pour  les  fonctions  doubles,  la  formule 

S(a*6')^S.S^~S.^..ff. 
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Pour  trouver  la  fonction  triple  S(a<*6  V)  y  on  multiplie  entre 
elles  les  trois  sommes 

Le  produit  est  une  fonction  symétrique  qui  renfermera  évidem- 
ment tous  les  termes  compris  dans  chacune  des  cinq  formes 

a*^-^^^,    a*-*-^6%    a*-^>^A*,    a^-^^b*,    a^b^c^; 

donc  y  en  vertu  de  la  notation  convenue ,  on  aura 

S^e^y+S(a^^b')+S(a'^b')  I     ^^^ 
+S(a«-+^6-)+S(a*6«cy)  j-^-^^=^- 

Mais  la  formule  des  fonctions  doubles  donne 

En  substituant  donc  ces  valeurs  dans  Tégalité  précédente ,  et  ti« 
rant  ensuite  de  celte  égalité  la  valeur  de  S(a*6^c'),  on  obtient, 
pour  les  fonctions  triples ,  la  formule 

Pour  avoir  les  fonctions  quadruples,  etc.,  on  se  conduira  d'une 
manière  analogue  :  le  procédé  ne  présente  aucune  difficulté. 

Ici  encore  il  importe  d'observer  que  S,,  Sa,  S3,  etc.,  s'exprimant 
sans  dénominateurs,  en  fonctions  des  coefficients  de  Téqualion  pro- 
posée, il  doit  en  être  de  même  des  sommes  S(«*6^),  S(a*b^cy),  etc. 

S28.  Les  formules  auxquelles  on  est  parvenu  pour  ces  der- 
nières sommes  doivent  être  modifiées  quand  quelques-uns  des  expo- 
sants sont  égaux.  En  effet,  une  somme  quelconque  S(a*6V...), 
dans  laquelle  chaque  terme  renferme  n  lettres ,  se  compose  en 
formant  tous  les  arrangements ti  à  n  des  lettres  a,  6,  c,...  et  en 
donnant  respectivement  aux  n  lettres  de  chacun  d'eux  les  expo- 
sants a ,  p ,  y ,...  Or,  supposons  que  dans  un  terme  la  lettre  a  ait 
l'exposant  a ,  et  6  l'exposant  P ,  il  y  aura  nécessairement  un  autre 
terme  qui  ne  différera  de  celui-là  qu'en  ce  que  aelb  auront  été 
échangés  ;  donc  alors  Tensemble  des  termes  différents  n'est  plus 
que  la  moitié  de  la  formule  générale. 
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S'il  y  a  trois  exposants  égaux,  il  est  clair  que  chacun  des  termes 
différents  de  la  fornaule  sera  répété  dans  cette  formule  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'arrangements  3  à  3  avec  trois  lettres  ;  donc ,  pour 
n'avoir  que  la  somme  des  termes  différents,  la  formule  générale  doit 
être  divisée  par  2x3.  Et  en  général,  si  p  est  le  nombre  des  expo- 
sants égaux,  il  faudra  diviser  la  formule  générale  par  2x3.. .X/'* 

Ces  divisions  s'effectueront  sans  laisser  aucun  dénominateur 
dans  les  formules ,  mais  il  serait  difficile  de  le  reconnaître  par  ce  qui 
précède  :  le  procédé  suivant  mettra  cette  propriété  en  évidence. 

Méthode  de  H.  Gaucht  pour  le  calcal  des  fonctions  symétfiqnef. 

529.  Cette  méthode,  qui. est  extraite  des  E<vercices  de  mathé" 
matiques,  4^  armée ,  consiste  à  éliminer  successivement  de  la 
fonction  symétrique  chacune  des  racines  a,  b,  c,  d,...  :  elle  se 
fonde  sur  la  proposition  suivante. 

3oit  2  une  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière  des  ra- 
cines d'une  équation  X=::0  ou 

Désignons  par  a  l'une  de  ses  racines,  et  admettons  que  d'une  ma- 
nière quelconque  on  tranforme  2  en  un  polynôme  ordonné  par 
rapport  ka,àe  telle  sorte  qu'on  ait 

L ,  M ,  N ,...  étant  des  coefficients  composés  avec  P,  Q ,  R,...  U. 
Si  alors  on  divise  ce  polynôme  par 

je  dis  qu'on  obtiendra  un  reste  indépendant  de  a,  et  que  ce  reste 
sera  précisément  la  valeur  de  2. 

Quel  que  soit  a,  cette  division  doit  donner  un  reste  de  la  forme 
>â5'"**'+f*«'""'....-f  ©<35+p.  Pour  abréger,  nommonsrce  reste,  çle 
quotient ,  et  A  le  diviseur  5  on  aura  i—Aq+r.  Or,  a  étant  racine 
de  l'équation  donnée ,  on  doit  avoir  A=:0  ;  donc  iznr,  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose , 

2~>a'"-*+fAâ5'"-»....+0<35+p. 

On  aurait  pu  conserver  dans  le  calcul,  au  lieu  de  a,  l'une  quel- 
conque des  autres  racines  de  X— 0  ;  et  comme  2  est  une  fonction 
symétrique  des  m  racines,  il  est  clair  qu'on  serait  arrivé  à  une 


VàfeUV  tôilte  Srefiîblabte  à  là  p^éfeéaehtô ,  avec  cette  seule  dilrêrèofee 
qtitB  a  y  Isèràît  iietAtlaéë^âf"  IMn'è  qù'elébnîjué  diôà  m—\  autres  i-k- 
dttëS.  Ôf ,  ta  vâteùt-  flé  i  doit  dertielif ef  là  mèihe  qu'elle  que  Soit  lâ 
rtlfciné  tjtfô  ^^n  iciôhs'éf^e  daûè  le  cafeuï  ;  donc,  ett  f)oSanl 

Wtte  équaliOA ,  quf  «dt  de  degré  inférieur  è  7h>  devrait  adïn^tlfbm 
Mttines  $  0B  qui  etst  i^p6»sibte  ^  à  moin!»  quH)n  Ait 

c'est  la  pro00aitîon  qa'U  a'agissatt  d'établir.  Remarquée  t|)i«  le  po- 
lynôme diviseur a'"+P«'"""*+Q«'""*....  n'est  autre  que  X  où  l'on 

mwi  m\é  msm%\vWm  ^h  iet^t^^  les  M  hieiné§  de  {'ë^.  iij 
èdmm^  inégKIes  efitrè  elleÉ  ^  ti\aî^  1^  ëètiëlU&loll  à'èn  eétf^as  ihoit)â 
générale.  Pour  s'en  convaincre ,  ôft  ^m\.  ôUpposeï^  d'ttboird  -,  ëôlhthë 
fibbs  rftvbnd  Mt^  que  ti^ùteis  tes  k'adhes  soient  iif^é^aléS;  et  eiisàite 
faire  varier  les  coefficients  F,  Q,...U  pèr  degt*éé  ihàfenélblës ,  de 
telle  manière  que  lâ  difTérence  entre  deux  racines  ^  ou  même  plu- 
sieurs différences,  approchent  aussi  près  de  zéro  qu'on  voudra, 
Ôr  les  dernières  égalités  ne  cessent  point  de  subsister,  quelque 
petites  que  soient  ceS  différences  \  donc  elles  seront  encore  vraies 
quand  ces  différences  s'évanouiront,  c'est-à-dire  quand  les  racines 
de  l'éq.  [1]  cesseront  d'ôlrfe  Inégalés. 

530.  Daàs  la  proposition  qui  fait  Tbbjet  dU  n<>  précédent  ^  j'ai 
supposé  qu'on  avait  déjà  éliminé  de  la  fônotion  2  toutes  les  rbcineA 
excepté  une.  Maintenant  je  vais  expliquer  comment,  par  l'emploi 
répété  de  cette  proposition ,  l'on  peut  en  effet  éliminer  de  la  fonc- 
tion 2  successivement  chacune  des  racines  qui  la  composëht. 

Soient  a,  b,  c,...  i,  k,  l,  lesm  racines  de  l'éq.  it  -0  :  en  divisant 
successivement  X  par  lès  m— 1  facteurs  a?— a,  ce — h,,.,  ce— -h,  l*on 
âhfa  différentes  équations,  dont  là  dernière  sera  du  1"  degré  et 
âUrà  /  pour  irëôirie  :  àirrèlohs  Inattention  §ûr  cette  suite  d'équations. 
^  étant  Un  [iolynbmë  de  la  formé 

pour  faciliter  la  division  de  X  par  cc-^a,  on  s'y  prendra  comme 
dans  la  remarque  du  n""  383 ,  et  Ton  aura  un  quotient 

X,=rar*'-»-f-P,x'»-*+Q,;r'^--^+R,jt:'«^4...., 


etc. 
Semblablemeaty  en  divisant  Xi  par  ah--b^  on  trouvera  w  ^piotîwt 

dans  lequel  on  a 

P.=*+P., 

.     Q.=6*+Pt64-Qt» 

R,=*^+P.A'+Q.*+R., 
etc. 

En  continuant  ainsi  on  arrivera  à  une  diviskin  oô  âi-^  Mèi'b  ]prift 
pour  diviseur  ^  et  où  lé  quotient  sf^fa  du  2*  degré;  ]puia  eûfltt  à  Une 
division  où  ce  sera  <t-^k  qu'on  prendHi  pour  diviseur^  et  ^Û  lé 
quotient  ne  sera  plus  que  du  1^"  degré.  Il  est  bon  de  remarquer  ici 
qU«  te%  divisions  par  ay^^m^  x^^,  ete.  ne  peuvent  améttér  autûn 
dénominateur  dans  les  différents  quutients,  et  que  dans  tous  ces 
quotients  le  coefficient  du  V  terme  est  l'unité. 

Hemplaçons  x  par  a  dans  X,  par  b  dans  le  1"  quotient,  par  c 
dans  le  ^^,...  et  enfin  par  k,  t,  dans  les  deux  derniers  :  on  aul^a 
ainsi  des  polynômes  que  je  désignerai  par  À,  ft,  C,....  K,  L.  Le 
1*'  sera  ordonné  par  rapport  à  a>  et  ses  coefficients  ne  seront  au- 
tres que  P,  Q,  R,....  Le  2*  sera  ordonné  par  rapport  à  6,  et  «es 
coefficients  seront  composés  avec  a  et  P,  Q,  R,..^  Le  3«  sera  or-r 
donné  par  rapport  à  c^  et  ses  coeQicients  seront  composés  avec 
a^  b,  et  P,  Q,  R,....  Ainsi  de  suite ,  de  telle  sorte  que  le  poly- 
nôme K ,  ordonné  par  rapport  à  ky  renferme  dans  ses  coefficienls 
les  m— '2  quîinlîlésrt,  b,  c,....  /,  tandis  que  le  poIytioméL,  drdbnné 
par  rapporta  l,  renferme  les  m — 1  quantités ^^i  6>  <?>..4 1\  *. 

Maintenant  reprenons  la  fonction  symétrique  2  %  telle  qu'elle 
doit  être  composée  avec  les  m  rat^ines  a^byày..i  i,  k-,  h  Si  oïl  n'y 
fait  d'abord  attention  qu'à  la  seule  racine  l,  on  l'éliminera  en  y 
substiluant ,  au  lieu  de  celte  racine ,  sa  valeur  tirée  de  l'éq.  L=iO. 
On  peul  encore ,  ce  qui  est  la  même  chose  (S28)  j  ordonner  t  par 
rapport  à  l,  diviser  t  par  L,  et  alors  le  reste  sera  égal  à  t. 

Cette  valeur  de  2 ,  où  n'entre  plus  l,  est  eùcore  fondtioii  ^th^ 
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triqae  rationnelle  et  entière  des  m— *l  racines  a,  h,  c,...  i,  k.  On 
pourra  en  éliminer  k,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  k,  et  en  la  di- 
visant ensuite  par  K  :  le  reste ,  qui  doit  être  indépendant  de  k, 
sera  encore  égal  à  z. 

En  continuant  ainsi,  on  éliminera  successivement  de  2  toutes  les 
autres  racines.  Quand  z  ne  renfermera  plus  que  a,  on  Tordon- 
iiera  par  rapport  ka,  puis  on  divisera  1  par  À.  Le  reste  devra' être 
indépendant  de  a  ^  et  il  sera  la  valeur  de  z  qu'il  s'agissait  de 
trouver. 

531 .  Le  premier  terme  des  polynômes  employés  comme  diviseurs 
dans  ces  éliminations  successives,  ayant  toujours  Tunité  pour  coef- 
ficient, il  s'ensuit  que  les  différents  restes  ne  renferment  point 
d'autres  dénominateurs  que  ceux  des  coefficients  de  l'équation 
proposée  :  de  sorte  que  si  ces  coefficients  sont  des  nombres  entiers, 
la  valeur  de  z  sera  aussi  un  nombre  entier. 

Cette  conséquence,  qui  découle  immédiatement  du  procédé  de 
M.  Cauchy,  nous  sera  utile  tout  à  l'heure  (534). 

Application  à  on  exemple.  ^  Gomment  H.  Gaucht  évite  réqoatton  aux  carrés 

des  différences. 

532.  Proposons-nous  de  déterminer  la  fonction  symétrique 
égale  au  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  d'une 
équation  X=0,  de  la  forme 

[1]  Jc^+Px^-^+Qa^^-^+etc^O. 

Le  mieux  ici  sera  d'employer  la  méthode  des  éliminations  suc- 
cessives de  M.  Cauchy.  D'après  l'énoncé,  si  on  désigne  toujours 
par  a,  h,  c,  rf,...  les  m  racines,  et  par  z  la  fonction  symétrique, 
on  doit  avoir 

z={a—by{a—CjKa—d)\ . .  X(6— c)»(é— d)» . . .  X(c— d)^ . . . 

Lorsque  l'équation  est  du  2«  degré ,  on  a  X—x^+lPx+Q  : 
alors  il  n'y  a  que  deux  racines,  a  et  b,  liées  entre  elles  par  les 
relations  a+b^—P ,  ab^Q.  Par  suite ,  on  a  simplement 

2z=  (a— 6,»=(a+6)'— 4a6=P*— 4Q. 

On  pourrait  chercher  la  valeur  de  z ,  pour  les  degrés  supérieurs, 
en  s'élevant  du  2«  au  3%  du  3»  au  4%  et  ainsi  successivement.  Mais 
je  suivrai  une  marche  un  peu  différente  ^  et ,  supposant  qu'on 
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sache  déterminer  la  fonction  2  pour  le  degré  m — 1 ,  je  vais  mon- 
trer comment  alors  on  pourra  la  trouver  par  le  degré  m. 

Dans  l'expression  générale  de  2 ,  considérons  à  part  les  facteurs 
qui  ne  contiennent  point  a.  En  désignant  leur  produit  par  z,,  on 
aura 

2,=(ô— c)»(6— rf)'...X(c— d)»... 

2  =2,x(a— 6)»(a— c)»(a— d)\.. 

Si  l'on  divise,  comme  au  n*»  529,  X  para:— a,  on  aura  Téq.  X,=:0^ 
dont  la  composition  est  rappelée  dans  ce  n"" ,  savoir  : 

a:'»-*+(a+P)^'""""+(ûf*+P«+Q)^""*+etc.=:0. 

Or,  2,  n'est  autre  chose  que  le  produit  des  carrés  des  racines  de 
cette  équation;  donc,  d'aprte  notre  hypothèse,  on  saura  déter- 
miner 2,  au  moyen  des  coefljcients  de  cette  équation  \  et  par  suite 
2,  sera  exprimé  en  fonction  de  P,  Q,  R,...  et  de  a. 

D'un  autre  côté ,  le  quotient  de  X  par  x — a  étant  égal  à  {x — b) 
(j:— c)(j:— rf)...,on  a  {x — b){x — ^cX^:— c/)...=x'"""'+(ei+P)x~""* 
+(a»+Pa+Q)x™'"^....  En  faisant  x=a,  cette  égalité  devient 

(a—b){a—c)(a^d). .  .=:  /na"»*^  ' + (/w^l  )Pa"""* + (/n— 2)Qa'"""^. . .  ; 

donc 

donc ,  après  avoir  remplacé  2,  par  sa  valeur,  on  pourra  mettre 
2  sous  la  forme  d'un  polynôme  ordonné  par  rapport  à  a.  Alors , 
pour  éliminer  a,  il  suffira  de  diviser  2  par  a'"+Pa'"""'+etc.  Le 
reste ,  qui  doit  être  indépendant  de  a,  sera  la  valeur  de  2,  exprimée 
au  moyen  des  coeQicients  P,  Q,  R,.... 
533.  J'appliquerai  ce  qui  précède  à  l'équation  du  3'  degr^ 

x^+Vx»+Qx+R=o. 

Pour  avoir  2,,  je  la  divise  par  x—a,  et  il  vient 

x^+(a+P)x+{a^+Va+Q)=0. 

Quand  l'équation  du  2»  degré  était  x^+Vx+Q=0 ,  on  a  trouvé , 
pour  celte  équation ,  2=P*--4Q.  On  aura  donc  2,  en  remplaçant, 
dans  celte  formule,  P  par  a+P,  et  Q  par  a'+Pa+Q.  On  obtient 
ainsi 

2, = (a+P)»— 4(a»+Pa+Q) 
s=— 3a^2Pa+P^~4Q  ; 


B  fie  reste  pli»  qu'à  éHmmer  a  au  moyen  de  Téqualton  a*+Pa* 
+Q£r+R=0.  A  cet  effet,  on  pourra  se  servir  de  b  division 
comme  au  n"  528 ,  ou  de  tout  autre  procédé  qu'on  jugera  préfé-- 
rable  ^  et  il  viendra  pour  résultat  finaT 

2  =P»Q»--4P^R— 4QÎ— 27R«  +  18PQR. 

» 

Quand  réq.  du  3*  degré  n^a  point  de  second  terme ,  il  faut  faire 
Pz=:0-,  et  la  Valeur  des  se  réduit  à  celle-ci  ;  2^= — 4Q^ — 27R». 

534.  La  foneiien  z,  que  nous  avons  calculée  dans  le  a''  531 , 
donne  le  dernier  terme  de  réquation^aux  carrés  de§  dififérencea 
des  racines  dQ  Téq.  X=0;  mais  elle  çuQit  à  elle  seule  pou;:  faire, 
connaître  une  quantité  $  mgindxe  que  la  plus  petite  de$  diffé- 
rences entre  dçux  quelconques  d«s  raçjnes  réelles.,  Cçtte  quaplité 
î,  comme  on  sait,. règle  Tipterv^le  de§  substitutions  successives 
qu'exiçe  la  méthode  de  1<agrange  (466)  :  or  voici  comment  B  se, 
déduit  de  2. 

Désignons  par  {^  le  module  de  2,  et  par  u^  u\  u\.„  les  modules 
des  dlflPéçeoce»  des  racîYies.  Par  tes  propriétés  eonimes  des  mo^ 
dules  (262),  on  doit  avoir  V"  ^=uu'u" ....  On  sait  trouver  UM 
limite  supérieure  (les  modules ,  nommons  w,  cette  limite  :  chacun 
des  modules  u,  u^,  u'\...  sera  <2w.  Pour  abréger,  posons 
3W<»t«*^>)=t/iî:  le  degré  de  Péq.  auxcarré&des  différences  sera  n, 
9i  te  nombre  de»  quantités  u'^  m\...  sera  n— 1  ;  donc  on  aura 

lfef^V^<(2.'^.)'''~'>.dpnp  vi<w(2«r-S4'oA^^^<ï^,    Or,. 

on  peut  supposer  que  u  représente  F\i«e  quelconque  des  diffS- 
rencefiiifiilredeiisraeims'réellei^de  l"ëqtiûtronj  par  conséquent  on 

1/? 
pourra  prendre  B = tt-t— r • 

{loi) 

5S5.  Quand  Téquation  proposée  n'a  que  des  coefficients  entiers 
(celui  du  1""  terme  étant  égaJ  à  1),  la  remarque  qui  termine  le 
0'^530ipBOu«e,que  ^aBDa  uee  valeop  entière  -,  d»no  leneiodulefich^^ 

sera  au  moins  égal  à  1  -,  donc  alors  on  peut  prendre  B-=——i. 

Ainsi ,  dans  lé  cas  où  une  équation  x'"+ etc. — 0  n'a  que  des  coef- 
ficients entiers,  on.  p^Jl,  ealcujiec  imflrijé<Jia}ement ,  au  moyen  de 
ces  coefficients,  une  quâJ^tité  m(Mndç^  que  la  plus  petite  diiïé- 
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rence  des  racines  réelles ,  ce  que  per^^oftuç  ne  seyait  faire  9XftRt 
M.  Cauçhy. 

Emploi  ^es  fonctions  symétriques  çouk  l^  transform^^çn  def  équj|ti()s^f. 

*-^  Equalion  aux  carrés  des  différences. 

85#^  Les  feBctrons  symétriques  se  présentent  iftenes-raémes 
dans  1^  traAsfbrmatîpii  des  équations ,  toutes  les  fols  que  les  ra- 
cines de  la  transforAïée  doivent  être  des  fonctions  raiionnelles 
des  raeln«s  de  l'équation  donnée. 

Soient  a^byC,....  les  racines  de  l'équation  donnée  :  pour  fixer 
le$  idées ,  je  suppose  qu'il  n'entre  que  deux  de  ses  racines  dans  la 
composition  de  chaque  racine  de  la  transformée ,  et  je  représente 
par  ¥{ay  b)  la  fonction  rationiijelle  qui  exprioiela  loi  de  cette  oom- 
position.  Imaginons  qu'après  avoir  fait  tous  les  arrangements  deux 
à  deux  de  a,  b,  c,,.,  on  mette  successivement  dans  ¥[a,  é),  au 
lieu  de  a  et  b,  le&  deux  racines  de  ctoqjue  arrasgement,  il,  est 
clair  qu'on  aurait  ainsi  toutes  les  racines  de  la  tçapsformée,  savoir  ; 

Flov  coQaét||ii«Dt  eatÉ»  éqq^tton ,  çtéoomposée  en  faetenn ,  seraX 

[2— F(a,ft)]  [2— F(a,c)]....=0. 

«*     »  * 

Ce  produit  ne  vs^rie  p^fi  eo  t^is^nit  entre  q,  (>,.  c,....  ^^l  épluipge 
qu'on,  voudri^ ,  c£\r  alors  I)ss  (apteyrs  ne  fopt  qu«  %i^  pbtoer  4flM  ^9 
autre  ordre  \  on  est  donc  sûr  qi^'^rès  la  muttiplicatioii ,  1^  çœ^ 
ficienl,s  des  ditrérçi;i,tes  puissaçices  d&^  seroxil^  de^  Conotipna  sopé^ 
t,riques  et  çatLopjaçUçîi  de  a^  f?,  ft.,,,.  Aipsj^  e»  ^  SQrv^ptf  ée^ 
procédés  expliqués  dans  c^  çhapi^ce,  on  pojgyç]^§2H[»j(igiQi7  c^  Cpef 
fiçients^^u  çiQ^en  dç  ççux  de-l^proposi^!^. 

557.  IVJi^ais.  il  exj^ti^  uae  aHl^ia  9)^ière>  ^Qpywtr  ptéCécabii^ j| 
d'employer  les  fonctiotis  symétriques.  Elle  est  fqndée  sur  cette 
observation  très-simple  que  les  relations  p]  et  [3]  du  n^  524,  entre' 
les  coeflicient^  d'um  équation  et  lfi&  somme»  des  puissances  sem* 
blables  des  racines  »  peuvent  servir  à  découvrir  les  CQ.ç(ncients  de 
l'équation  quand  ils  sont  inconnus,  pourvu  qu'on  connaisse  ces 
somrpes  jusqu'à  celte  des  puissances  dont  Tordre  est  égal  au  nom- 
bre des  coe&icients  inconnus ,  c'est-à-dire  au  degré  de  Féquatibn. 

En  conséquence,  pour  arriver  à  la  transformée,  on  détermine 
d'abord  à  quel  degré  elle  doit  s'élever '^  eqsuite  on  cherche  les 
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'sommes  des  puissances  premières,  secondes,  etc.,  de  ses  racines 
jusqu'aux  puissances  dont  l'ordre  est  égal  au  degré  de  celle  trans- 
formée; puis ,  à  Taide  de  ces  sommes ,  en  calcule  les  coefiicients 
inconnus.  Et  quant  à  ces  différentes  sommes,  il  est  clair  qu'elles 
sont  des  fonctions  symélriques  des  racines  de  la  proposée,  et 
qu'elles  peuvent  s'exprimer  par  les  coefficients  de  celte  équation. 

538.  Comme  exemple,  je  reprendrai  ici  la  question  de  réquatÂou 
aux  carrés  des  différences ,  déjà  trailéen*"  430.  Les  fonctions  symé- 
triques en  donnent  la  solution  la  plus  simple  et  la  plus  élégante 
dont  elle  soit  susceptible.  La  question  est  celle-ci  : 

Trouver  V équation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  diffé' 
rences  de  celles  dune  équation  donnée 

[A]  cr"+Pa?"-*+Qx»'->. ... =0. 

Représentons  l'équation  cherchée  par 

Les  m  racines  de  [A]  étant  a,  6,  c ,...,  celles  de  [B]  seront  (a — 6)», 
{a — c)»,  (a— rf)%...  {b-'CYy  (6— d)%...  (c— d)%...  etc.  Le  nombre 
de  ces  carrés  est  évidemment  celui  des  combinaisons  deux  à  deux 
qu'on  peut  faire  avec  les  m  quantités  a,b,c,  etc.*,  donc  le  degré 
de  l'équation  cherchée  sera  n=^/n(/w— 1). 

Les  coefficients  p,  q,  r,...  seront  faciles  à  trouver  quand  on 
connaîtra  les  sommes  des  puissances  semblables  et  entières  des  ra- 
cines de  l'équation  [B] ,  depuis  la  somme  des  premières  puissances 
jusqu'à  celle  des  puissances  /i'"»".  Désignons  donc  par  /,,  /»,  y^,  etc. 
ces  nouvelles  sommes,  et  cherchons  la  valeur  générale  de /a,  «  étant 
un  nombre  quelconque,  entier  et  positif. 

Les  racines  de  celte  équation  sont  les  carrés  (a-^by^  etc.,  rap- 
portés plus  haut*,  donc  en  les  élevant  à  la  puissance  a,  on  a 

/«=:(a— A).*+(a— c)**+(a-d)'*....+(6-c)»*+etc., 

Pour  trouver  cette  somme,  considérons  l'expression 

^(or) -(0?— a)**+(a7— 6)»*+(x-c)**+etc. , 

qui  comprend  les  m  binômes  x—a ,  x—b,  x — c ,  etc.  Si  on  y  fait 
successivement  x=a^  6,  c,  etc.,  et  qu'on  ajoute  les  m  résultats, 
il  vient  évidemment 

2/«^f  (a) +?(6) + KO+etc. 
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Si  on  développe  les  puissances  qui  composent  f (x) ,  on  trouve   * 

1  .2 

o(x)=  (     ,  ^   ,  .   2a(2a— 1)  ^  ,   , 

1  •  ^ 

+elc.y 

ou  plus  simplement,  en  se  servant  de  la  notation  S, ,  S^,  etc. 

2ar2a — 1) 

donc,  en  substituant  successivement  a,  b^  c,.,.  au  lieu  deo;^  et 
ajoutant  les  résultats ,  il  viendra 

2y«=:/7îSa«—— 2aS  iSft  «_  I  + — r ^Jy%x^% . . . .  x  //îS^a* 

Dans  le  second  membre ,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  termes 
à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux,  par  conséquent,  en 
s'arrétantau  terme  du  milieu,  et  ne  prenant  que  la  moitié  de  ce 
terme,  on  aura  la  valeur  générale  de/a,  savoir  : 

_^  1  2a(2a-l)(2a-2)....(«+I)  c  c 

••••-2 1.2.3....« ^'^' 

Comme  les  signes  sont  alternativement  +  et — ,  il  n'y  aura  jamais 
d'incertitude  sur  le  dernier.  Voici  maintenant  les  opérations  qui 
sont  à  effectuer  : 

1*  On  calculera  les  sommes  Si,  Sa,  S3,...,  jusqu'à  S.„  par  les 
relations  connues 

S,+P=o,    S.+PS,+2Q=:0,    etc. 

2<'  Dans  la  formule  qui  exprime  fu ,  on  fera  successivement 
«=1,2,3,...  jusqu'à  n^  et  on  aura  ainsi,  pour  déterminer  les  n 
sommes /,,/»,.../„, 

/,=7wSa — S,St  ,^=mS4— 4S|S3+3SaSa,  etc. 

S""  Enfin  les  relations  entre  ces  n  sommes  et  les  n  coefiieienls 
Pj  Qy  r,...  donneront  les  valeurs  de  ces  coeffldents ,  savoir  : 

P=-/. ,  q=-¥.f-+Pf^)  ^  r=-i(fs+pA+qA) ,  etc.    ' 

On  ne  voit  point ,  par  ces  valeurs  mêmes ,  si  les  fractions 
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i  »  iv*'  digparattroQt  à  la  Oo  »  m%\»  la  remarque  (aito  au  n<*  53i 
prouve  qu'il  en  doit  ÔUre  ainsi  :  de  sorte  que ,  si  l'équation  propo- 
sée n'a  que  des  coefficients  entiers ,  l'équation  aux  carrés  des  dif- 
férences n'aura  aussi  que  des  coefficients  entiers. 

539.  Une  marche  tout  à  fait  analogue  à  celle  qu'on  a  suivie  pour 
trouver  l'équation  aux  carrés  des  différences  peut  encore  être  em- 
ployée dans  UQ  grand  nombre  de  cas ,  et  notamment  dans  ceux  où 
les  racines  de  la  transformée  devraient  être  des  puissances  sem- 
blables et  entières  de  la  diiTérence ,  de  la  somme  ^  du  produit  ou 
du  quotient  de  deux  racines  quelconques  de  l'équation  donnée. 

Par  exemple,  supposons  que  chaque  nouvelle  racine  soit  Ta 
puissance  k  de  la  somme  a  +  hde  deux  racines  de  Téq.  [Â].  En 
posant  n=^m(m-'l)j  la  tranrformée  devra  être  de  la  forme 

[C]  z''+pz''-^+qz'*-\..'\-tz+u=0  5 

et  si  on  fait 

le  calcul  se  rédiiira  à  exprimer /«  par  une  formule  générale.  A  cet 
effet ,  on  prendra  la  fonction 

f{x)={x+a)^+(X'i-  è)**+ (x+c)*«+etc. , 

dont  le  développement  est 

Or,  si  avant  le  développement,  on  substitue  dans  9(jr)  successive- 
ment a  i  bp  c^.».  au  lieu  de  x,  la  somme  des  résultats  sera  égale 
4  2/a+2**S;,a  \  par  suite  il  est  aisé  d'apercevoir  qu'en  faisant  les 
mêmes  opérations  sur  le  développement ,  on  aura 

%t  enfin  de  là  on  tire  la  formule  cherchée 

/«— (m— 2**-')SAa+A:aS.SA._i  I-    ""  ^"^^      SgSji^c^^+etc. 

Lorsque  k»  sera  pair,  oti  s'arrêtera  au  terme  qui  contient  S  avec 
deux  indices  égaux ,  et  on  n'en  prendra  que  la  moitié  *,  mais  lors- 
que Aa  sera  impair,  on  s'arrêtera  au  terme  dans  lequel  les  deux 
indices  sont  âCAa— 1)  et  i(*«+i) ,  et  on  le  prendra  tout  entier. 
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Élimination  par  les  fonctions  symétrique».  —  Degré  de  l'équation  finale. 

840.  Les  fonctidns  symétriques  fournissent  encore  un  procédé 
d'élimination  qui  a  l'avantage  de  faire  connaître  le  degré  de  l'équa- 
tion Ûuale.  Soient  tes  deux  équations 

[1]  a:«+Pj:'«-'+Qâ?"»-r»+Rx«-3...r:z0, 

dans  tàsqudfes  P,  Q,.*.  P',  Q',*..  sont  des  fonctions  de  f.  SI  m 
pouvait  résoudre  la  l^^par  rapporteur,  on  en  déduirait  m  valeur^ 
ay  b,  c^...  qui  seraient  fonctions  de^-^  et  en  les  substituait  dans 
la  2%  il  viendrait ,  pour  déterminer  les  valeurs  de  y^  m  équâtiodïS 
délivrées  de  x,  savoir  : 

a«+P'a»-^+Q'âf«-'+R'a«-3....=:0 , 

[31        J  *''+P'*''~'+Q'*"-*+R'i«-^...=o,  . 

^  c«+Fc''-'+Q'c«-»^R'c«-3....=o, 
etc. 

Mais ,  en  général ,  la  résolution  de  l'éq.  [1]  est  impossible ,  et  \at 
question  est  d«  trouver  une  équation  Cnale  qui  renferme  indistino* 
tement  toutes  les  valeurs  de  y. 

Ou  ftura  una  équatioB  qui  remplira  cette  candition  en  inuUi^ 
pliant  entre  dles  les  m  éq*  [3]  :  car  la  résultante  sera  satisfaite  put 
etaaque  valeur  dey  tirée  de  l'une  d'elles >  et  elle  ne  peut  pas  Tôtro 
autreàient.  Qr,  les  facteurs  de  cette  résultante  ne  font  que  changer 
déplace,  quelque  permutation  qu'on  opère  entre  les  quantités  a 
b,  e  j  etc.  y  le  produit  ne  renfermera  donc  que  des» fonctions  «y- 
naétriques,  entières  et  rationnelles,  de  ces  quantités;  donc  on  pourra 
les  exprimer  au  moyen  de  coefficients  de  l'éq,  [l] ,  et  de  cette  ma^ 
nière  on  aura  l'équation  finale  en  y.  Ce  procédé  d'élimination 
condiMt  eh  génâ^al  à  des  cakuls  très-prolixes  :  mais  il  fait  trouver, 
l'équation  finale  avec  toutes  les  racines  qu'elle  doit  renfermer  et 
sans  complication  de  racines  étrangères. 

541*  Ce  procédé  a  surtout  f  avantage  de  conduire  à  un  théo* 
rème  général  sur  le  degré  de  l'équation  finale.  Dans  ce  qui  vient 
d'être  dit,  la  1*«  équation  est  du  degré  m,  la  2«  est  du  degré  /» - 
et  P,  Q ,  etc.,  P',  Q\  etc.,  sont  des  fonctions  quelconques  dey  * 
nais,  pour  le  théorème  dont  il  s'agit,  ces  fonctions  doivent  être 
comme  au  n«  411 ,  des  polynômes  tels  que  la  somme  des  expp6«ritft 
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de  a:  et  de  j^  soit  aa  plus  égale  à  m  dans  chaque  terme  de  l'éq.  [1  ] , 
et  au  plus  égale  à  n  dans  chaque  terme  de  l'éq.  [2].  Alors  nous 
avons  à  examiner  à  quel  degré  y  peut  s'élever  dans  les  fonctions 
symétriques  qui  composent  le  produit  des  éq.  [3]. 

Chaque  terme  de  ce  produit  est  lui-même  le  produit  de  m  termes 
pris  respectivement  dans^ces  m  équations  ,  de  sorte  qu'en  dési- 
gnant ces  termes  par  Yûr«,  Y'6^,  YV,...  le  terme  du  produit  sera 
YYTT'....  xa*6^c^...  Mais  le  produit  des  m  équations  étant  sy- 
métrique par  rapport  aux  quantités  a,  b,  c,....  on  doit  y  trouver 
tous  les  termes  de  même  forme  qu'on  peut  faire  avec  ces  quan- 
tités ;  par  conséquent  on  est  sûr  qu'il  renferme  tous  les  termes 
représentés  par 

[4]  YYT^...xS(a*6^c^..0. 

n  s*agit  maintenant  d'évaluer  le  degré  de  y  dans  cette  expres- 
sion. D'après  les  suppositions,  le  degré  dey  est  au  plus  égal  à 
n — a  dans  Y,  à  n — p  dans  Y',  à  n — y  dans  Y",  etc.;  donc ,  dans 
YYTT"...,  il  sera  au  plus  égal  à  m/i— « — p — y...  D'un  autre  côté  , 
si  on  se  reporte  (525)  aux  relations  d'où  se  tirent  les  sommes  S.,  S^, 
Ss,  etc.,  on  voit  que  P  étant  au  plus  du  1"  degré  eny,  Q  du  2«, 
R  du  3«,  etc.,  le  degré  dey  dans  ces  sommes  ne  doit  point  sur- 
passer l'indice  de  S;  et  semblablement,  si  on  se  reporte  (5S7)  aux 
formules  qui  expriment  les  fonctions  doubles ,  triples ,  etc.,  on  re- 
connaît encore  que  dans  S(a*fe^C''....)  le  degré  dey  ne  doit  point 
surpasser  a+p-f-y....  Donc ,  dans  l'expression  [4] ,  le  degré  de  y 
sera  au  plus  égal  à  mn.  La  même  chose  peut  se  dire  de  toutes  les 
fonctions  symétriques  dont  la  somme  compose  le  produit  des  m 
éq.  [3]  ;  donc,  enBn ,  V équation  finale  ne  peut  point  être  d'un 
degré  supérieur  à  mn. 

La  démonstration  semble  exiger  que  l'éq.  [1]  renferme  le  tetmo 
af^.  Mais  on  peut  supposer  qu'il  y  ait  d'abord  devant  x^  un  coeRl- 
cientÂ,  indépendant  dey,  et  qu'on  ait  divisé  toute  l'équation 
par  A.  Alors ,  l'équation  finale  en  y  devant  subsister  quel  que  soit 
A,  on  pourra  y  faire  A=0,  et  il  est  clair  que  cette  supposition  ne 
saurait  en  élever  le  degré.  Du  reste ,  il  faut  entendre  le  théorème 
en  ce  sens,  que  l'élimination  entre  deux  équations  générales,  l'axie 
du  degré  m  et  l'autre  du  degré  n,  doit  donner  une  équation  finale 
du  degré  mn-^  mais  que ,  dans  des  cas  particuliers ,  ce  degré  peut 
devenir  moindre* 
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Les  deux  éq.  ar-^"»=0,  x^+ay+by+c^O  ^  quoique  très- 
simples,  donneront  véritablement  une  équation  finale  du  degré 
mn  ,•  car,  en  substituant  dans  la  i"  la  valeur  de  x,  tirée  de  la  1'% 

il  vient  y^-f-âSf"+*r+^=^- 
Au  contraire ,  en  éliminant  x  entre  les  équations  a:«— j^'»=0 , 

ar»-f  ay»+6x  +  c=0,  on  aurait  une  équation  finale  de  degré 

moindre  que  mn,  savoir  : y'"+ay"+by+c:^0. 

542.  En  étendant  le  théorème  à  un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions ,  on  aura  le  théorème  général  dû  à  Bezout  ,  et  dont  on  a 
déjà  rapporté  l'énoncé  n*»  427,  savoir  :  que  Si,  entre  des  équa- 
tions en  nombre  pareil  à  celui  des  inconnues,  on  élimine  toutes 
les  inconnues  hors  une,  le  degré  de  V équation  finale  devra  être 
tout  au  plus  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Avant  Bezout,  le  théorème  était  connu  pour  le  cas  de  deux 
équations  )  et  Cramer  ,  dans  un  appendice  de  son  Introduction 
à  Vanalyse  des  lignes  courbes ,  en  avait  donné  une  démonstra- 
tion fort  simple  qui ,  au  fond ,  ne  diffère  point  de  celle  que  nous 
avons  exposée.  Il  était  à  désirer  que  la  même  démonstration  fût 
appliquée  à  tous  les  autres  cas^  et  c'est  ce  qu'a  fait  Poisson  dans 
un  Mémoire  imprimé  dans  le  onzième  cahier  du  Journal  de 
V École  Polytechnique. 


CHAPITRE  XXII. 

RÉSOLUTION  DES  EQUATIONS  GENERALES  DU  3"*  ET  DU  A""  DEGRE. 


Résolation  de  l'équation  du  3«  degré. 

543.  Je  supposerai  qu'on  ait  fait  disparaître  le  second  terme  de 
réquation  du  3«  degré ,  et ,  pour  éviter  les  fractions ,  j'écrirai  cette 
équation  sous  la  forme 

[1]  x5+3px+29=0. 

Parmi  les  différentes  manières  de  la  résoudre ,  la  plus  simple 

consiste  à  former  à  priori  une  équation  du  troisième  degré  sans 

second  terme ,  laquelle  admelte  une  racine  connue ,  mais  exprimée 

avec  des  indéterminées ,  et  à  se  servir  ensuite  de  ces  indéterminées 
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poar  rendre  cette  équatlofi  îdenticpie  avec  la  i^posé^  ['!].  Pour 
établir  cette  identité  il  fftudra  poser  deux  égalités,  et  par  eemottf 
on  emploiera  deux  indéterminées. 

Soit  fait  x—a-\'b  :  le  cube  sera  a?^i=a?+*^+3é|6(a+*)f  puis, 
en  remplaçant  a+b  par  x  et  transposant,  on  aura 

[2]  or*—  ?aàx—a^^b^=<) , 

équation  qui  admet  la  racine  x=a+b,  çt  qu'il  faut  rendre  i^n- 
tique  avec  l'éq,  [l].  En  conséquence  on  posera 

La  première  de  ces  égalités  donne  a^b^ss^—p^.  Ainsi ,  on  con- 
naît la  somme  a^+b^  et  le  produit  a^b^.  Donc  les  valeurs  de 
a^  et  b^  sont  racines  d'une  équation  du  2'  degré ,  dans  laquelle  h 
coefficient  du  second  terme  est  égal  à  -f2ç,  et  le  dernier  terme 
égal  à—/)*  ;  de  sorte  que  cette  équation  sera ,  en  appelant  s  Tin- 
connue , 

C'est  elle  qu'on  nomme  la  réduite  de  Téquatîon  [1]. 

Ses  deux  racines  représentent  les  valeurs  de  a^  et  6*-,  et  d'ailleurs 
on  peut  indifféremment  prendre  Tune  ou  l'autre  pour  la  valqur 
de  a^j  car  cela  revient  à  changer  a  en  ô  et  ô  en  a  dans  la  valeur 
x=a'\-b.  Je  prendrai 

a^:=—q+i/q'+p\    b^=—q—Vq'+P^', 
et  par  suite  il  viendra 

Chaque  radical  carré  n'a  ici  qu'une  seule  valeur,  mais  chacun 
des  radicaux  cubiques  en  a  trois.  Si  on  pouvait  satisfaire  aux 
éq.  [3]  sans  faire  aucun  choix  entre  ces  valeurs,  on  pourrait  aussi, 
pjir  les  mêmes  valeur^,  rendre  l'éq.  [1] identique  à  Téq,  [2]^  et 
puisque  a\^b  est  raciue  de  la  seconde,  on  devrait  satisfaire  à  la 
première  en  prenant 

[4]  x=:\/-9-t,  V  «'+iB^W  —q—V  q'+P^' 

M^is  une  çemar^ij^  ipaportaut^  t^  préswte  d'flJll^TO^iae  :  e>st 
que  chaqi^e  r^dicsU  ci)l)iquQ  ayant  trois  valeurs^^  U  s^i^t  4*^ 
Texpression  ci  d^sjps  qu  a  nQMf ,  tandis  que  V^.  [1]  m>  doit  avoir 
que  tr^is  r^K^inesw  II  f^ut  dQuo  ^fpliquet  d'où  ^imk  o«ita  laulUpUr 
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cité  de  valeurs ,  et  discerner  parmi  elles  cdles  qQt  sont  vériUble^ 
ment  racines  de  l'éq.  [!]• 

A  cet  effet  observons  qu'à  proprement  parler,  ce  fte  sont  pas  les 
éq.  [3]  qui  ont  été  résolues  pour  avoir  a  et  b,  mais  bien  les  équa- 
tions 

[5]  a^b^='-p\    a^+b^=z^^q. 

Or,  si  on  désîgite  par  a  et  a*  les  deux  racines  cubiques  imaginaires 
de  Funilé ,  lesquelles ,  comme  on  sait ,  sont  le  ôdrré  Tufle  de  Tau- 
tre  (S25),  il  est  clair  que  l'éq.  a^6^=— /?^  peut  provenir  également 
de  FélévatioH  au  cube  de  chacune  de  celles-ci  : 

ab=^ — py    ab=^ — «/>,    ûb=^' — a*p. 

De  là  il  sait  que  les  neuf  valeurs  renfermées  d«M  la  formuto  [4] 
doiveot  donner  los  racines  des  trois  équations 

On  peut  encore  considérer  ces  neuf  valeurs  comme  les  racines 
de  réquation  du  9«  degré  qu'on  obtiendrait  en  multipliant  entre 
elles  les  trois  équations  ci-dessus.  Mais  il  sera  plus  simple ,  et  cela 
revient  au  même ,  d'élever  ati  cube  Tune  quelconque  de  ces  équa- 
tions ,  après  avoir  transposé  dans  lô  2^  IDembre  le  terme  qui  con- 
tient/?. De  celte  manière  on  trouvera  sur-le-champ. 

Çx^+iq]^^—î7p^x\ 

Quant  aux  racines  qui  se  rapportent  spécialement  à  chacune  des 
trois  équations ,  ce  qui  précède  donné  le  moyen  &6  lé§  df^ttttgtfef  ; 
car,  selon  que  le  Cùeffldent  de  x  sera  Sp  ou  3«/>  on  S(it%  Il  «t 
clair  qu'on  né  devra  ajouter  que  les  valeurs  de  à  et  d  poui"  le§^ 
quelles  on  a  ab^—p  ou  ab^—ttp  ou  ah=i>^a^p. 

Pat*  cette  règle ,  il  sera  facile  de  formef  lè^  ractafei  de  là  p«* 
posée  x^+Zpx-^-'lq^o,  lal^eolè  dotît  nôtM  ayotts  à  nous  oetupéh 
Désignons  par  A  une  des  valeurs  du  premier  radical  cubique ,  et 
par  6  une  des  valeurs  du  second ,  les  valeurs  de  a  et  6  seront 

a=k,  aA,  «'A^    è=B,  «B,  a^B* 

De  plus  supposons ,  ce  qui  est  permis ,  que  A  et  B  représentent  des 
valeurs  dont  le  produit  soit— />.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit^ 
on  ne  devra  sjouter  que  les  valeurs,  dont  le  produit  est  AB  ^  denc, 
en  se  rappelant  que  «^nl^  il  faudra  prendre 

a:=A+B,    orr-ééA+A^B,    a?fe:<i*A+«B-^ 
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et  d'ttiUeurs  on  sait  (5âi)  qu'on  a 

-i+y/zrg      .    -1— v/=3 

*= s »     «  — s 

2  2 

Si  CD  remplace  A  et  B  par  les  deux  radicaux  cubiques ,  et  a,  «* 
par  leurs  valeurs ,  il  viendra 

Telles  sont  les  racines  de  Téquation  proposée  :  mais  il  faut  avoir 
soin  d'attacher  aux  deux  radicaux  cubiques  le  même  sens  restreint 
qu'à  A  et  à  B  9  sans  quoi  Ton  pourrait  trouver  de  fausses  racines.     . 

S44.  Pour  discuter  ces  valeurs  il  sera  plus  commode  d'y  laisser 
subsister  A  et  B  au  Tieu  des  radicaux  cubiques ,  et  d'isoler  ce  qui 
multiplie  v^— 3.  De  cette  manière,  on  a 

a:=A+B, 
A+B     A-B   .^ 

A+B     A-B    .-^ 

Je  supposerai  aussi ,  comme  on  le  fait  ordinairement ,  que  les 
coefficients  3p  et  2^  représentent  des  quantités  réelles.  Alors 
réq,  [IJ  étant  de  d^ré  impair,  a  toujours  une  racine  réelle,  et  il 
est  permis  de  supposer  que  A  et  B  sont  les  valeurs  de  a  et  ô  qui 
donnent  cette  racine  -,  de  sorte  que  A+B  sera  une  quantité  réelle. 
Cela  posé ,  reportons-nous  aux  deux  radicaux 

a=\^ -q+V q^+p\    b=\/ ^q—V  q'+p"^ 

Si  g'+/>^>0,  chacun  d'eux  a  une  valeur  réelle-,  donc  on  peut 
supposer  A  et  B  réels.  Par  suite  A+B  et  A— B  le  seront  aussi  5 
donc  la  première  racine  a:=:A+B,  est  réelle,  et  les  deux  autres 
sont  imaginaires. 

Si  9'+/>^=0,  on  aura  A=B,  et  alors  les  trois  racines  sont 
a:=:2A,  x=i— A,  a:=— A.  Elles  sont  toutes  trois  réelles ,  et  les 
deux  dernières  sont  égales  entre  elles. 
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Enfin  soit  ç'+i>^<0,  ce  qui  exige  qn^p  soit  négatif.  Alors  a^t  b 
n'ont  plus  de  détermination  réelle ,  et  par  suite  les  trois  valeurs 
de  X  se  trouvent  compliquées  d'imaginaires.  Cependant  on  sait 
que  l'une  d'elles  doit  être  réelle  -,  et  même  il  est  évident  que  les 
cas  où  les  trois  racines  de  l'éq.  [1]  sont  réelles  et  inégales  ne  peu- 
vent se  trouver  que  dans  l'hypothèse  actuelle  ç*+/)*<0.  On  au- 
rait donc  tort  d'affirmer  que  les  valeurs  de  x  sont  imaginaires.  Je 
vais  prouver  en  effet  qu'aucune  d'elles  ne  Test  ^  et  comme  on  peu^ 
toujours  supposer  que  A  et  B  sont  des  déterminations  telles  que 
la  somme  A+B  représente  la  racine  réelle  dont  l'existence  est  dé- 
montrée, tout  se  réduit  à  faire  voir  que  la  partie  ^(A— B)\/— 3, 
qui  se  trouve  dans  les  deux  autres  valeurs  de  x,  doit  être  réelle. 

Par  les  seules  règles  du  calcul  on  a  (A— B)  (A*+AB+B')= 

A^— B^-,  donc 

A^— B^     _      A^— B^ 

A'^+ AB+B*  ■"  (A+B)»— AB' 

Mais ,  à  cause  des  valeurs  de  a*  et  de  6%  on  a  A' — ^B^=2  \/  q^+p\ 
et ,  par  la  manière  dont  A  et  B  ont  été  choisis ,  on  a  AB=— />  ,• 

2\/  Q^-hp^ 

donc,  en  faisant  A+B=a:',  il  vient  A~B=  — ,      ^  j  par  con- 
séquent ; 

A— B  >--^    y/— â((r+jP"J  * 

Or,  par  hypothèse,  on  a  q*+p^<CP  ;  donc  la  quantité  ci-dessus  est 
réelle;  donc  les  trois  valeurs  de  x  le  sont  aussi. 

Il  est  démontré  par  là  que,  dans  l'hypothèse  g*+/>^<0,  les  ima- 
ginaires qui  affectent  les  trois  valeurs  de  x  doivent  se  détri^ire  ;  par 
conséquent  il  semble  que  le  calcul  doive  fournir  les  moyens  de  le^ 
faire  disparaître.  Cependant  il  n'en  est  point  ainsi;  et,  à  moins  « 
de  recourir  à  des  séries  non  terminées ,  l'algèbre  ne  peut  point 
opérer  cette  réduction.  C'est  cette  raison  qui  a  fait  donner  le  nom 
de  cas  irréductible  à  celui  que  nous  examinons.  Toutes  les  fois 
que  l'équation  tombera  dans  ce  cas ,  les  expressions  générales  des 
racines  ne  seront  d'aucune  utilité  pour  calculer  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  racines ,  et  alors  on  pourra  recourir  aux  procédés 
du  chapitre  XVIII.  Oti  trouvera  aussi  dans  la  trigonométrie  une 
solution  fort  simple  de  l'équation  du  S"*  degré^  non-seulement  pour 
le  cas  irrédujatible,  mais  encore  pour  tous  les  autres. 
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S48.  An  reste,  quand  on  connaît  une  racine  réelto  xf^  SI  est  fa- 
cile d^^voir  les  deux  autres  racines.  On  le  voit  d^abor d  par  la  va-* 
leur  de  A— *B ,  trouvée  ci-dessus ,  car  au  moyen  de  celte  valeur  on 
ft  évidemment 

Mais  on  le  voit  aussi  en  divisant  Téquation  proposée  par  ùè^-ii. 
Pour  le  faire  plus  commodément ,  on  observe  qu'on  doit  avoir 
sf^+^px' -\-^^0'^  par   suite  Téq.  [1]   pourra  s*écrîre  ainsi 
x^ — ^o/'+SpOr— xO~0.  Alors,  en  divisant  par  x-^ocf,  il  vient 

et  de  cette  dernière  équation  on  lire 

Voici  maintenant  comment  on  reconnaît  que  ces  valeurs  s'ao- 
cordent  avec  les  précédentes.  Remarquons  d'abord  que 

V-^iïocf^+p) ■  \jc'i^p  ' 

D'un  autre  côté,  la  relation  x''+3px'+2g=0  donnl^ra  ^^i^ 
(4x'5+ÎpxO'=i.r'^+î/w^*+|p'J^'  :  donc  enfiit 

RésoIaUoD  de  Téquation  du  4«  degré. 

'  S46.  Après  avoir  fait  disparaître  le  second  terme,  l'équttton  gé- 
nérale du  4»  degré  est 

Soît  fait  x  =  a  +  b+c  :  en  élevant  au  c^rré,  il  vient  a:*= 
a*^b^+c*+^ab+ac+bc) ,  ou ,  en  transposant , 

Élavant  de  neoveau  au  oarré^  on  a  îr^--2(a*«ffr*4^*)atf* 
4*(a»-+^»+i?*)*3x4(a»à*-fa»o*-hiP(7*H-8dfic(«H*6H-<?))  puis,  rem- 
^çanta+£»+c  par  j:  et  transposant^  on  obtient 
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CaUâ  équ^lîon.  eftt  aam  second  tern»  ^  et  ^par*  te  iMBièfè  laékne 
dont  ou  Ta  tonnée,  on  sait  qu'oito  admet  pour  fs^pt  ax=ta+b+€n 
Ainsi,  on  résoudra  l'éq.  [1]  en  déterminant  a,  b,  c  ^  par  la  condi- 
tion qu'elle  soit  identique  avec  la  précédente;  ce  qui  donne 

— Sabc^q^ 

Ces  égalités  font  voir  qu*en  prenant  a%  &%  c%  pour  inconnues, 
ces  trois  quantités  sont  les  racines  d'une  équation  du  3«  deigré 
don  t  les  coefficients  sont 


ii^à* '^a^c^'^'b^c^isz''  -PT^-M», 


^^^  64' 

par  conséquent  cette  équation  du  »•  degré  est 

telle  est  W réduite  d'où  dépend  la  résolution  de  Téquâtion  {!]. 

Supposons  qu^on  ait  déterminé  les  trois  valeurs  de  z,  et  désî- 
gnons-Ies  par  s^,  ^,  ^*,  on  aura 

a=±\/7,    6=r±v/^,    c^±\/'?. 

Si  on  combine  les  signes  de  toutes  les  manières  »  on  a  huit  valeurs 
pour  a-\-b^ç  ou  x.  Mais  comme  le.  dernier  terme  de  laréduite  [2J 
a  été  formé  en  élevant  au  carré  Téq.  abç=^ — ^g,  il  en  résulte 
que  ces  valeurs  renferment  non-seulement  les  racines  de  la  pro- 
posée, mais  encore  celles  de  Téquation  qui  en  différerait  par  le 
signe  de  q. 

En  même  temps  on  voit  que  pour  avoir  seulement  les  racines 
de  la  proposée,  il  faut  n'ajouter  que  les  valeurs  de  a,  6^  c,  pour 
lesquelles  On  a  abc^-^^q,  et  dont  le  produit  est  par  conséquent 
de  aigne  oon traira  i  q.  Dans  chaque  oaà  pi^rticulier»  il  aéra  facile  dg 
dét^mincMT  pour  les  rtdicauiir  trois  valeurs  A ,  B ,  C  ^  ^i  rempli»* 
9ent  cette  condition  \  et  ensuite  ^  avee  œs  valeura  <,  on  formera  las. 
quatre  racines  de  la  proposée,  «avoir  : 

jç:s=+ A+B-hC ,      a:=:+A— B— C , 
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Le  plus  soovent ,  au  liea  de  A ,  B ,  C ,  on  met  les  trois  radicaux 
•f-l/^,  4-V/?,— V^?-  et  les  râleurs  de  x  s'écrivent  ainsi  : 

Mais  alors  il  faut  sous-entendre  qu'en  appliquant  ces  formufes^  à 
des  cas  particuliers ,  on  prendra  pour  y/z',  \/  ?,  V/?j  ^o\s  dé- 
terminations dont  le  produit  soit  de  même  signe  que  9.  Cette  ob- 
servation est  importante  :  faute  d'y  avoir  égard,  on  pourrait  trouver 
de  fausses  racines. 

547.  La  nature  des  racines  de  la  réduite  fera  connaître  la  na- 
ture des  racines  de  la  proposée.  Or  la  réduite,  ayant  son  dernier 
terme  négatif,  a  toujours  une  racine  positive,  et  le  produit  des  deui 
autres  racines  doit  être  positif;  donc,  ^\  ces  dernières  ne  sont  pas 
imaginaires ,  elles  seront  toutes  deux  positives  ou  toutes  deux,  né- 
gatives. Je  laisse  de  côté  les  cas  où  Ton  aurait  9=0,  parce  qu'alors 
la  proposée  se  résout  directement  par  le  2«  degré.  En  conséquence» 
trois  cas  seulement  sont  à  examiner. 

!•  Cas  où  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives.  Alors 
les  quatre  valeurs  de  x  sont  évidemment  réelles ,  et  si  l'on  regarde 

les  radicaux  v/?,  v/?»  V^^j  comme  représentant  des  détermi- 
nations positives,  leur  produit  sera  positif  ;  donc  les  formules  pré- 
cédentes seront  spécialement  applicables  à  l'bypothèse  de  q>0. 
Pour  9<0 ,  il  faudrait  changer  le  signe  de  l'un  des  radicaux. 

2''  Cas  où  la  réduite  a  une  racine  positive  z'  et  deux  racines 
négatives  z",  z*.  Le  radical  \^  z'  sera  réel ,  mais  les  radicaux  y/z"* 
et  v/ useront  imaginaires;  par  suite,  les  quatre  valeurs  de  x  se- 
ront imaginaires  aussi,  à  moins  qu'on  n'ait  z":=z*'.  Quand -2'=^, 
l'une  des  deux  quantités  \/V+  v^  2*^  et  v/?^— V/i^  deviendra 
zéro ,  et  en  supposant  que  ce  soit  la  dernière ,  les  valeurs  de  x  se- 
ront simplement 

x=v/?^a:=v^?,a:=— V/?+2l/?,  a?=— /7---2V/?. 

Les  deux  premières  sont  réelles  puisque  z'  est  positif,  et  les  deux 
autres  sont  imaginaires  puisque  js"  est  négatif.  D'ailleurs ,  comme 
dans  la  réduction  on  a  supposé  v/?==^V/^,  on  doit  avoir  ici 
v/^'l/â"  \/^"'=a"  V^S  de  sorte  que  ce  produit  ne  pourra  avoir  le 
signe  de  q  qu'en  choisissant  pour  }/  P  un  signe  contraire  kq. 
3*  Cas  où  la  réduite  a  une  racine  positive  ^  et  deux  racines 
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imaginaires  z",  z".  La  racine  positive  z'  étant  connue,  on  pourra 
diviser  la  réduite  par  z — z\  et  l'on  aura  une  équation  du  2*  degré 
qui  donnera ,  pour  z"  et  z"^  des  valeurs  imaginaires  de  la  forme 

Par  conséquent ,  deux  des  valeurs  de  x  renfermeront  la  somme 

\  f+gV  ^^-\'V  f—g\^ — M  et  les  deux  autres  renfermeront 

la  différence\//4-5rv^3ri— \//— ^V/  — K 
Mais  par  des  formules  connues  (259) ,  on  a 

\/f+gV'=^Wf-9V-^=V^f^wT^^ 
V  f^g\/-^-\/  f-gV^^^y/  n-'^v  f'^g^\ 

et  il  faut ,  ainsi  qu'on  l'a  remarqué  au  numéro  cité ,  associer  les  dé- 
terminations  des  deux  radicaux  V  f-^gs/^ — 1  et  V  f—gV*—^  de 
telle  sorte  que  leur  produit  ait  même  signe  que  V  /*+fl^*-  Suppo- 
sons donc  qu'on  prenne  V  f^+g^  positivement ,  on  devra  choisir 
pour  (/  "z!  une  détermination  de  même  signe  que  q.  Avec  celte 
attention  les  quatre  valeurs  de  x  pourront  s'écrire  ainsi  : 

x=—  |/?±:v/'2/+2v/7h^  , 

x=+\/I'±\/  ^f-Wf^+g'^ 

Deux  de  ces  valeurs  sont  réelles ,  les  deux  autres  sont  imaginaires. 

Sur  les  expressions  irrationnelles  analogues  à  celles  qa'on  trouve  dans  la  résolution 

des  équations  du  3*  degré. 

548.  L'une  de  ces  expressions  est  celle-ci  Ç^  A±:v/B  :  or ,  il 
arrive  fréquemment  que  A  et  B  sont  des  nombres  rationnels ,  et 
alors  X)n  peut  se  proposer  de  réduire  ces  radicaux  à  des  expres- 
sions plus  simples ,  dans  lesquelles  il  n'y  ait  plus  de  radicaux  su-^ 
perposés.  Cette  question  a  déjà  été  résolue  pour  les  radicaux  car-»- 
rés  (196),  et  il  s'agit  maintenant  d'atteindre  à  des  cas  plus  élevés. 

Je  commencerai  par  le  radical  cubique  ^  A+pÏÏ.  On  ne  peut 
pas  supposer  pour  cette  racine  une  quantité  delà  forme  {/a+]/b  : 
*  car  on  a 

résultai  qui  contient  les  radicaax  v/a  et  yb.  Mais  le  calèol  pré* 


eédent  montre  qu'on  aurait  un  résultat  de  la  forme  A4*(/B  en 
élevant  au  cube  a+  \/b  et  (a+  \/b)  ^e.  Je  choisirai  cette  der- 
nière expreeaion ,  comme  plus  générale ,  et  je  poserai 

En   élevant  au  cube,  il  vient  d^abord   A+^/Bt^etâ^+Sdi; 

+c(,^a*'j'b)[/ b ;  puis,  en  égalant  les  parties  rationnelles  entre 
elles ,  et  les  parties  irrationnelles  entre  elles , 

[2]       A3rc(aH3aô),         [3]      ^B-c{ia'+b}y'b. 

La  question  est  donc  de  trouver  pour  a,b,c,  des  valeurs  ration- 
nelles qui  satisfassent  à  ces  deux  équations.  Or,  en  élevant  ces 
équations  au  carré  et  en  les  retranchant  ensuite  Tune  de  l'autre , 
ona 

A*— B=c'<a*— 3a^+3a'6»— 6')=:c»(a'»— ^)^  j 

,      ^(A»-B)i? 
donc  a»— ô=  -^-^^ -. 

Puisque  aeib  doivent  être  rationnels,  il  faudra  prendre  c  de  mti^ 
nière  que  (A*— B)^  sort  un  cube  entifnr  ou  fractionnaire,  ce  qui  est 
toujours  possible.  Aters ,  en  nommant  M  le  second  membre  ci- 
dessus,  on  aura  a*— 'i^=JVI,d'où  ft=ra» — M-,  et,  en  substituant 
cette  valeur  de  6  dans  Péq.  [2],  il  viendra 

Cette  équation  devra  donner  pour  a  au  moins  une  valeur  commen- 
surable,  sans  quoi  la  transformation  [I]  sera  impossible. 


3 


Si ,  au  lieu  de  V  A+^B ,  on  avait  à  réduire  v  A— (/B ,  il  suffi- 
rait de  changer  partout ,  dans  ce  qui  précède ,  le  signe  de  \/b. 

Pour  exemple,  soit  lexpression  |^i4d:|^200-  On  aura  AasU» 
B=2Q0 ,  A'— Bn=:— 4  'y  donc  (A*--B)c=— 4c  |  donc  on  aura  le 
cube  —8  en  prenant  c=:2.  Par  suite  M:=— 1,  i=a*+l ,  et  Téq,  [4] 
devient  8a'  +  6a — 14=0,  On  y  satisfait  par  k  valeur  comment 
surable  û==l,  ce  qui  donne  b=%  D'ailleurs  cm  a  déjà  <î=2^ 
doncentin  .. 

y  l4:tl/200-(l±l/2)^24 

Soit  encore  l'expression  v/— Ai^2|/ — i .  On  fera  passer  2  sous 
le  radical  carré,  et  Ton  aura  A^— lî,  Bi=îr-»-4,  A'— B=125. 
Comme  125  est  déjà  le  cube  de  6 ,  il  suffit  de  faire  c=l.  En  con- 
séquoncç,  ona  ai=^,  6=a*— 5,  et  l'éq.  [4]  devient  4a^— lôa 


4-U:==:0.  Or,  elle  est  sfttUfaite  par  a=^l  \  donc  6:^-^4,  et  par  ftuUe 

^  =rîT537=T=(l:iii/=î)^l. 

549.  Considérons  rexpression  plus  générale  ^  &±}/B ,  et 
posons 

La  question  est  encore  de  déterminer  des  nombres  rationnels  pour 
a,b,  Cftà  eela  est  possible. 

£n  élevant  à  la  puissance  n  et  égalant  séparément  les  parties 
rationnelles  ^  il  vient 

[6]    A=c[a"+  "JX^^^^+  ■     1.2.8,4  •    <^^""^^'+etc.3,  - 

On  pourrait ,  comme  pour  le  cas  du  radical  cubique ,  élever  ces 
deux  égalités  au  carré  et  les  retrancher  Tune  de  Tautre  :  mais  les 
réductions  s'aperçoivent  immédiatement  en  observant  qu'on  doH 
avoir  en  môme  temps 

et  que  par  suite  A»-^B=c<a+  V  î)"(^— \/î)"=c*(a»— ^)%  tfoù 

a^^b—  ^^ — -r^ . 

c 

w 

Parla  oh  voit  qui!  faut  choisir  c  de  telle  sorte  que  le  second  membre 
ci-dessus  soit  rationnel.  En  le  nommant  M,  on  aura  a*— ô=M, 
d'où  b—a*—^\  et,  en  substituant  cette  valeur  de  ô  dans  [6], 
réquation  résultante  en  a  devra  avoir  une  racine  commensurable 
toutes  les  fols  que  la  transformation  [5]  sera  possible. 

550.  Dans  la  résolution  des  équations  du  3»  degré,  ce  qui  rend 
le  cas  irréducUble  si  remarquable ,  c'est  qu'alors ,  quoiqu'on  soit 
assuré  que  les  trois  racines  sont  réelles,  il  est  cependant  impos^ 
sible  de  faire  disparaître  les  imaginaires  autrement  que  par  la  voie 
des  séries.  Cette  difficulté  n'est  point  propre  uniquement  au  3*  de- 
gré :  elle  se  rencontre  également  dans  la  formule  générale 

[8]  V  A+Bl/  — 1  +  V^  A— Bt/--1 , 

sur  laquelle  je  vais  m'arrôter  un  moment. 
A  considérer  cette  expression  dans  toute  sa  généralité,  on  de- 
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vraît  combiner  les  n  déterminations  de  la  première  partie  avec  les 
n  déterminations  de  la  seconde;  de  sorte  qu'il  y  aurait  en  tout  n* 
valeurs  pour  x.  Mais  elle  se  prend  rarement  dans  un  sens  aussi 
étendu  y  et  je  vais  préciser  celui  qu'on  y  attache  ordinairement. 

Comme  les  deux  radicaux  qui  ont  l'indice  n  représentent  des 
racines  d'équation  binômes ,  leurs  déterminations  sont  égales  à 
des  quantités  de  la  forme  f+gy/ — 1 .  De  plus ,  il  est  manifeste  qu'à 
chaque  détermination  du  premier  radical ,  il  en  correspond  une  du 
second ,  laquelle  n'est  différente  que  par  le  signe  de  V^^.  Or,  on 
suppose  que  ces  valeurs  correspondantes  sont  celles  qui  doivent 
s'ajouter  dans  la  formule  [8]  \  et  avec  cette  restriction  les  valeurs 
de  X  sont  toutes  réelles  et  au  nombre  de  n  seulement. 

Le  produit  de  ces  deux  valeurs  radicales ,  ainsi  prises  dans  un 
même  couple,  est  réel  et  positif.  Or,  pour  le  produit  des  deux  radi- 
caux y  on  a  en  général 

et  le  radical  qui  exprime  ce  produit  ne  peut  avoir  qu'une  seule  va- 
leur réelle  et  positive  *,  donc ,  si  on  la  représente  par  K*,  on  pourra 
encore  caractériser  les  valeurs  conjuguées ,  qui  doivent  être  ajou- 
tées dans  la  formule  [8] ,  par  la  condition  que  leur  produit  soit 
égal  à  K«. 

La  formule  [8]  peut  être  regardée  comme  l'expression  générale 
des  racines  d'une  équîation,  dont  le  degré  est  marqué  par  le  nombre 
des  valeurs  dont  cette  expression  est  susceptible  •,  donc ,  suivant 
qu'elle  sera  prise  dans  sa  plus  grande  extension  ou  avec  la  restric- 
tion dont  on  vient  de  parler ,  le  degré  de  l'équation  doit  être  ou 
w*  ou  n. 

SSl.  Cette  dernière  remarque  nous  conduit  à  expliquer  com- 
ment on  forme  une  équation  lorsqu'on  connaît  l'expression  de  sa 
racine.  C'est-à-dire  qu'une  expression  donnée  étant  susceptible  de 
prendre  différentes  valeurs,  à  raison  du  sens  multiple  des  radicaux 
qu'elle  contient ,  il  faut  trouver  une  équation  débarrassée  de  ra- 
dicaux, qui  ait  ces  valeurs  pour  racines.  Je  prendrai  pour  exemple 
l'expression  [8]  elle-même. 

Pour  abréger,  faisons 

k+W'—^-cL,    A— Bv/'^=*,- 
la  question  reviendra  à  éliminer^  et  z  entre  les  trois  équations 
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Mais  ici  réliminatiou  peut  être  dirigée  d'après  un  procédé  fort 
simple ,  analogue  à  celui  qui  a  été  employé  pour  les  équations  ré- 
ciproques. Par  les  règles  de  la  multiplication ,  on  a 

Or,^+z=ra?  etyjs=V^  ab;  donc,  en  faisant  V^aft^c^  il  viendra 

Au  moyen  de  cette  formule  on  exprimera,  en  fonction  de  x  et  de  c^ 
successivement  toutes  les  quantitésy+z*,y^+js',  etc.  Quand  on 
sera  parvenu  à  y+z";  on  remplacera  y"+z"  par  a+b^  et  alors 
on  aura  Téquation  cherciiée ,  laquelle  sera  de  degré  n  en  x. 

Cette  équalion  contient  c  :  or,  on  a  c—  Çab:=  ^  A*-f- 13*^  donc  c 
est  en  général  susceptible  de  n  valeurs  différentes.  En  meltant  dans 
réquation  chacune  de  ces  n  valeurs  à  son  tour,  on  aura  n  équa- 
tions ,  et  par  suite  nxn  ou  /i*  valeurs  de  x.  C'est  en  effet  ce  qui 
doit  être,  d'après  ce  qui  a  été  dit  à  la  fin  du  numéro  précédent. 
Si  on  voulait  avoir  une  équation  unique  qui  eût  toutes  ces  valeurs 
pour  racines,  il  resterait  encore  à  éliminer  c  entre  l'équation  de 
degré  n  en  j:  et  Féquation  C'^^ab, 

Mais  si  dans  la  formule  [8]  on  ne  veut  associer  que  les  valeurs 
radicales  dont  le  produit  est  réel ,  alors  ce  sera  uniquement  cette 
valeur  réelle  qu'il  faudra  choisir  pour  c,  et  on  n'aura  plus  qu'une 
seule  équation,  de  degré  n,  pour  déterminer  toutes  les  valeurs  de  a:. 


k«<i«><«  V'*/%%>«/«i%^-%%>«/^%%/««<«/««/%>«>««%^«>««1 


CHAPITRE  XXIII. 

NOTIONS   GÉNÉRALES  SUR  LES  SÉRIES. 


Définitions..  —  Règlei  sur  la  convergence. 

552.  On  appelle  suite  infinie,  série  infinie,  ou  simplement  suite, 
série,  une  expression  composée  d'un  nombre  illimité  de  termes. 
La  série  est  dite  régulière,  lorsqu'à  partir  d'un  certain  terme  tous 
les  suivants  peuvent  être  formés  d'après  une  môme  loi.  On  nomme 
ierme  général  celui  dont  le  rang  dépend  d'une  indéterminée,  et 
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qoi  deriendra  tel  ou  tel  terme  de  la  série ,  selon  la  valeur  particu- 
lière qu'on  altribâera  à  cette  indéterminée. 

Les  séries  sont  employées  le  plus  soavent  pour  représenter  ties 
quantités  dont  elles  font  connattre  la  valeur  avec  approiîmation  ; 
et  cette  approximation  s'obtient  en  prenant  dans  la  série  un  cer- 
ÎÊSa  itdtnbre  de  termes  tonsècutifis  à  partir  du  premier.  Alors  fe 
reste  de  la  série^  c'est^-dire  rensemUe  des  termes  qu'on  néglige, 
exprime  Y  erreur  de  l'approximation  ;  et,  pour  que  la  série  atteigne 
le  but  qu'on  se  propose ,  11  Tant  qu'en  prenant  un  nombre  de  ter- 
mes assei  considérable ,  cette  erreur  puisse  être  rendue  aussi  pe- 
tite qu^on  voudra.  Les  séries  qui  remplissent  cette  condition  sont 
appelées  convergentes.  ï?ar  opposition ,  les  autres  se  nomment 
âH^rgentes. 

De  la  définition  même  il  suit  que  si  une  série  est  convfergenÉe , 
il  «X4ste  une  Certaine  limite  de  laquelle  on  approchera  autant  qu-on 
VMidra  efi  prenant  un  nombre  de  termes  très-considérabte ,  et 
qu'on  w  pourra  atteindre  qu'en  supposant  Ce  nombre  égal  à  l*in- 
fta!.  €ette  limite  est  la  valeur  complète  ou  la  somme  de  la  série. 

Pat^x«wpfle,  soft  la  sérte 

dtt»  lipqti6lie|e  supposerai  >  pour  mteux  fîm^er  tes  idées,  <que  ^r  s^ 
pmttiC  Si  oti  fPTffid  la  isomme  Sn  d^  n  premiers  termes,  <m  aura 


Sn=a{i+x+x\...+x''-^)^ 


1 — X        1 — X     l~a:' 


CLX^ 

Soit  x<l  :  plus  n  est  grand ,  plus  la  quantité est  petite  ;  et 

même  on  a  reconnu  (369)  qu'on  pient  choisir  /i  assez  grand  pour 
qu'elle  soit  aussi  petite  qu'on  voudra.  Donc ,  en  prenant  un  nom- 
bre de  termes  de  plus  en  plus  grand,  la  somme  S«  approche  con- 
tinuellement de  ' et  peut  en  différer  aussi  peu  qu'on  voudra  \ 

1 — X 

donc  la  série  [l3»ett«c«veFg«piie'^  a  pow  ««*»»«  cette  limite. 

Mais  si  l'on  a  a:>l,  alors  on  voit  immédiatement,  sur  la  série 
éBe^même ,  que  te  termes  ^peuvent  croftre  au  delà  de  toute  limite  -, 
èom  les  sommes  qu'on  îbrmerïiît  «n  prenant  ^ceessivement  un 
terme,  deux  termes,  trois  termes ,  etc.,  peuvent  croître  aussi  au 
âelà  de  toute  limite  -,  donc  la  série  est  divergente. 

8S5.  Il  ne  faut  pas  croire  qu^une  série  soit  toujours  convergente 


lors<}ue  $es  ternoes  vont  en  convergeant  vers  zéro.  Par  exemple , 
on  se  tromperait  si  on  considérait  comme  convergente  la  série 

Pour  rendre  l'erreur  évidwte,  remarquons  d'^torcj  que  si,  à  p^^r^r 
d'un  ienne  quelconque  ^ ,  on  ajoute  entre  eux  les  n  termes  sui- 
vants, on  aura  une  somme  >i.  En  effet,  cette  somme  est 
+"'To+*"' — ô'— +ïr'î  ^^»  puisque  les  termes  vont  en 


n+i  '  n+2  '  n+S        '  2/i 
déoroise^ant .  elle  est  trisil>kpient  >  r-  X^  ^^  t:» 
Cela  posé,  groupons  les  termes  de  la  série  comme  cî-dessous  : 

tonfes  les  sommes  entre  parenthèses  seront  >^  ^  la  série  est  donc 
composée  d'une  infinité  départies  toutes  >^5  par  conséquent  la 
somme  de  ses  termes  n*a  pas  de  limite. 

SS4.  Les  séries  convergentes  étant  les  seules  qu'on  doive  em- 
ployer dans  l'analyse  ,  il  est  important  de  reconnaître  si  une  série 
remplit  la  condition  de  convergence  étafoHe  dans  la  définition  ]  et, 
pour  y  pari^eoir,  il  existe  quefaittes  règles  qu'on  va  ex.piiquer. 

Soit  une  «érie  quelconque 

[A]  Wo+Wi+Wa+Ws+etc, 

que  l'on  suppose  convergente.  Désignons  d'une  manière  générale 
par  Sa  la  somme  -des  n  premiers  termes ,  de  sorte  qu'on  ait 

S„=Uo+M,+l/a....  +  M„«„ 

«te. 

La  définition  de  la  convergence  exige  qu'en  choisissant  n  su|B- 
samment  grand,  les  sommes S„,*S„4.,,  S,ï4.a ,  etc.  approchent  au- 
tant qu'on  voudra  d'une  certaine  limite  S.  Il  suit  de  là  que  les 
différences  entre  ces  sommes  pourront  être  rendues  aussi  petites 
qu'on  voudrai,  jericUoisiaswt^  ^uIIlswiiOQnt gr#ad.  Qr, les diffé- 
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rences  entre  S^  et  chacune  des  sommes  suivantes  sont  respecti- 
vement 

S«4.3 — ^S«=u«+Mrt4-x+W/i4-ft,  etc.  5 

donc ,  en  ne  faisant  d'abord  attention  qu'à  la  différence  S«4_x — S„, 
on  peut  conclure  qu'en  prenant  n  suffisamment  grand ,  tous  les 
termes  à  partir  de  Un  devront  être  aussi  petits  qu'on  voudra. 

Cette  condition  est  simple  et  d'un  usage  facile,  mais  on  a  déjà 
remarqué  qu'elle  ne  suffit  pas  (5S3)  -,  et  comme  ce  qui  vient  d'être 
dit  de  la  différence  S„4.,— S^  s'applique  de  la  môme  manière  aux 
différences  S«4^ — ^S»,  8,14.3 — Sa,  etc.,  on  peut  conclure,  comme 
conditions  également  nécessaires,  que  chacune  des  sommes 
Un+Un^zy  M„+a«4.,+i/„4.a,  ctc,  consldéréc  séparément,  et  quel 
que  soit  le  nombre  de  ses  termes,  doit  devenir  aussi  petite  qu'on 
veut  quand  on  prend  pour  n  des  nombres  très-considérables. 
Avec  ces  nouvelles  conditions,  il  est  évident  que  la  convergence 
est  assurée  :  car  alors ,  en  choisissant  n  suffisamment  grand,- les 
sommes  Sfl,  S«4.x,  etc.,  seront  aussi  peu  différentes  entre  elles 
qu'on  voudra ,  et  par  conséquent  il  existe  une  limite  dont  elles 
approcheront  aussi  près  qu'on  voudra. 

5S5.  Pour  éclaircir  ce  qui  précède ,  reprenons  la  série 

[1]  a+aa7+aa?*+aa?^+etc., 

dont  le  terme  général  est  ax".  Considérons  d'abord  ce  terme  iso-* 
lément ,  puis  ajoutons-le  au  suivant ,  puis  aux  deux  suivants ,  et 
ainsi  de  suite  :  on  aura  ces  différentes  expressions, 

ax"(i — x^) 


ax%       ax''+ax'''+'^= 


l—x 


^      ax"{\ — x^)     , 
ax''+ax"'^'+ax'''+'^=  — ,  etc. 

Quand  x  est  <l ,  chacune  d'elles  peut  devenir  aussi  petite  qu'on 
veut  en  prenant  pour  n  un  nombre  suffisamment  grande  donc, 
quand  x  est  <1,  les  conditions  de  convergence  sont  remplies  par 
la  série  [1]. 
Reprenons  aussi  la  série  numérique 

Si  on  considère  comme  terme  général  celui  qui  a  le  dénominateui' 
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n+l,  il  est  évident  qu'en  faisant  n  très-grand,  il  peut  devenir 
aussi  petit  qu'on  veut ,  ce  qui  est  une  condition  nécessaire  pour 
la  convergence  de  la  série.  Mais  il  faut  encore  qu'en  ajoutant  à  ce 
terme  général  un  nombre  quelconque  de  termes,  la  somme  puisse 
devenir  aussi  petite  qu'on  voudra  :  or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu,  car 

on  a  vu  que  la  somme  ^tj+^t:2'*''^2^  ®®^-^2' 

S56.  Une  remarque  importante  doit  être  faite  ici ,  c'est  que  si 

•  dans  la  série  [  2]  on  étève  tous  les  dénominateurs  à  une  même 

puissance  7W>1,  U  nouvelle  série  deviendra  convergente.  Pour 

le  démontrer,  désignons  par  S  la  somme  des  termes  de  cette  nou^ 

velle  série ,  et  écrivons-la  comme  il  suit  : 

■» 
Alors  0  bser vons  qu'on  a 

1      2^      2 
1+1     +1<1 

1-t.l    +_L^± 

8"*      9"****'      15'"  ^^8"*' 

etc. 

2       4       8' 
Par  suite,  il  est  clair  qu'on  doit  avoir  S<— -1-2;^+— +etc., 

ou ,  sous  une  autre  forme , 

* 

La  suite  qui  forme  le  second  membre  de  cette  inégalité  doit 
être  convergente,  car  c'est  une  progression  géométrique  décrois* 
santé;  donc  à  plus  forte  raison  la  série  S  doit-elle  être  conver- 
gente. 

Il  est  en  général  assez  difficile  de  vérifier  toutes  les  conditions 
de  convergence  :  c'est  pourquoi  je  placerai  ici  quelques  théorèmes 
qui  embrassent  des  cas  assez  nombreux,  dans  lesquels  la  conver- 
^  gence  est  certaine. 
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Quelques  théorèmes  sur  la  cooTergence.  —  Limite  de  Terreiir. 

597.  TMêorèMe  I.  Si,  dans  Uhê  série 

U— ao-fu.+Ua....+a„+u„4.,+étc., 

tous  les  termes,  à  partir  d'un  certain  rang,  sont  fosUifs, 
et  si  de  très-'gfandes  valeurs  de  n  foM  €omergér  te  fap* 

port  v=  -^^^  vers  une  limite  R  :  la  série  sera  convergente  lùrs- 

qiCoh  aura  R<1 ,  et  divergente  lorsqu'on  dura  R>1. 

SI  au  delà  d'un  Certain  rârig  tous  \^  termes  étaient  né^alifiS ,  le 
théorème  s'appliquerait  à  1^  série '--tJ. 

Supposons  d'abord  R<1,  et  chûfsl^ofiiJ  k  Volonté  uo  nombre 
R'  intermédiaire  entre  1  et  R.  Puisque  les  ivhS'gvdiXïi^s  valeurs 
de  n  font  converger  r  vers  R^  il  s'efisuil  qu'à  partir  d'un  certain 
terme  Un,  qu'on  prendra  aussi  éloigné  qu'on  voudra,  les  rapports 
jl±i^    «4-a^   jî-y^  ^jç   pourront  différer  aussi  peu  qu'on  vou- 

Uti         Ua4.i      U„^i 

dra  de  la  limite  R^  par  conséquent  alors  ils  ^ront  <H^  Ddtie 
on  aura 

w«4-i<R'i/«,    i/«4.ft<R'a«4.„    r/«4^<R'w«4.a,  etc.  ^ 
et ,  à  plus  forte  raison  ^ 

Un^x<Wu„,      t^«^.it<R'*M«,      M«4.3<R'^M„,   etc.4 

ainsi  w«4., ,  Un^.^ ,  ««4-3  >  ete. ,  sont  des  termes  respective- 
ment moindres  que  ceux  de  la  progression  géométrique 
R'a„+R'»i/„+ etc.  Or,  cette  progression  est  convergente,  puis- 
que la  raison  R'  est  <1  (a''  355)  ^  dono  ^  à  plus  forte  raîBon  f  1% 
série  Un^i  +  u„^a+etc,  sera  convergente,  et  par  conséquent  la 
série  U  l'est  aussi. 

En  second  lieu ,  soit  R>1 ,  et  choisissons  encore  à  volonté  "Rî 
entre  1  et  R.  On  fera  Voir,  comme  plus  haut,  qu'on  peut  choisir 
Um  assez  éloigné  pour  que  les  termes  Un^iy  Uh^^^  etc.  soient  res^ 
pectivement  plus  grands  que  leurs  correspondants  de  la  suite  géo* 
métrique  R'a«+R'*i*ii+  etc.  Or,  R'  étant  >1,  on  peut  arriver 
dans  cette  suite  à  des  termes  aussi  grands  qu'on  voudra^  donc, 
pour  les  très-grandes  valeurs  de  n,  les  termes  de  la  série  U  ne  se- 
ront pas  aussi  peu  différents  de  zéro  qu'on  voudra.  Dès  que  cette 
condition  vient  à  maaqueri  la  convergence  de  la  série  est  impoe- 
sible. 


Appliquons  le  Ibéorèoie  »ux  sév'm  iuivwto»  »  <tol^  lQsqi)plles 
on  suppose  x  positif  : 

wC*       X^       C^       3C^  X^ 

Dans  la  première  série ,  U',  deux  termes  consécutifs  queleoR- 

^"^  ^"^  ïTîx:::^  +  ï.2.8!^'(n+i)'  ^''°''  ''=  4i-  ^''  '' 

on  fait  croître  n  indéfiniment ,  la  limite  de  r  est  R^O,  donfi,  qufil 
que  soit  x  la  série  U  est  convergente. 
Dans  la  série  U",  deux  termes  oonséeutîfA  queleonqoei  sont 

x"^       x""^^  fhX 

—  -h — •  :  donc  r=  — —:•  Or>  ••  est  facile  de  voir  qu'oa  a 

donc,  si  on  fait  croître  n  indéfiniment,  la  limite  de  r  e^t  R=;çj 
donc ,  suivant  qu'on  aura  a:<l  ou  a:>î ,  la  série  U"  3era  conver- 
gente ou  divergente. 

Enfin ,  considérons  la  série  U'"',  dans  laquelle  m  e$t  un  ooinbre 
donné.  Le  rapport  r  sera 


et  Ton  voit  qu'à  partir  d'une  valeur  d«  n  sufiisanoment  grand<i  9 
r  sera  toujours  positif;  de  sorte  que  tous  les  termes  de  la  série  U^, 
à  partir  d'un  certain  rang  ,  seront  de  m^^  signe,  comme  l'e^ig^ 
renoncé  du  théorème.  On  voit  aussi  que  la  limite  de  r  estR=:a:,- 
donc,  X  étant  positif,  suivant  qu'on  aura  x<l  ou  >1,  la  série  U*^ 
sera  convergente  ou  divergente. 
558.  Théorème  IL  Si,  dans  une  série 

U=Uo+Ui  +  Uâ....+U;,-l-etc., 

tous  les  termes  sontpoêitifs  à  partir  d'un  certairt  rang ^  et  si, 
pour  les  très-grandes  valeurs  deu,la  racine  r  ~  i/ui^ converge 
vers  une  limite  R,  la  série  sera  con^^ergefite  ou  divergente, 
suivant  qu'on  aura  R<1  ou  R>1. 
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Si  les  termes  aa  delà  d'an  cerlain  rang  étaient  négatifs ,  le  théo- 
rème s'appliquerait  à  la  série  — U. 

Soit  R<11 ,  et  prenons  encore  une  quantité  R'  entre  R  et  1. 
D'après  l'énoncé ,  on  peut  choisir  n  assez  grand  pour  que  les  ra- 

cines  |/ii«,  V^u,^,,  |/m«-m>  etc.  soient  aussi  approchées  de  R 
qu'on  voudra ,  et  par  conséquent  toutes  <R'  :  de  sorte  qu'on  vira 

M.<R'%    tt.4.,<R'--^',    tt.4.»<R'-^%    etc. 

Donc  les  termes  de  la  suite  i/«+z^»4.i+etc.  seront  moindres  que 
ceux  de  la  progression  géométrique  R'^+R'«"*"»+etc.  Or ,  celte 
progression  est  convergente ,  à  cause  de  R'^1  ;  donc  à  fortiori 
la  suite  ai,+z^i>4.i+etc.  doit  Tètre;  donc  Ja  série  U  Test  aussi. 

Soit  R^I.  Si  on  prend  encore  R'  entre  1  et  R,  alors  R'  sew 
une  quantité  moindre  que  R  y  et  un  raisonnement  analogue  au 
précédent  prouvera  que  la  série  est  divergente. 

Scolie.  Les  deux  théorèmes  qu'on  vient  d'établir  ne  laissent 
d'incertitude  sur  la  convei^ence  ou  la  divergence  de  la  série  U 
que  dans  les  cas  où  Ton  aurait  R=l  \  et  alors  la  question  ne  sera 
pas  toujours  facile  à  décider.  M.  Caucht,  à  qui  j'ai  emprunté  les 
considérations  générales  contenues  dans  ce  chapitre,  a  donné , 
dans  son  Cours  éCAnalysey  imprimé  en  1821 ,  plusieurs  proposi- 
tions à  l'aide  desquelles  on  y  réussit  quelquefois.  Le  théorème  YI 
(p.  508),  que  j'extrais  du  Journal  de  Mathématiques  de 
M.  LiouviLLE,  offre  un  cas  assez  simple  où  la  difficulté  est  résolue. 

559.  Théorème  IIL  Soit  une  série  décroissante 

U=Uo+u,+Uft+etc. , 

et  soient  1  y  «,  p,  y,...  des  nombres  entiers  croissant  en  progres- 
sion géométrique;  si,  dans  la  série  U,  Von  prend  les  termes 
Uo,  Ua-i,  u>ff_,,  etc.,  et  qu'on  forme  la  nouvelle  série 

U,=:Uo+aUa_i+PU;?_,  +  7U^«i+etC.  : 

les  deux  séries  U  et  Ui  seront  toujours  convergentes  ensemble 
et  divergentes  ensemble. 

Puisque  les  termes  de  la  série  U  vont  en  décroissant ,  on  a  évi- 
demment 

ua^^+UB'^UB^x...+Uy^^<:iy--p)UB^xy 


LEÇONS  d'algèbre.  50S 

Or,  la  somme  des  premiers  membres  de  ces  inégalités  n'est  autre 

que  la  série  U  5  donc 

U<(a— l)ao+(P— «)Wa-x+(7— P)2^^-«+etC. 

Mais  les  nombres  1 ,  «,  P,  7?—  formant  une  progression  géo- 
métrique, on  a  p— a:=ra*— a=:a(a — 1),  y— p=o|3 — P  =  P(a — 1),  etC; 

doncU<(«— l)[Mo+aw«-i+Pwj8-x+etc.]-,  donc  U<(a--l)U,. 

Si  on  suppose  la  série  Ui  convergente ,  il  est  clair  qu'en  mul- 
tipliant tous  ses  termes  par  « — 1 ,  elle  ne  cesse  point  d'êlre  con- 
vergente -,  donc  alors  la  valeur  de  la  série  U  sera  inférieure  à  celle 
d'une  série  convergente 5  donc,  à  plus  forte  raison,  cette  série  U 
devra  elle-même  être  regardée  comme  convergente. 
|F Reprenons  la  série  U  :  en  y  groupant  les  termes  convenable- 
ment ,  on  a  évidemment 

U,  +  U^+U3 +l/a_iXa— l)Ma_i, 

Ma+M«4.,+Wa-»-i...+U;«_,>(P— a)M^_, , 

UJS  +  U^^i  +  UJ8^, . .  +Uy^  ,>(7— P)My_  ,  , 


donc 


U>Mo+(a— l)ï/a-.x+(P— a)W;g-.i+(7— P)My-i+etC. 


On  a  déjà  observé  que  p— a=«(a— 1) ,  y — j3=:p(a— 1).  Observons 


(a — 1) 

en  outre  qu'on  a  Wo> Wo  :  alors  on  pourra  écrire  U> 

a 

i/o+(a— l)Mflt_,+a(a— i)i/^_,-f-(3(a — i)i/y_,+etc. ,  OU  bien , 

a 

g.      i  a— —  1 

U> [l/o+aM«-i+pM;?-x+7Wy-x+etC]  ^  dOUC  U> U,. 

d  a 

Or,  si  la  série  U,  est  divergente ,  elle  le  sera  encore  après  qu'on 

a— 1 

aura  multiplié  tous  ses  termes  par *,  donc  à  plus  forte  raison 

la  série  U  sera-t-elle  divergente  aussi. 

Donc  enfin ,  la  série  U  est  convergente  ou  divergente  en  même 
temps  que  U,. 

Pour  exemple,  considérons  la  suite 

U=l+l  +  l  +  l+l+elc. 

Prenons  la  progression  géométrique  croissante  fTl:2:4:8: , 

et  servons-nous-en  pour  composer  la  série  Vt ,  conformément  au 
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théorème.  Il  yiendra  U.^i+  A  +  ^  + 1.  +etc. ,  ou ,  ea  sîm- 
pliflant, 

Cette  suite  n'est  autre  qu'une  progression  géométriqua  àsmt  la 
l 
raison  est  — r^.  Or,  si  Ton  prend  w<l  on  =l ,  cette  progression 

est  évidemment  divergente-,  donc  la  série  U  le  sera  aussi.  Mais  si 
Ton  prend  m>l  la  progression  est  décroissante-,  donc  alors  la 
série  U  sera  convergente. 
560.  Théorème  IV.  Lorsqu'une  série 

U=u.+u,+Ug+etc, 

est  entremêlée  de  termes  positifs  et  négatif^,  et  qu*en  les  pre^ 
nant  tous  positivement  la  nouvelle  série  est  convergente ,  on 
peut  affirmer  que  la  série  U  Vest  aussi. 

Soit  R  l'ensemble  des  termes  positifs  contenus  dans  la  série  U 
à  partir  du  terme  quelconque  Un,  et  soit — R' celle  des  termes  né- 
gatifs, de  sorte  qu'on  ait  R — R'=i/„+i/„_|-Vi-etc. 

Puisqu'on  doit  avoir  une  série  convergente  en  prenant  positi- 
vement tous  les  termes  de  U ,  il  s'ensuit  qu'on  peut  choisir  n  assez 
grand  pour  que  R+R'  soit  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra^ 
donc ,  à  plus  forte  raison ,  il  en  sera  ainsi  de  R— R'}  donc  la  série 
D  est  convergente. 

Pour  donner  des  exemples ,  reportons-nous  aux  séries  U',  U", 
U'^,  du  n°  557.  On  y  supposait  x  positif'afin  que  tous  les  termes, 
à  partir  d'un  certain  rang ,  fussent  positifs  \  et  alors  on  a  reconnu 
entre  quelles  limites  il  fallait  renfermer  x  pour^que  ces'sérîes  fus- 
sent convergentes.  Donc,  d'après  le  théorème  qui  vient  d'être  dé- 
montré, elles  ne  cesseront  pas  d'être  convergentessi on  donne  à  oc 
des  valeurs  renfermées  entre  les  mêmes  limites  prises  négative- 
ment. Ainsi  la  série  U'  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de 
x^  tant  positives  que  négatives-,  la  série  U"  le  sera  pour  toutes  les 
valeurs  entre  + 1  et  —1  -,  et  enfin  la  série  U"'  le  sera  aussi  pour  les 
valeurs  entre  + 1  et  — 1 . 

Scolie.  Il  ne  faudrait  pas  renverser  le  théorèmeilV,  et  conclure 
que  si  une  série  'entremêlée  de  signes  +  et  —  est  convergente ,  il 
en  sera  de  même  si  on  prend  tous  ses  terme&  positivement.*  Loi 
série  Y  du  numéro  suivant  en  sera  une  preuve. 


861  «  TtfÊonàiiB  Y*  Une  série  est  cowergeme  lorsque  ses 
termes  y  à  partir  dPun  certain  rang ,  ont  des  signes  alternatifs, 
u  qu'Us  vont  en  diminuant  de  telle  sorte  que  zéro  soit  la  limite 
de  leur  déeroissemeru. 

Désignons  par  ±:a  l'un  quelconque  des  terme»  décrowante 
dont  les  signes  sont  alternatifs,  èi  les  suivants  par  ::f;  6  ±:  c  =p  etc. 
Si  on  prend  la  somme  des  termes  qui  précèdent  a  pour  valeur  ap- 
prochée de  la  série  entière ,  Terreur  sera  ±a^:b±:czç:d±.  etc.  ; 
et  cette  erreur,  que  je  nommerai  ^ ,  pourra  s'écrire  sous  ces  deux 
formes  : 

/)==:±[(ez-*)-f.(c-rf)+elc.] , 
/)=±  [éï— (A— 1?>— (rf— ^— etc.  ] . 

Puisque  les  termes  a,  b,  etc.,  vont  en  décroissant,  toutes  les 
quantités  entre  parenthèses  sont  positives  :  donc^,  par  la  première 
formel  on  voit  que  p  est  de  mdme  signe  que  ±:a;  et  ^  par  la  se- 
conde ,  que  la  valeur  numérique  de  ^  est  <a.  Or,  en  prenant  le 
terme  a  assez  éloigné,  il  sera  aussi  petit  qu'on  voudra  \  donc ,  à 
plus  forte  raison ,  il  en  sera  ainsi  de  f  \  donc  ta  série  donnée  est 

oonrergénté. 
Par  exemple ,  si  on  considère  la  série 

V=i— -  +  g  — -j+etc., 

on  reconnaît  suf'^le-champ  qu'elle  remplit  les  conditions  du  théo- 
rème. Donc  elle  est  convergente  -,  et  en  l'arrêtant  à  un  terme  quel- 
conque ,  à  {  par  exemple ,  l'erreur  sera  en  moins  et  <i. 

Les  théorèmes  I  et  II  n'apprendraient  rien  à  Tégurd  de  cette 
série,  car  ils  exigent  que  les  termes ,  à  partir  d'un  certain  rang, 
soient  tous  de  môme  signe.  Les  théorèmes  III  et  IV  n'appren* 
draient  rien  non  plus. 

568.  Lorsqu'une  série  est  convergente,  et  que ,  pour  avoir  une 
valeur  approchée  de  la  série  entière,  on  fait  la  somme  d'un  cei^. 
tain  nombre  de  termes,  il  est  important  d'obtenir  une  limite  de 
l'erreur.  Quand  la  série  tombe  dans  le  cas  du  théorème  Y,  on  vient 
de  voir  que  Terreur  est  toujours  moindre  que  le  prepiier  terme  de 
ceux  qu'on  néglige.  Mais  la  seule  règle  générale  qu'on  puisse  in- 
diquer pour  obtenir  cette  limite ,  c'est  de  comparer,  ainsi  qu'on  Ta 
fait  dans  les  théorèmes  I  et  II ,  la  série  avec  une  progression  géo- 


1 
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métrique  décroissante  ;  et,  quand  on  aura  reconnu  qu'en  s'arrêta  nt 
A  un  certain  terme ,  les  termes  suivants  de  la  série  diminuent  plus 
rapidement  que  les  termes  correspondants  de  la  progression  géo- 
métrique ,  on  sera  certain  que  l'erreur  est  inférieure  à  la  somme  des 
termes  de  la  progression. 
Pour  exemple ,  prenons  la  série 

dans  laquelle  le  terme  en  x""^*  se  forme  en  multipliant  le  précé- 
dent par  X  et  en  le  divisant  par  /i-fl.  Soit  n  un  nombre  tel  qu'on 
ait  x<jn+i  :  on  sera  sûr  que  les  termes  de  la  suite 

+  r-s : — tt:  +etc. 


m 

décrotlront  plus  rapidement  que  ceux  d'une  progression  géomé- 
trique dont  le  premier  terme  serait  le  même  que  dans  cette  suite , 

X 

et  dont  la  raison  serait -.  Donc,  si  on  prend  dans  la  série  U' 

le  terme  en  a:"""'  pour  le  dernier,  l'erreur  p  sera  moindre  que  la 

(n-4-\)x^ 
somme  de  cette  progression,  et  l'on  aura/9<  —^ — •. 

565.  Théorème  VI.  Soit  une  série  décroissante 
U=Uo+U.+Ua. . .  +  0.4-  u«4.,+etc. ,      . 
dans  laquelle,  pour  les  très-grandes  valeurs  den^le  rapport 
r=  -^^  consierge  vers  V  unité  :  mettez  ce  rapport  sous  la  forme 

Un 

r=--— -,  a  étant  une  quantité  positive  qui,  pour  les  très- 

1  "J-Ot 

grandes  valeurs  de  n ,  converge  vers  zéro  \  puis  formez  la  li- 
mite R  du  produit  na.  La  série  U  sera  convergente  ou  diver- 
gente, selon  qu'on  aura^K>l  ou  R<1. 

1»  Soit  R  OU  lim.  na^k,  k  étant  >1.  Désignons  par  m  une 
quantité  déterminée  comprise  entre  1  et  k,  et  par  conséquent  >  1  : 
je  vais  faire  voir  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n  jusqu'à 
l'infini ,  on  devra  avoir 


[1]  !+«> 


(-»)■ 
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Il  sera  démontré  plus  tard,  n°  571 ,  que  la  formule  du  binôme 
est  applicable  à  un  exposant  quelconque  :  par  conséquent  on  a 

(1+-)  =1+  — I —    ~, — f-  etc.  ;  et,  pour  que  l'inégalité  pré- 

cédente  ait  lieu ,  il  suiSra  qu'on  ait  «  > — h    1  cT"    +  etc. ,  ou 

^  n        1.2n* 


^      ,  m{m—\)  .    . 
na^m-i — r-zr {-etc. 

1 .2/2 


Lorsqu'on  fait  croître  n  jusqu'à  l'infini ,  le  premier  membre  /i«, 
par  hypothèse,  a  pour  limite  k^  tandis  que  le  second  membre  a 
évidemment  pour  limite  m.  Or  m  est  une  quantité  <*,-  donc,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  ien,  l'inégalité  ci-dessus  ne  peut  pas 
manquer  d'avoir  lieu;  donc  aussi,  à  partir  de  cette  valeur,  on 
aura  l'inégalité  [1].  De  cette  dernière  on  lire 


1  ^        1 

our< 


l+a 


Mais  si  on  considère  la  série 


Uj  —  l  +  5;;;  +  om-«"+T;;i  + 


le  rapport  du  terme  général  au  précédent  y  sera-^ — r-,  et  par 

conséquent  plus  grand  que  dans  la  série  U.  Or,  par  ce  qui  a  été 
dit  à  la  Gn  du  n""  559,  la  série  U,  est  convergente  puisque  m  sur* 
passe  Tunité;  donc  à  plus  forte  raison  la  série  U  devra  l'être  : 
c'est  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

2<>  Soit  R  ou  lim.  wa— A,  k  étant  <  1.  Prenons  une  quantité  m 
comprise  entre  1  et  A,  et  par  suite  <  1  :  je  vais  démontrer  qu'au 
delà  d'une  certaine  valeur  de  n  l'on  aura  constamment 

[2]  l+«<(l  +  ip 

En  effet ,  si  on  développe  la  puissance  m  du  binôme,  il  suffira  qu'on 
aita<- +-r-^— p-  +  etc.,oubien,/i«<7wH — -— — -  +  etc. 

Or  cette  inégalité  est  évidente ,  lorsque  n  augmente  au  delà  d'une 
certaine  grandeur  :  car  le  second  membre  a  pour  limite  m,  tandis 
que  le  premier  a  pour  limite  k<m.  Ainsi ,  à  partir  d'une  certaine 
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valeur  de  n,  on  aura  toujours  Tinégalité  [2],  iaqueUe  donne 

1 


l-f.« 


our> 


De  là  ou  conclut  aisément  que  le  rapport  r  finit  par  être  constam- 
ment supérieur  au  rapport  des  termes  correspondants  deli 
série  U,.  Or,  dans  le  cas  actuel,  la  série U,  est  divergente,  puis* 
qu'on  suppose  m<l^  donc  à  ptas  forte  rajuson  la  ^éri^  U  âevra-t* 
elle  l^êlre. 

Donc  enfin,  la  série  U  est  convergente  ou  divergente  &eloj)  qu'oj^ 
aR>louR<l. 

Le  rapport  désigné  par  r  dans  l'énoncé  a  1  pour  limite  ;  par 
conséquent  la  série  qu'on  y  considère  se  trouve  dans  un  ca0  o^le 
théor.  I  ne  peut  rien  apprendre  sur  la  convergence  de  celte  série. 

Exemple.  Soit  la  série 

Dans  ce  cas  les  termes  Un  et  Un^^i  sont 
1.3.6...(2n— 1)  1         1.3.5...(2n-l)(2y^+l)  1 


(2/1+1)' 
par  conséquent  on  a  r  =  .g^  ,  ^v T^b^^Z)  '^  **^^^  '^™*  ^"^^^  ^^  ^'^ 

n^ppend  rka  sur  la  oon  vargeace  de  U  ^érie.  Mais  appliquons  }» 
tbéor.  Vl ,  €it  pour  «ela  {)osa]3bS 

1  (Sn+l)* 


1  +«     (2/i+«)  (2/1+3)' 
Il  viendra  «=^-^;donc  „«=^.^-^=__5  don« 


(-.) 


Ihn.  Att  ou  R=2*  Ceitte  limite létant  >tl,  on  eonclut  que  Ja ;jy^]i;|| 

ert  convergente. 
Autre  exemple.  Considérons  cette  autre  série 
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Pour  cette  série ,  le  rapport >J est  r  =  ô~xi»  ^^  limite  de  r  est 

6Doore  l'aaîlé.  M«to  id  <m  a 

1  ni 


n 
donc*lim.  na  ou  R=ô  \  *>ticla série  est  divergente. 

S64.  Je  terminerai  ce  que  j'ai  à  dire  sur  la  convergence  des 
serres  par  une  observation  qui  est  due  à  M.  Dirichlet,  et  que 
J'extrais  des  leçons  faites  par  M.  Liouville  à  l'École  Polytech- 
nique. Efle  a  pour  dbjel  de  faire  remarquer  une  différence  essen- 
tielle qui  existe  entre  les  séries  qui  ne  doivent  leur  convergence 
<iu'à  la  grandeur  absolue  des  termes  dont  elles  se  composent,  et 
Cdles  qui,  au  contraire,  perdraientleur  convergence  si  on  pre- 
mtil  positivement  les  termes  négatifs  qui  peuvent  s'y  trouver.  Les 
séries  de  la  première  sorte,  quand  on  y  intervertit  d'une  manière 
quelconque  Tordre  des  termes ,  restent  toujours  convergentes  et 
conservent  la  même  valeur  \  tandis  que  les  séries  de  la  seconde 
sorte,  après  de  tels  déplacements,  peuvent  prendre  des  valeurs  dif- 
férentes ,  et  même  tjesser  tout  à  fait  d'être  convergentes.  C*est  ce 
que  nous  allons  èclaîrcîr. 

En  premier  lieu,  considérons  une  série  de  la  1"  espèce ^ 

U  =  Mo+i^i+x/ft+etc. 

Représentons  par  S„  la  somme  des  n  premiers  termes,  par  R  la 
somme  de  tous  tes  termes  positifs  qui  viennent  à  la  suite  dans  le 
reste  de  la  série, «t  par  — R'  la  soanne -de l«ufi  Jm  toram  ttégft-> 
tifs  :  on  aura  évidemment 

Comme  on  «dmet  que  te  série  seraft  convergente  même  en  pre- 
nant tous  ses  termes  positivement ,  il  iS^ensuk  qu'en  choisissant 
pour  n  un  nombre  suffisamment  grand,  la  somme  R+R^  sera 
aussi  petite  qu'on  voudra  *,  donc,  à  plus  forte  raison ,  en  sera-t-il 
ainsi  de  R  et  R'. 

Maîn4eiiaRt,4magiDoie<pi*iMi  chatige  d^une  mmière  quelconque 
l'ordre  des  termes  de  la  série  U.  Après  ce  changement,  on  peut 
toujours  concevoir[^qu'on  prenne ,  dans  la  nouvelle  série ,  à  partir 
du  V*  terme,  un  nombre  m  des  termes  assez  grand  pour  que  tous 
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ceux  de  S«  s'y  trouvent  compris  :  ce  nombre  m  sera  en  général 
'>n,  il  pourra  aussi  être  égal  à  w,  mais  jamais  moindre. 

Nommons  2m  la  somme  de  ces  m  termes.  Outre  les  termes  de 
S« ,  cette  somme  pourra  contenir  des  termes  positifs  et  des  termes 
négatifs,  qui  d'abord  faisaient  partie  de  R  et  de  — R'  ;  dé  sorte 
qu'en  désignant  par  r  la  somme  des  uns  et  par  — r'  celte  des 
autres ,  on  aura 

En  faisant  croître  net  m  jusqu'à  l'infini ,  R  et  R'  doivent  devenir 
zéro;  donc,  à  plus  forte  raison,  il  en  sera  ainsi  der  etr'.  Donc  S« 
et  2„,  ont  la  même  limite  :  c'est-à-dire ,  en  d'autres  termes ,  que  la 
deuxième  série  est  convergente  aussi,  et  a  même  valeur  que  la 
première. 

En  second  lieu ,  supposons  que  la  présence  du  signe  — ^  devant 
certains  termes,  soit  nécessaire  à  la  convergence  delà  série *^  de 
telle  sorte  qu'en  prenant  ces  termes  positivement  la  série  ne  serait 
plus  convergente.  Alors  la  conclusion  ci-dessus  cesse  d'être  légi- 
time :  car  les  sommes  représentées  par  R  et  R'  n'ayant  plus  zéro 
pour  limite ,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  r  et  r^  auront  zéro  pour 
limite. 

Il  sera  bon  de  montrer  sur  un  exemple  que  le  déplacement  des 
termes  négatifs  peut  véritablement  changer  la  valeur  de  la  série, 
quand  elle  reste  convergente ,  et  même,  dans  certains  cas,  lui  ôter 
sa  convergence. 

A  cet  efffet ,  reprenons ,  p.  507,  la  série 

qui  est  convergente  à  cause  des  signes  alternatifs ,  et  qui  cesse  de 
l'être  quand  on  y  remplace  les  signes  —  par  +.  Changeons-y 
l'ordre  des  termes  négatifs,  de  telle  sorte  que  chacun  d'eux  vienne 
après  deux  termes  positifs  ^  et  en  conséquence  écrivons 

v.=('H-i)-^+G+0-J;" 

Pour  plus  de  clarté,  ajoutons  les  fractions  entre  parenthèses  :  oi 

aura 

„  _4_l     12     I  8/t— 4  1' 

^'  —  3      2"^  35      4  •••  "^  (4n-3)  (4/1-1)  ~2>i  +  ®'*'' 
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Dans  cette  manière  de  grouper  les  termes ,  la  série  Y i  est  encore 

convergente  et  a  une  valeur  >  V.  En  effet ,  quelque  éloigné  que 

1 
soit  le  terme  —  — ,  auquel  on  s'arrête  dans  Tune  et  dans  l'autre , 

si  Ton  représente  par  N  et  N,  les  deux  sommes ,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  a 

111 


Ici  y  les  termes  du  2«  membre  vont  en  décroissant  et  sont  en  nom* 

bre  n;  donc  on  a  N| — N<-     ,  |^t>.  ;  donc,  à  fortiori, 

1         1 
N, — N  <  ^  et >  -T.  Ainsi ,  puisque  la  série  V  est  coavek^ente  f  la 

série  V,  doit  l'être  aussi ,  et  la  série  Vt  surpasse  V  d'une  dififérence 
comprise  entre  ~  et  -r. 

2       4 

J'ai  dit  aussi  que  la  convergence  de  la  série  pouvait  disparaître  : 
pour  cela  il  suffira  de  distribuer  les  termes  positifs  par  groupes 
tels  que  chacun  fasse  une  somme  plus  grande  qu'une  quantité  dé* 
terminée  ;  et  ce  résultat  peut  se  produire  de  diverses  manières. 

Par  exemple ,  on  peut  remarquer  qu'en  partant  d'un  terme  positif 

1 
quelconque  »  +  —,  si  l'on  en  prend  un  nombre  n  à  la  suite  comme 

d'dessous ,  on  aura 

L+  •  +   '...+      ' 


ici  le  dertîer  terme = r — r ,  et  la  somme  est  évidemment  >5 — r , 
et  par  conséquent  >5. 

Cela  posé,  après  avoir  pris  dans  la  série  V,  les  termes  1  —^0+ ô^i  ' 

11  1 

groupons  en  un  seul  les  5  termes  positifs  g +x  •••  +  Tq  »  groupons 

111 
aussi  en  un  seul  les  15  termes  t^+ts;  •••  +  7:5:»  ©t  ftî^si  de  suite. 

19      17  4o 

Pour  abréger,  représentons  ces  différentes  sommes  par  a,  b,  c.,.^ 
et,  au  lieu  de  V,  écrivons  la  série 

33 


l^  rw^uv^^  fftU;e  plu3  but  prouva  que  toutes  Im  sommes  -a , 
h,  à,...  sont  >  r.  Dès  lors  la  convergence  n'existe  plus  ;  car  il  est 

évident  que  les  parties  ûJ — s  i  *  -"  5  »  etc.  sont  en  nombre  inflni , 
etloutes>~. 

D 

Les  explicat(OBS^pi0  je  viens^ donner,  d'après  M.  Liou ville, 
montrent  combien  il  y  a  peu  de  sûreté  à  employer  les  séries  quj^ 
0MS  le  signe — dont  une  partie  des  termes  est  affectée,  ne  seraient 

S«  lu  iif  floKieaiciitf  «  léri  ei.  «^  «èiào4e  dei  CMlBcientt  hâéterminés. 

—  Retour  des  suites. 

565.  Les  séries  se  présentent  d'elles-mêmes  dans  les  opératiws 
de  l'algèbre.  Par  exemple ,  supposons  qu'on  fasse  une  division  de 
polynômes  dans  laquelle  le  dividende  ne  soit  pas  un  produit  exact 
î3ti  diviseur,  ou  bien  qu^on  ait  à  extraire  la  racine  d'un  polynôme 
ijuine  soit  pas  une  puissance  exacte  de  même  ordre  que  la  racine*, 
Jans  ces  deux  cas ,  les  opérations  successives  se  prolongeront  in- 
définiment, et  l*on  engendrera  une  série. 

LcMSsque  des  i^^n^im^  ont  pour  objet  de  transfecmer  une 
expression  en  une  autre  qui  lui  soit  égale,  si,  au  lieu  d'un  nombre 
limité  de  termes ,  on  trouve  une  série ,  on  regarde  ordinairement 
cette  série  comme  équivalente  à  la  première  expression.  Mais  à 
ce  sujet  quelques  obseFVfttions  importantes  doivent  être  faites; 

eJUpour  4tre  mieux  compris^  je  c^isirai  un  exemple  fortsÂmfdew 

1 
Soit  la  fraction  ' \  si  on  effectue ,  par  les  règles  connues ,  la 

division  de  1  par  l—x,  le  calcul  sera  comnie  ci-dessous  : 

•1— :e 


4-4F     l  l+aî+Jp'-Hte. 

etc. 

Par  la  nature  même  de  l'opération^  on  recoimaît  que  le  quotient 
ne  s'arrêtera  pas ,  et  qu'on  aura  une  série  régulière  dont  chaque 
terme  est  le  produit  du  précédent  psdr  x.  Si  on  la  termine  à  une 


t 


^ 
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certaioe  puissance  de  x,  à  x^  par  exemple,  le  reste  correspondant 
Wt^^\  et  il  faadra  ajouter  au  quotient,  pour  le  compléter,  lâ 

fraction  ' —  .  Ainsi,  on  a  exactement 

1 — X 


=1  +  0?+^'+ 


x^ 


1 — X  i-*a? 

Mais  une  erreirr  assez  commune ,  c'est  de  croire  qu'en  regar- 
dant la  suite  des  termes  du  quotient  comme  prolongée  à  l'inGni , 
elle  derrtf  tou}oiirs  représenter,  quel  que  soit  x,  la  valeur  exacte 
du  qfifOtte»(  ;  de  sorte  qu'on  aurait 

[1  ]  ^ 2=r|  -^x^^^  e*». 

I — X 

Cette  égalité  ésfiflcontestable  quand  on  attribue  à  x  des  valeurs 
<1  :  CIO*  aloris^  le  deo^ûèofô  membre  est  la  somoM  dts  ternies  d'm» 
progression  géométrique  décroissante,  et^  d'après  la  rè^teron^ 
Bue  (309),  c^tte  somme  este»  effet  égale  au  quotient  de>  f  pair  l-<r. 

MaiSi  quand  oa  attribue  à  x  des viJeurs>l ,  TégaSkéeesse  d'éCre 

\i      vraie.  Ainsi ,  qtr*on  fasse  x^i,  elfe  devient  - — 5  ==1+2+ 4+etci. , 

r  et  il  y  a  absurdité  évidente  :  cHr  îe  premier  membre  est  égal  à— 1 , 

et  la  deuxiteie  est  éfal  à  1  inftiî. 
^         Il  est  facile  d'e&pliquar  eomment  il  se  fait  qfoe  Fégalité  [l]  soit 

\^  vraie  ou  fausse  »  sdcm  que  x  est  ihoindro  on  plus  grand  qite  l«  On 

^  a  d^  observé  qu'to  arrâl«it  le  contient  à  une  €ertaiii«f  puissMcs 

\'^  de  Xy  il  faut  ajouter  une  fraotioa  ao  quofieiit  podNr  le  compléter; 

re  f  Désignons  par  x^  le  terme  auquel  on  s'arrête ,  le  reste  de  la  d^vi- 

i^  sion  sera  j:""*"*,  et  Ton  aura ,  sans  aucune  erreur,  ' 


»■>    H    *' 


X  1 X 

Si  on  veut  prolonger  indéGniment  I9  suite  des  ternies  du  quoticBat^ 
il  faut  faire  /z^oo  ;  et  cette  hypotlièse  doit  ôtre  Caite  aussi  bien  dns 
la  partie  fractionnaire  que  dans  la  partie  entière.  Or,  la  partie 
fractionnaire  devient  alors  zéro  si  a:<l ,  et  --^qi*  si  x^i  \  doM  OU 
peut  la  supprimer  dans  le  premier  cas ,  mais  non  dans  le  second. 

En  général  une  fonction  ne  peut  être  remplacée  par  une  série 
que  dans  les  cas  où  cette  série  lui  est  parfaitement  équivalente  ( 
'T||i    et  y  pour  que  cela  soit ,  il  faut ,  comme  condition  essentielle,  qu'en 
^1^    arrêtant  la  série  à  un  terme  quelconque,  le  reste  de  la  série 
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devienne  zéro  lorsque  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  ce  reste 
est  inûni.  Or,  celte  condition  est  toujours  remplie  par  les  séries 
convergentes  5  et  pour  cette  raison  elles  sont  les  seules  qu'on  doive 
adm'êttre  dans  le  calcul. 

566.  Il  existe ,  pour  développer  les  fonctions  en  séries ,  une 
méthode  dite  des  coefficients  indéterminés,  que  je  vais  exposer 
en  peu  de  mots.  Afin  de  mieux  fixer  les  idées ,  supposons ,  ce 
qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire ,  quïl  s'agisse  d'une  fonction  F(a:) 
dont  les  valeurs  sont  réelles  et  varient  d'une  manière  continue , 
pour  des  valeurs  très-petites  de  a:  à  partir  de  x=^0.  On  demande 
de  développer  cette  fonction  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes ,  positives  et  entières  de  x.  On  fera 

[2]  F(x)=A+Bjt:+Cx*+Dx3+  etc.  5 

et  A,  B,  G,.-*,  seront  des  coefficients  indéterminés  qui  ne  doivent 
point  contenir  x,  et  dont  il  faut  trouver  les  valeurs. 
.  A  cet  effet ,  on  choisira  une  propriété  de  la  fonction  F(x)  qui 
soit  d'une  vérification  facile ,  et  en  cherchant  à  opérer  cette  véri- 
fication avec  la  série,  on  arrivera  à  une  égalité  telle  que 

« 

[3]  P+Qa:+E.x»+S:c3+etc.=0, 

dans  laquelle  P,  Q,  R,....  sont  des  expressions  indépendantes 
de  X,  mais  composées  avec  les  coefiicients  A,  B,  G,....  Or,  cette 
égalité  devant  subsister  sans  qu'on  assigne  à  a:  de  valeur  parti- 
culière, il  faudra  que  les  multiplicateurs  des  difi^érentes  puissances 
de  00  deviennent  nuls  ;  donc  on  devra  avoir 

[4]  P=o,    Q=0,    R=0,    etc., 

et  on  se  servira  de  ces  équations  pour  trouver  les  coefiicients 
A,  B,  G,....  Si  elles  en  laissent  quelques-uns  d'inconnus,  il  faudra 
remonter  à  l'équation  [2]  et  les  déterminer  d'après  les  propriétés 
particulières  de  la  fonction  que  Ton  considère. 

Dans  le  chapitre  suivant  je  donnerai  des  applications  de  cette 
méthode  ;  mais  je  dois  présenter  ici  quelques  observations  qui  me 
semblent  indispensables. 

567.  Premièrement,  dans  l'égalité  [2]  il  faut  que  le  second 
membre  représente  la  valeur  du  premier.  Si  cela  n'est  pas  possible 
en  attribuant  à  x  une  valeur  quelconque,  on  veut  au  moins  que 
l'égalité  ait  lieu  pour  les  petites  valeurs  de  x,  et  cela  exige  que  la 
série  soit  convergente  pour  ces  petites  valeurs.  Or,  il  est  très-rare 
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qu'on  puisse  démontrer  à  priori  la  possibilité  d'exprimer  une 
fonction  par  une  série  de  cette  espèce  ^  même  lorsqu'on  la  res- 
treint aux  petites  valeurs  de  or.  Ainsi,  à  parler  rigoureusement , 
réalité  [2]  doit  être  regardée  comme  purement  hypothétique,  et 
à  la  fin  du  calcul,  après  avoir  trouvé  A,  B,  C....,  il  sera  néces- 
saire de  vérifier  si ,  pour  les  petites  valeurs  de  x,  elle  est  vérita- 
blement convergente  et  égale  à  la  fonction  que  l'on  considère. 

Les  auteurs  n'ont  peut-être  pas  assez  insisté  sur  la  nécessité  de 
cette  vérification.  Communément  on  croit  que  les  calculs  par  les- 
quels on  cherche  des  inconnues  ne  doivent  jamais  manquer  de 
mettre  à  découvert  les  fausses  suppositions  qu'on  y  aurait  intro- 
duites ;  et ,  s'il  en  était  ainsi ,  la  vérificalion  serait  superflue.  Mais 
on  pourrait  citer  des  exemples  où  des  erreurs  de  supposition  res- 
teraient inaperçues  par  cette  voie.  Les  bornes  de  cet  ouvrage  ne 
me  permettent  pas  de  m'étendre  davantage  sur  ce  sujet. 

568.  J'ai  dit  que  Téq.  [3]  devait  avoir  lieu  sans  attribuer  à  x 
de  valeur  particulière.  Pour  bien  entendre  ceci,  il  faut  observer 
que  si  on  borne ,  comme  nous  l'avons  fait ,  l'égalité  [2]  aux  pe- 
tites valeurs  de  x,  il  en  doit  être  de  même  de  l'équation  [3]  :  c'est- 
à-dire  que  la  série  P-f-Qx+etc,  doit  être  convergente  et  égale  à 
zéro,  pour  toutes  les  valeurs  de  a:  à  partir  de  x=0  jusqu'à  une 
certaine  limite,  qui  peut  être  très-petite.  Or,  cela  suffit  pour  con- 
clure qu'on  doit  avoir  les  éq.  [4]. 

En  effet,  si  on  prend  a:=0,  la  série  P-J-Qor-f-etc.,  doit  se  ré- 
duire à  P,  et  par  conséquent  l'équation  [3]  donne  P=0.  Suppri- 
mons dans  cette  équation  le  terme  P  qui  est  zéro,  et  divisons-la 
par  x,  on  obtient  celle-ci  Q-}-Rx-hetc.=0,  laquelle  doit  encore 
subsister  pour  les  valeurs  très-petites  de  x.  Donc  on  pourra  en 
conclure  semblablement  Q=0  ^  et  ainsi  de  suite. 

869.  Une  même  fonction  F(x)  ne  peut  avoir  qu'un  seul  déve- 
loppement en  série  convergente  de  la  forme  A-|-Ba:-f  etc.  :  car 
si  on  en  trouvait  deux ,  ils  devraient  être  égaux  entre  eux ,  et  dès 
lors  on  devrait  avoir  une  équation  de  la  forme 

[5]        A+Bx+Cx^+Gtc.==A'+Wx+Cx*+eic. 

En  transposant  tout  dans  un  seul  membre ,  cette  équation  devient 
(A— A')-|-(B— BOj:^-f-etc.=0  ;  et ,  par  le  numéro  précédent ,  on  en 
conclut  A— A'=:0,  B— B'=iiO,...  ou  A=rA',  B=B',....  On  peut  en- 
core dire,  en  d'autres  termes,  que  deux  séries  convergentes, 


ordonnée^  suivant  les  puissances  flicetidaetes  «t  eotièrw  d'ute 
variable  x,  ne  sauraient  être  égalas  sans  dtFâ  idenUqufis« 

570.  L'emploi  des  coeQicients  indéterminés  s'effte  de  lukmteifl 
0ans  le  problème  du  retour  des  ^uU^.  Alors  m  suppose  qu'uM 
quantité  :Kè  dépendant  d'une  variante  9^%  «st  exprimée  par  uùé 
série  aA  x^  et  l'on  v^ut  exi  déduira  k  valeur  d^  4?  e&priqiéQ  par 
une  série  en  y.  Soient 

y 3cA+Ba:+Cjc» +etc. ,    ^ca=«+ *y+0"-Hte. , 

A,  B,  C,....  étant  des  quantités  données,  et  a,  b,  c,...,  des  indé- 
terminées. Dans  la  première  égalité  on  remplacera  jc  par  la  série 
a+by +GiG.  -,  ou  bien,  dans  la  seconde,  y  par  la  série  A+B:e+  etc.  *. 
on  arrivera  ainsi  à  une  égalité  telle  que  [3]  ou  [5],  d'où  l'on  déduira 
diflTérentes  équations  qui  serviront  à  déterminer  a^  b,  c,.^.. 

Je  terminerai  ici  les  généralités  relatives  aux  séries.  J'en  a/  âtt 
assez  pour  montrer  combien  de  précautions  doivent  être  prises 
pour  les  employer  avec  sûreté,  ^ussi  a-t-on  soin ,  surtout  dans  les 
éléments ,  de  ne  traiter  par  cette  voie  que  les  questions  dont  la 
solution  serait  impossible  ott  trop  diiliciie  par  d'autres  procédés. 


CHAPITRE  XXIV. 

BINOME  POUR  TOUS  LES  CAS.  —  dÉaiBB  BXPONBNTlKLUtS  W 
LQGA.R|TBHiQt}£S.  -^  SÉRIES  RBCIJ1(RBNT£S. 


* 

571.  Si  on  fait,  comme  au  n""  31 1 ,  les  premières  puissances  4e 
a-^-x  au  moyen  de  la  multiplication ,  on  reconnaît  facilement  que 
pour  un  exposant  entier  positif  quelconque  les  deu](  premiers 
termes  du  développement  de  {a-^-xY  sont  a'^^ma^''^x^  et  que 
les  autres  sont  de  la  forme  Aa'""~'a:*+Ba'""'^:ç^+etc.  j  de  sorte 
que,  en  désignant  par  A,  B,  etc.,  des  coefficients  qui  ne  contien- 
nent ni  a  ni  x^  on  peut  poser 

[1}   (a+.r)"=a'"+ma"»~^j:+Aa^~*aî*+Ra"*^V-+'et<>. 
Lorsque  l'expoaant  est  un  nombre  positif  fractionnaire  ^  On  a 

(a+^)«==5V^(a+;c}'"=^a'"+»îa~",'^+etc, 
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Or,  si  on  Applique  ici  te  procédé  expliqué  n^  224  pour  rextrao-» 
lion  des  racines,  on  trouve  sans  difikuHé  les  deûl  premiers  tônnei 
de  cette  racine ,  et  l'on  a  un  développement  de  la  forme 

Âiosl  cette  forme  est  la  mâme  qde  pouf  un  exposant  e&tie#» 
Quaod  l'exposant  est  un  nombre  iiégatif  quçloonqilài  entier  on 

fractionnaire,  on  a,  en  s'appuyant  sur  ce  qui  vient  d*étre  trouvé, 

_^_      1 1 

Or,  ôi  on  effectue  la  division  suivant  les  f  èglêi»  oî^dioaltes,  Il  vient 
un  quotient  Indéfini  tel  que 

donc,  quel  que  soîl  Texposant,  on  doit  tôtijôurt  âVolr  Uh  dêW* 
Wppettiênt  dé  la  forrue  indiquée  par  l*éq.  II].  Lfeô  dèû*  pi*êWîèrs 
termes  sont  déterminés ,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  les  coeffi- 
cients A,  6,  etc.  des  autres  termes. 

Pour  plus  de  généralité  je  eonsidérerai  deux  termes  ^)Dj»^iy$| 
de  rang  quelconque  ^  et  j'écrirai 

(a+x'r=a'^+ma^''^x. . .  .+Ma"— »x»+Na"— "-'j:«^"*+etc. 

Changeons  partout  x  en  x+y  :  comme  les  coefficients  inconnus 
ne  cofiliennent  mauix^il  viendra 

En  changeant  a  M  n+y,  Oii  eût  trouvé 

(à+y-^xr^ia^-yr+mid'^-yy^'^^âc.... 

Dans  les  deux  égalités  précédentes ,  les  premiers  membres  sont 
égaux  :  donc  les  seconds  doivent  l'être  -,  et  cela  quels  que  soient  x 
et  y.  Donc,  si  ott  les  ordoiinfc  par  Rapport  aux  puissances  û(^y, 
ils  devront  é(re  identiques.  A  la  vérité  ik  renfértheïit  des  puis- 
sances de  binômes ,  mais  on  connaît  \m  deux  pr(>fi)i6r9  tëf-mâl  de 
chacune  d'elles  $  de  sorte  qu'on  pourra  former  la  partie  qui ,  dans 
chaque  second  membrO;  renferme^  au  premier  degrés  et  eette 
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partie  nous  suffira.  En  la  désignant  par  Y^  dans  l'un ,  et  par  T^ 
dans  l'autre ,  il  est  facile  de  trouver 

Y  =77^a'»-^...+M7^a"»-""a:*-'+N(/^+l)a'"-»-'J:«.. .. 
Y'===/7ia'"--^..,.+M(m-/i)a"~"'^'a:"+N(w-/i-l)a*""«""»a:«-+-« 

Ces  deux  quantités  devant  être  égales  quel  que  soit  x^  il  faut  que 
les  coefiicients  des  puissances  semblables  de  x  soient  égaux  ;  donc, 
en  ne  considérant  que  ceux  qui  affectent  a"*^''~~'a:*^  on  aura 

N(/i+l)=M(/w— n),    d'où    N=^î^^\ 

On  voit  par  là  selon  quelle  loi ,  dans  le  développement  [1]  »  un 
coefficient  quelconque  se  forme  du  précédent.  Elle  est  la  même 
qu'on  a  trouvée  pour  le  cas  d'un  exposant  entier  positif  (215);  et 
comme  nous  avons  reconnu  que  les  deux  premiers  termes  du  dé- 
veloppement sont  composés  de  la  même  manière  quel  que  soit  l'ex- 
posant m  ^  il  en  sera  encore  ainsi  de  tous  les  autres  termes. 
Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  ^  on  aura  toujours  la  formule 

(a+x)'"=a'"+ma'"'"*a:H —    T"    a'""''x'+etc. 

Lorsque  m  sera  entier  et  positif,  elle  s'arrêtera  à  a:*";  dans  tous 
les  autres  cas  elle  se  prolongera  indéfiniment. 

Séries  exponentielles  et  logarithmiques. 

572.  Lorsqu'on  fait  xr=o ,  la  fonction  a'  se  réduit  à  l'unité. 
C'est  pourquoi  je  prendrai  l'unité  pour  premier  terme  du  déve- 
loppement de  a',  et  je  poserai 

a*=l  +Ax-f-Bx*+C«'+Da?<+ etc., 

A ,  B ,  C ,  D ,....  étant  des  coefficients  indéterminés  qu'on  suppose 
indépendants  de  x.  Pour  trouver  ces  coefficients ,  je  me  servirai 
de  la  propriété  a"xa^=af"^. 
En  changeant  dans  la  série  x  en  y,  et  ensuite  x  en  x+y,  on  a 

ay=l+Ay+Br+Cy3+Dy<+etc., 
a'+J'=l+A(a:+r)+B(a?+/)'+C(x+y)3+D(j:+r)Hetc.; 

donc,  pour  vérifier  la  propriété  a*xay=a*"+"y,  on  doit  avoir 

1  +  A(a:+y)+B(a:-hr)»+C(a;-hr)3+D(a:+y)4+etc.= 
(l+Aa:+Bx'+Cx5+Dx4+etc.)(l+Ay+Br*+C^+elc.). 
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Si  on  effectue  les  opérations  indiquées ,  et  si  on  considère  en  par* 
ticulier  la  partie  qui  contient  la  première  puissance  de  y  dans 
chaque  membre ,  ces  deux  parties  devant  être  égales ,  on  aura 

A+2B;ïr+3Ca:»+4DxHetc.=A+A*a:+ABa:»+ACx5+etc. 

Mais  cette  égalité  doit  elle-même  avoir  lieu  quel  que  soit  j:;  donc 
les  puissances  semblables  de  x  doivent  avoir  les  mêmes  coeiB- 
cients;  donc  2B=A%  3C=AB,  4D=AC,  etc.,  d'où 

^     A»      ^      A^      ^        A4 
»=-2'    ^=0'    ^=5X4'    ^*^- 

et  y  en  substituant  ces  valeurs ,  la  série  deviendra 

a^^l^Kx-^  _.  +  _.  +  -_  +etc, 

La  quantité  A  reste  encore  à  déterminer  :  on  y  parvient  très- 
simplement  en  faisant  Aa:=l  ou  x=  y.  Pour  cette  valeur  on  a 

Selon  l'usage,  je  nommerai  e  la  quantité  représentée  par  cette 
série  numérique  \  et ,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  mem- 
bres ,  il  viendra 

i-loga=loge,    d'où     k=^^^. 
A    ^  ^    '  loge 

Pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  que  les  logarithmes  soient 
pris  dans  le  système  dont  la  base  este^-  et,  dans  cette  hypothèse, 
je  les  indiquerai  par  la  seule  initiale  L.  Alors  on  aura  Le=:l ,  A=La^ 
et  par  suite  le  développement  de  a*  sera 

Si  Texponentielle  était  e*,  il  faudrait  faire  a=^e,  La=l  ;  et  Ton 
aurait  simplement 

573.  On  n'essayera  pas  de  développer  log  x  en  une  série  de  la 
forme  A+Boj+Cx'+etc,  attendu  que,  par  l'hypothèse  a!:r=:0, 
log  X  devient  infini.  Mais  on  cherchera  le  développement  de 


log(l 4*^0)7  et  oommejtâ^p  donne  log(i*f  jr):==o,  on  posera 
Changeons  X  en  X+y^  il  viendra 

Mate  l+a:+y  =  (l+x)ri  +  j^V,  donc  log(l+x+yl=r 

Iog(l+j:)  +  log  (  î  +  7^  Y  Or,  si  on  change  x  en  7^— >  la  pre- 

miëre  égalité  donne  lo«  (l  +  j^  *=  ï^  +  (îf^  +  «te.  ; 
et  par  saite  il  viAfit 

log(i+j;4.^)=telog(l4-*)+  7^  +  r^:r-  +etc. 

On  a  ainsi  une  seconde  expression  de  log  (l+x+y).  Dans  Tuue 
etFautre  les  multiplicateurs  des  puissances  semblables  dey  doivent 
être  égaux  s  en  prenant  oeax  qui  aflbctdnt  la  1*^  pniâsance  d«  y  > 

on  a  d'abord 

A 
A+aB:t+3Cx*-f  4D:t?»+etc.=  r^  ; 

l+x 

pui0>  6n  chasBuit  le  dénominateur  14*^  et  ôtant  le  twmè  A  ifA 
est  oomman  atix  deux  membres ,  on  troure 

(2B+A)a:+(3C+2B)x*+(4D+3C)a:3+ete.^0. 

Comme  x  doit  tfeMer  indéterminé ,  il  faut  qu'on  ait  2B+A=0 , 
3C+2B=0,  4D+3C=0,...  Ces  équations  donnent  B=— ^A, 
GniA>  D^-HiA^M*.)  done 

•r—  -g-  +  -3  —  -j  +etc.  1. 

Il  faut  encore  chercher  A ,  et  cette  recherche  eét  assez  délicate. 
Divisons  par  x  les  deulc  membres  de  Tégalité  ci- dessus ,  il  vient 

Alors  le  second  membre  se  réduit  à  A  par  l'hypothéSê  j:^==i0.  Mais 
\c  premier  se  présente  sous  la  forme  g ,  et  la  difficulté  est  d'en  con- 

naître  la  vraie  valeur.  Soit  fait  x=  -  ,  on  aura = 

n  (ù 

nlog  f  1  +  -j  fclôg  f  1  +  -  j  ;  et,  si  oh  développe  cette  puis- 


-+i('-^)+ô(-^)(-^) 


+  - 


hHiè{^-i){'-i)^- 


Or  l'hypothèse  x=^0  répond  à  /i=aoo  j  et ,  si  on  suppose  m=tc ,  le 

secqnd  membre  de  ia  derrière  égMité  se  réduit  à  la  série  numé* 

11  1 

riquB  déjà  refnurquée  n*»  572 ,  c=rî+  5  +  S^  +  o  q  4  +  ^^^-  î 

donc  At=^log  e.  Donc  enfin 

P]      log(l+j:)=:rloge(x— y  +  "g"  — -;j-  +  etcO- 

Jusquid  l6s  logarllhmeB  appartiennent  à  telle  base  qu'on  tùa« 
dm  )  mais  st  on  àdof^te  e  pour  base  oti  a  Iog($i±=i ,  et,  èfi  ^n'employant 
«16r6  qae  la  seule  initiale  L  pour  désigner  les  logarithmes ,  oft  a 

[2]  tog(l  +x)-x^ Y^T^I  '^^^^' 

574.  Par  ce  qui  précède,  il  est  évident  que  A  ôa  lo^è  est  îè 
rapport  de  log  (  1  +x)  à  x  lorsque  x  est  très-petît  t  ainsi  cette 
quantité  est  la  même  que  celle  à  laquelle  oti  a  doiritié  le  tiotn  de 
module  (338).  Lorsqu'on  prend  e  pour  la  base ,  ce  module  de-- 
Vlent  égal  à  1  -,  par  conséquent  e  est  la  base  des  logarithmes  fiéjpé- 
riens  (898). 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  transportera  les  logarithmes  né- 
périens dans  un  système  quelconque  eh  les  multipliant  par  le  mo* 
dule  propre  à  ce  système.  On  a  vu  plus  haut  que  ce  module  était 
égal  à  loge.  Mais,  si  on  appelle  a  la  base  du  système  dont  il  s*agit, 
on  a  évidemment  a***«*^e;  donc  en  prenant  les  logarithmes  népé- 
riens des  deqx  membres,  il  Viendra  tog6xLâ^=^l,  Dobd,  eb  dé- 
signant le  module  par  M ,  ob  aura  également  M=:^log  e  et  M=  f— . 

575.  Les  séries  [1]  et  [2]  ne  sont  convergentes  que  pour  les  va- 
Miors  d9  :»  moindres  que  1 ,  mais  elles  setvent  à  en  trouver  d^ach 
très  qui  contiennent  aux  valeurs  plus  grandes.  iDans  la  sérié  [i], 
obai^feons  x  en  >*^x,  elle  donne 

jj*  «p3  m4 
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et|  si  on  retranche  L(l— x)  de  L(l+x)y  on  trouve  le  logarithme  da 
quotient  de  1+x  par  t—x,  savoir  : 

Posons  :; =1+  -,  d'où  x=  s— r— 5  V^  i  observons  qu'alors 

L[  rir  J=L  f  1  +  -)  =Lf j  =L(/i+J5)— Li^  :  on  conclura 

Cette  formule  sera  commode  pour  s'élever  de  Ln  à  L{n+z). 

Après  avoir  calculé  les  logarithmes  népériens ,  on  les  fera  pas- 
ser dans  le  système  vulgaire,  dont  la  base  est  10,  en  les  multi- 
pliant par  le  module  de  ce  système.  Pour  avoir  ce  module ,  il  suffit 
donc  de  connaître  les  logarithmes  d'un  môme  nombre  dans  chaque 
système  et  de  diviser  le  second  logarithme  par  le  premier.  Le 
nombre  qu'il  convient  de  choisir  est  la  base  10  elle-même ,  parce 
que  son  logarithme  dans  le  second  système  est  l'unité.  Voici  com- 
ment on  trouve  le  log.  nép.  de  10. 

On  calcule  d'abord  L2  en  faisant  n=l ,  z=l ,  dans  la  formule 
ci-dessus  ;  puis  on  a  L4=2L2  \  puis  la  formule  donne  L5  en  y  fai- 
MDt  n=4 ,  z=l  *,  puis  enfin  on  a  L10=:L5+L2. 

C'est  ainsi  que  s'obtiennent  les  deux  valeurs  déjà  rapportées 
n-  539  et  540,  LlOr=2,302  385  092..,.,  M=:0,434  294  481.... 

Sur  le  nombre  0. 
576.  Reprenons  à  la  page  précédente  le  développement 

,,  (.+i)-+i(.-i)+,^,(.-i)0-l) 

+5:U-^)(>-i)(-l)+-- 

dans  lequel  n  est  un  nombre  entier  positif.  J'ai  supposé  que  l'hy- 
pothèse 71=00  réduisait  le  2''  membre  à  la  série  numérique  dont  la 
valeur  est  désignée  par  e,  et  qui  s'est  déjà  présentée  n^"  572  :  savoir, 

[2]         ^===^+  I  +  2^  +  2X4  +®l^-  *  l'^^finî- 
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En  conséquence ,  j'ai  considéré  e  comme  étant  la  valeur  de 
[  1  +  -  )  correspondante  à  7t=oo . 

Cependant  les  parties  qui ,  dans  le  2«  membre  de  la  formule  [1], 
deviennent  zéro  par  l'hypothèse  /i=oo ,  sont  elles-mêmes  en 
nombre  inGni;  et,  pour  cette  raison,  on  peut  craindre  que  e  ne 
soit  pas  exactement  la  valeur  que  doit  prendre  alors  ce  second 
membre.  Si  cette  objection  faisait  naître  quelques  doutes  ^  l'ex- 
plication suivante  les  fera  disparaître. 

Dans  la  série  [2],  ne  prenons  d'abord  que  n  termes  y  et  posons 

Désignons  par  N  le  1«'  membre  de  la  formule  [l^;  puis  observons 
que  si ,  dans  chacun  des  produits  qui  composent  les  n  termes  du 
2*  membre ,  on  remplace  tous  les  facteurs  par  des  facteurs  égaux 
au  dernier,  la  valeur  de  ce  membre  sera  diminuée.  De  là  il  suit 
qu'en  choisissant  convenablement  une  certaine  quantité  positive  G, 
on  pourra  écrire 

N-+K'-^)+ô('-l)"+rb('-|)'+-+o. 

Par  suite ,  on  aura 


E-N=il+. 


+m['-('-|)']+«'- 


»— G. 

7  j 

Les  quantités  entre  crochets  peuvent  se  décomposer  en  deux 
facteurs  par  la  formule  connue  1— j8p=(1— js)  (i+z+z^+etc.)  j  et 
il  est  facile  de  trouver 


2  n      2 


+» 


x.C'+('-i)+('-iy>- 


Dans  le  i^  membre  de  cette  égalité  supprimons  toutes  les  fractions 
2  3 

, ,  etc.  Par  là  x^e  membre  sera  augmenté,  et  l'on  rétablira 

n        n 
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l%aUtà  on  rf  inpl«cant  G  par  une  quantité  G'>G.  Ahxn  on  aura 

7iV2       2.3       2,3.4      2.3.4  5  / 

Oo  a  éyidemiDQot  2 .  2<2 . 3 ,  3  «  3<9 . 4  «  eto, ,  o'^-Mirt  ^[M^ 
èans  cbacnne  des  fractions  qui  Tiennent  après  - ,  le  numérateur 

est  moindre  que  le  produit  des  deux  derniera  (acteurs  du  dénomi- 
nateur ]  donc ,  en  désignant  par  G"  une  quantité  >G',  on  aura 

ou  bien  encore ,  ea  remarquant  que  la  quantité  entre  parenthèses 
De  là  on  tire 


n=e-1(e-1)+g". 


Maintenant  faisons  ri=  »  ;  à  cette  limite  Ë  devient  e.  t)*UQ  autr^ 
côté  il  est  évident  qu'on  a  6<2+  r  +  t  +  ô  +etc.:  donc  e<3: 

2        4        o 

donc ,  à  cause  du  diviseur  n  qui  est  infini ,  on  aura 

lim.  doN=rc+G^ 

Avant  (Je  faire  n-=  qo  ,  quel  que  soit  le  nombre  n^  il  est  clair  que  N 
ne  peut  pas  surpasser  E  ^e^'aili^ufs  nous  avons  dit  que  G"  était 
une  quantité  essentiellement  positive.  Donc  aussi,  à  la  limite, 
li  m  dait  pas  Mwpaaser  ^^  ^  k  quantité  910  >'at  r^pirés^itée 
par  G""  ^e  saurait  élre  négative.  De  là  il  ml  ^/m  la  dfeyntète^égaf 
lité  est  impossible,  à  moins  qu'on  n'ait  G'^smO^eLAri  ilrtttâ 
lim.  de  N=e  :  c'est  ce  qu'il  s^agissait  de  démontrer, 

577.  Maintenant  je  vai$  pfir(îuveir  <|U4  je  nombre  e  e$i  incùnh'. 
mensurable. 

Par  la  sérje  même  il  est  évident  (ju'il  .est>2 ,.  et  il  est  facile  de 
voir  qu'il  est  <3*  En  effet,  la  somme  ^  +  5^+ etc.,  est  moindre 
que  la  progression  géométrique  ^4- i  +  i+etc,  et  cette  der- 
nière somme  est  égale  à  1 .  Donc  e  est  entre  2  et  3 ,  et  ne  peut 
point  par  oonsàqueul  élre  \m  nombre  entier. 
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Admettons  que  e  puisse  être  un  nombre  Araetionnaire,  «I 
qu'on  ait 

q  =^+  5  +  0  "••+  WXZ^'^  2.3....ç(î+l)  "**^^' 

En  multipliant  tes  deux  membres  de  cette  égalité  par  2. 3,..(9-^t){{^ 

1  1 

il  viendrait  8.a.M(?-^l)Xp53pM+'^  -f  p  XïVrV^'i  +ete.^ 

M  désignant  un  nombre  entier.  Ôr,  les  fractions  qui  sont  ajoutées 
à  M  composent  une  somme  moindre  que  la  progression  géomé- 
trique —"Y  +  ( -x?)  +  (tt)  +®^^-»^***'^*®*^^**'^^***"^ 

1 
est  ég^Ie  à  la  traction  ^\  doue  il  s'6»siiivrai(  qu^^il  ajoi^iatfc  à  M 

titie  fracitoâ  moindre  que  celle-là ,  le  résultat  serait  encore  un 
nombre  entier,  ce  qui  est  absurde  ^  donc  e  est  irrationnel. 

678,  On  peut  oioore  démontrer,  afnsi  que  l'a  fttit  M.  Liou- 
VILLE  dan»  le  tome  V  de  son  Journal  de  mathématiques,  que  te 
nombre  e  ne  peut  pas  être  la  racine  d'une  équation  du  î'  âeg^rê 
à  çQeffleiems  raiionneis. 

Si  e  pouvait  être  racine  d'une  équations  eu  i*  degré  à  eoeËfeienttf 
rationnels ,  on  devrait  atoir  Ae^+Be+C^i^ ,  A  étant  un  nombre 
entier  positif,  et  B,  G  étant  dca  nombred  entiers  pos^ft  ou  néga^ 
tiCi.  Cette  égalité  donne  »  cm  la  divisant  par  e, 

Ae+Ce-*+B=^o. 

Si ,  dans  ta  série  qui  exprime  la  valeur  générale  de  ^j  OA  Uik 

1         t  1 

^=^1 ,  00  trouve  e^-'xï  o  '^^  +  rT4  ""^^'  *^*®*'*'^^^* 

dans  l'équation  ci-dessus ,  au  lieu  de  e  et  de  6"%  leurs  valeurs  en 
séries  :  il  viendra 

m 
S 

^(^+  -2  +  0  +«*«•) +^(2  -2^ +''*"•)  +®=^- 
Soît  f»  un  nonAqre  entier,  qu'on  pourra  supposer  aussi  grand  qu'on 
vovdra.  Mnltipliom»  cette  ôgaHté  par  1.2.3j,n— 1,  transposons 
daas  le  2«  membre  tous  tee  termes  entiers  /et  désignons  alors  ce 
membre  par  ft  :  on  aara 
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OU  y  SOUS  une  autre  forme , 

|(,+  ^+.to.):.|(.-jli+..o.)=.. 

La  partie  qui  contient  A  est  positive ,  et  elle  sera  aussi  petite  qu'on 
Toudra;  car  la  quantité  entre  parenthèses  est  évidemment  <;2, 
et  n  est  un  nombre  entier  aussi  grand  qu'on  veut.  La  partie  qui 
contient  C  peut  aussi  être  regardée  comme  positive  5  car,  si  G 
est  positif,  on  prendra  n  pair,  et  siC  est  négatif,  on  prendra  n 
impair  :  de  plus ,  il  est  clair  que  cette  partie  sera  aussi  petite  qu'on 
Toudra.  De  là  il  suit  que  le  !•'  membre  de  l'égalité  ci-dessus  peut 
être  supposé  égal  à 'une  très-petite  fraction,  et  dès  lors  cette  éga- 
lité est  impossible  quand  même  l'entier  ft  serait  zéro.  Donc  il  est 
absurde  de  supposer  que  e  soit  racine  d'une  équation  à  coeiBcients 
rationnels. 

M.  LiouviLLE  démontre  aussi  que  même  le  carrée''  est  encore 
un  nombre  irrationnel -^  mais  sur  ce  point  je  renverrai  au  JouT'^ 
nal  de  mathématiques  déjà  cité. 

579.  Le  nombre  e  est  fréquemment  employé  dans  l'analyse.' 
Quelques  termes  de  la  série  numérique  suffiront  pour  obtenir  en 
décimales  la  valeur  déjà  rapportée  n«  339,  6—2,718  281 828.,.. 

Cette  valeur  ne  saurait  être  périodique  -,  car,  si  cela  était ,  elle 
pourrait  s'exprimer  en  fraction  ordinaire  :  donc  elle  serait  corn- 
mensurable ,  et  le  contraire  a  été  démontré. 

On  peut  même  ajouter  que  si  on  veut  l'exprimer  en  fraction 
continue ,  cette  fraction  ne  sera  point  périodique  ;  car,  si  elle  l'était, 
le  nombre  e  serait  racine  d'une  équation  du  2«  degré  à  coefficients 
rationnels  (323)^ 

Démonstration. des  formules  précédentes  en  considérant  directement  les  sériei 

elles-mêmes. 

580.  Si  le  lecteur  se  reporte  aux  observations  générales  que  j'ar 
présentées  n**  567  sur  les  développements  en  séries,  il  reconnaîtra 
combien  laissent  à  désirer ,  sous  le  rapport  de  la  rigueur ,  les  mé- 
thodes dont  nous  avons  fait  usage.  Pour  corriger  ce  qu'elles  ont 
d'imparfait,  je  vais  considérer  les  séries  en  elles-mêmes  et  prouver 
qu'elles  sont  en  effet  égales  aux  quantités  dont  on  les  a  déduites. 
L'analyse  suivante  a  été  donnée  pair  DestAinville  dans  le 
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tome  IX  des  Annales  de  Mathématiques  publiées  par  M.  Ger- 
GONNE.  Elle  n'a  peut-être  pas  toute  la  rigueur  désirable;  mais  je 
craindrais  de  la  compliquer  en  y  faisant  des  changements. 

581 .  Considérons  les  séries  indéfinies  qui  sont  écrites  ci-dessous, 
et  que  je  suppose  convergentes , 

y(a)=i+a|+a(a+A)^+a(a+A)(âf+2A)Y-|-^ 

?(«+*)=  {  \^  '  ■ 

+(a+6)(a+6+A)(a+A+2*)  j-^  +  etc. 

J'emploie  ici  y(a)  comme  notation  abrégée  pour  désigner  la  pre- 
mière série  \  et  en  même  temps  j'établis  la  convention  que ,  si  dans 
cette  série  on  remplace  a  par  une  quantité  quelconque  u^  la  nou- 
velle série  sera  représentée  par  rf[u).  Cela  posé ,  je  vais  démontrer 
qu'on  doit  toujours  avoir  f(a)Xy(ô)— ?(a+6). 

Pour  y  parvenir,  je  formerai  d'abord  le  produit  f(a)Xf{b.)  En 
effectuant  avec  ordre  la  multiplication ,  on  trouvera 

^+a{a+k)  ~  +  aia+k){a+2k) 
^  -   ^  ^-^  j^Sab{a+k) 

+3ab{b+k) 
+b[b+kXb+2k) 

Si  on  compare  ce  produit  avec  ^{a+b)  on  voit  sur-le-champ  que 
les  deux  premiers  termes  sont  les  mêmes.  Le  troisième  est  aussi 
le  môme  :  car  on  a  évidemment 

a{a-\-k)+^ab-\'b{b-\-k)r=:a[a+k)-\-ab+ab+b{b+k) 
=a{a+b+k)-\'b{a^b+k)={a+b){a-\-b+k). 

En  continuant ,  on  pourrait  prouver  que  l'égalité  a  lieu  dans  les 
termes  suivants  -,  mais ,  pour  plus  de  généralité ,  je  vais  démontrer 
qu'en  supposant  l'égalité  établie  jusqu'à  une  puissance  quelcon- 
que z'^'  inclusivement,  elle  doit  encore  subsister  entre  les  termes 

affectés  de  z^. 

34 


l+a 


+2aè 
+b{b+k) 


z^ 


1.2.3 


-f-etc. 


^    . 


Atee  de  Tattention ,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  le  pr4>diiit 
f(a)Xr(6),  lea  tarmea  ea  z^~'  et  z^  aont 

a(Ér+*)  {ei-\.^)  ia+3k).. , ,[a+(/>-2)A:] 

4-^^  Aa(a+A:)  {a+U) [«-f  (J»-^)*], 

1.2... (/>—») 

+-^.^a(a+-A)*(A+*) [i+(7i-4)A] 

+è(6+A:)(è+«A^)(6+3Ar) [*+(/>— 2)A1 

<i(a+*)  (a-^Wr)  (a-f  3*) [a+(/>— ï)*] 

+^baia+k){a+ik) [a+(/>— 2)A3| 

+?.^6(é+A)a(û!+A) [a+(p-3)hi 

1.2.3....ji> 
+f -^=^a+*)*(6+A) [6+(/)-3)A][ 

+^a*(ft+A)(é+2*) [i+(p— 2)A]' 

+*(*+*)  (i+2A)(d+3A) [*+(/»— l)A] 

Maintenant  remarquons  que ,  dans  la  partie  en  ^,  les  nnultipli- 
t$l^9fteA  eatre />  M  prêtent  aux  déoorapoMtions  suivantes  : 

1-    1    ^*' 

n   n_l  ^j_J       n_J    n_S{  jp_3       n_l  j[>_2 

1      2       .3  1         2        3    ^    ;         2    ' 

etc, 

Alors  on  verra  que  toote  la  quantité  affectée  de  zP  pent  se  sépa«< 
rer  en  deux  parties ,  dont  Tune  contient  le  facteur  a  dans  tous 


LEÇONS  d'algèbre.  fiSI 

termes ,  tandis  que  l'autre  contient  le  facteur  b.  Ces  parties  sont 
{a+k){a+'lh){a+U) [a+{/>— 1)A] 

f^A(a+Â^)  {a+m [a+{p-<l)K] 

+~'^biH^Ka+k), [a+(p—i)k][  _     azP     , 

■ 

^^(ct+k)b(b+k) [b+ip-rm 

+bib+k)  (Ô+2A-) [é+(p_a)*] 

«(a+A)  (a+U) [a+(p-r-i)k] 

^^(b+k)a(a+k) ia+(p-m 

■h^.^dia+k)  (b+k) ib+(p-z)k]l^  i.i.:..p 

^P:iia(b+k)  (b-{4lk) ib+(p-^)k] 

+{b\-k)(b+2k){b+3k) [b+(p^i)kl 

Dans  la  preinière  partie,  la  quantité  placée  à  gauche  de  l'acçoladp 
est  ce  que  devient  le  coefficient  de     ^         ..,  lorsqu'on  y  change 

a  en  a+kî  et ,  dans  la  seconde ,  elle  est  ce  qu'il  devient  lorsqu'on 
y  chçinge  b  ep  b+k.  Or,  par  hypothèse,  ce  coefticient  est  le  même 

que  celui  qui  affecte -j-T^T-^ -r  dans  la  série  f(a+b)j  c'est-àr 

dire  qu'on  le  suppose  réductible  à  la  forme 

(a+b)  ia+b+k)  {a^b+2k), .  .[a+  b+(p-^^)k]  ; 

donc  les  deux  quantités  placées  avant  les  accolades  s'obtiendront 
en  changeant  dans  cette  dernière  expression  aena+k^  et  6  en 
b+k.  Chacun  de  ces  changements  donne  le  même  résultat, 

(a+b+-k)  {a+b+2k)  (a+&+3*)...[a+6+(/^— 1)A^]; 

donc ,  en  ayant  égard  à  ce  facteur  commun ,  la  somme  des  deux 
parties,  qui  contiennent  z''  à  droite  des  accolades,  sera 

(a+b)  ia+b+k)  ia+b+U)....[a+b+(p^l)k]     f     , 

laquelle  est  identique  avec  le  terme  en  zP  de  la  série  ff{a+b).  . 
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Ainsi,  en  admettant  qu'il  y  ait  égalité  entre  les  termes  des  séries 
représentées  pary(a)x^(&)et  par  ç>(r/+&),  jusqu'à  une  certaine  puis- 
sance de  z,  elle  doit  encore  exister  pour  la  puissance  supérieure. 
Or  celte  égalité  a  été  reconnue  pour  les  trois  premiers  termes  : 
donc  elle  a  lieu  pour  quatre  termes.  Si  elle  a  lieu  pour  quatre  ter- 
mes y  elle  a  donc  lieu  aussi  pour  cinq  \  et  ainsi  indéfiniment. 

582.  La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  revient  à  dire , 
en  d'autres  mots ,  que  la  série  ^[a)  est  une  telle  fonction  de  a  que, 
pour  la  multiplier  par  une  fonction  semblable  de  b,  il  suflit  d'ajou- 
ter bka.  Sous  ce  rapport,  elle  est  parfaitement  analogue  à  l'ex- 
ponentielle Z",  dans  laquelle  Z  serait  une  quantité  indépendante 
.de  ai  et  l'on  va  voir  que  cette  analogie  se  maintient  aussi  dans 
les  conséquences. 

Reprenons  l'équation  démontrée 

On  peut  y  remplacer  a  par  a — b  :  alors  elle  devient  y  (a — é)X?(i) 
=y(a),  et  Ton  en  tire ,  pour  la  division  de  rf{a)  par  f  (&}, 

Si  on  change  b  en  b+c,  l'équation  [1]  devient  y(a)Xî'(6+c)=: 
y(ûj+ 6+c).  Mais,  en  vertu  de  cette  même  équation,  on  a  y(i)Xî»(c) 
=y(6+c);  donCî>Ca)x?(6)Xy(cr)=f;a+6-f-c).  En  changeante  en 
c+d,  et  en  continuant  de  la  môme  manière,  quel  que  soit  le 
nombre  des  facteurs,  on  aura  toujours  ?>(a)Xî»(6)Xî>(c?).... 
=:y(a-f-6+^....)- Donc,  ensupposant  toutes  lesquantités  a,  &,c>.... 
égales  à  a,  et  leur  nombre  égal  à  m,  cette  équation  donnera 

[3]  [y(ûf)]'"=?(/wa). 

En  remplaçant  dans  celle-cî  âf  par —,  il  vient  ?(— 1  =?(a)5 
donc  y  pour  Textraclion  des  racines ,  on  a 


[fl 


V^.W-.(^). 


La  formule  [3]  n'est  encore  démontrée  que  pour  un  exposant 
entier  positif.  On  retendra  à  tous  les  exposants  positifs  frac- 
tionnaires en  remarquant  que  les  formules  précédentes  donnent 

\/  [?wr^  \^  flrna)=f  \^\  Mais  Ç^tfWT  et  [y(a)f  sont  deux 
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expressions  équivalentes  ^  donc 


.  -        /rna\ 


[5]  [9{a)\ 

Pour  étendre  aussi  la  formule  aux  exposants  négatifs,  on  re- 
marquera qu'en  désignant  par  m  et  r  des  nombre  positifs  quel- 
conques, les  formules  démontrées  donnent  ry(a)]"""'=:,     ,,  \^, 

-     ^^^^^      :=,(ra-m«-.ra)5  donc  enfin 


^ima+ra) 

[6]  [mr^'^^i-rna). 

Ainsi,  quel  que  soit  l'exposant  m,  on  a  toujours  [?(ûf)]'"=î»(/wa); 
et  en  remettant  dans  cette  égalité  les  séries  représentées  par  <f[a) 
et  fjna)^  il  vient 

[7]    [i+a|  +a(a+A)^  +a{a+k){si+U)j^^  +  etc.]'"= 

z  z^  z 

1  +ma  -  +ma{ma+k)-r-ji  +ma{jna+k)  (yy?a+2A:)       -  +  etc. 

583.  Dans  Téq.  [7],  a  et  A  sont  quelconques.  Si  on  y  fait  a=l 
et  *=— .1,  elle  devient 

la  formule  du  binôme  est  ainsi  démontrée  pour  un  exposant  quel- 
conque. On  sait  comment  on  peut  déduire  (a-f-j?)"'  de  (1+z)"'. 

584.  Dans  la  môme  éq.  [7] ,  faisons  A-=0,  a~l,  j5=:1  ,  mz=zax  : 
il  viendra 

La  série  numérique  du  premier  membre  est  le  nombre  e,  base  des 
logarithmes  népériens  :  ainsi ,  on  peut  écrire 

6*'=:iH +  — --I —  +etc. 

^1    ^1.2  ^1.2.3^ 

Si  on  pose  e*=ay  «  sera  le  logarithme  népérien  de  a,  et  on  re- 
trouve la  série  exponentielle  du  n°  572,  savoir  : 
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585.  Pour  avoir  la  série  logarithmiglie,  on  changea  ^  dans  cette 
dernière  formule  a  en  l  +a:  eix  en  m.  Il  vient 

Maid,  en  développant  la  puissance  (l+x)",  on  a 

(1  +x)'^=l+m  T  +/n(m-— 1)-—  +  etc. 

Égalons  donc  les  deux  séries ,  supprimons  l'unité  de  part  et  d  W 
tre,  et  divisons  par  m  :  où  aura 

=j+(m-I)^+(m-I)(m-2)j^+ete. 

Enfin  y  en  faisant  i7z=0  dans  cette  dernière  équatioft,  on  retrouva 
la  formule  connue 

L(i+^j=^_^+^__  +  etc. 

Génération  des  séries  récurrentes. 

586.  Soit  la  fraction 


à^bx' 

eu  effectuant ,  seloi)  la  règle  ordinaire,  la  divisiotl  de  a'  {Tar  a+bx, 
on  trouve  au  quotient  une  suite  de  termes  dont  la  loi  se  ndâhiféste 
promptement.  t)n  peut  encore  écrire  la  fraction  ainsi  a'(a+Ôa:)""% 
puis  se  servit*  de  la  formule  dil  binôme.  Mais  la  méthode  des  coef- 
ficients indéterminés  conduira  au  même  résultat,  et  sera  plus  com- 
mode lorsque  la  fraction  sera  plus  compliquée. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  division ,  on  reconnaît  de  suite 
que  le  quotient  sera  une  série  de  la  forme  A-+-Bx+Cj:*+ etc.;  c'est 
pourquoi  l'on  posera 

^        -.A+Bx+Cx*+l)x^+  etc. , 


a-ibx 
Â|  B,  C,  P^...  étant  des  coefSciêntâ  à  déterminer.  En  multipliant 
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lâd  ptrt  et  d'autre  par  a^b^^  il  viendra 


MM 


a'=Àtt+B« 


x+Ca 


+Ab\  +B6 


«'+eto. 


Or,  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  devant  reproduire  iden- 
tiquement ie  dividende ,  on  doit  avoir 

Aœ=^,    Ba+A6==0,    Ca+B6=0,    Da+Ct=0,  etc. 

De  là  on  tire  les  valeurs  des  coefficients  A,  B,  C....,  savoir: 

A=-,B=^~A^  C==— -B,  D=--^Qetc»  Donc,  en  mriti- 

b 
pliant  un  coefficient  quelconque  par  -^  -^  oft  obtient  le  coefficient 

suivant^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  (chaque  terme  est  le  pro- 
duit du  précédent  par  «-^ .  Ici  la  série  n'est  qu'une  sioiple  pr^ 

gression  géométrique. 
Maintenant  coâsidéronÉ  la  fraction 

-  •  ■  ■  •  '    ....  ^ 
a-i-bx+ùx*' 

On  posera  semblablenient 

ët,ènmultipliàntdepartetd*aatrêpafledénOtiiinatBUra+6jt+c^, 
il  vient 


a'+6':c=Aà+Ba 

+A6 


x-fCd^«-fDaljt*+ete. 


+A^ 


Pour  que  les  deux  membres  soient  identiques ,  il  faut  qu'on  ait 

Dd+Gô+BcrttO,  etc., 
d*où  Ton  tiré 


a' 


y--kh 


a 


,  €==— -  A— ^  B^  Dtta---»-^G>  etc. 
a        a  a       a    ^ 


Ici  on  voit  que  chaque  coefficient,  à  partir  du  3«,  est  la  somme  des 

c         b 
deux  précédents  multipliés  respectivement  par et ,  ou , 
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ce  qui  est  la  môme  «chose ,  qoe  chaque  terme  est  la  somme  des 
deux  précédents  maltipliés  par et . 


Si  l'on  posait  encore 


a+bx+cx*+dx^ 


=A+Bx+Cx»+Da:^+  etc. 


on  verrait  que  chaque  terme,  à  partir  du  4%  se  compose  des  trois 
précédents  y  multipliés  respectivement  par , , . 

Enfin ,  il  devient  alors  évident  qu'en  général  une  fraction  de  la 
forme 

a  +bx  +CX* +kx'" 

doit  donner  naissance  à  une  suite  dont  chaque  terme ,  à  partir 

du  (/n+l)''"%  se  composera  des  m  précédents  multipliés  respec- 

k          h                   c           b 
tivement  par a:'", a:'"~%.... a:', x. 

On  appelle  récurrentes  toutes  les  suites  ainsi  formées,  et  échelle 
de  relation  l'ensemble  des  quantités  par  lesquelles  il  faut  multi- 
plier plusieurs  termes  consécutifs  pour  avoir  le  terme  suivant.  On 
pourra  dire  aussi  que  la  série  est  du  1"  ordre ,  du  2«  ordre ,  etc., 
selon  le  nombre  des  termes  qui  entrent  dans  l'échelle  de  relation. 

Si  l'expression  qu'on  développe  a  un  numérateur  de  degré  plus 
élevé  que  le  dénominateur,  ou  de  degré  égal,  on  voit,  par  la  ma- 
nière môme  dont  nous  déterminons  les  coefficients  du  développe- 
ment ,  que  la  loi  de  la  série  sera  toujours  la  même  :  seulement , 
elle  sera  retardée.  Au  reste,  on  pourra,  si  on  veut,  décomposer 
préalablement  Texpression  proposée  en  une  partie  entière  plus 
une  fraction  ayant  un  numérateur  de  degré  inférieur  au  dénomi- 
nateur. 

587.  Dans  ce  qui  précède  j'ai  porté  l'attention  uniquement  sur 
les  termes  entiers  du  quotient ,  parce  que  je  voulais  faire  remar- 
quer la  loi  de  leur  composition.  Mais  si  on  voulait  avoir  le  quo- 
tient exact,  il  ne  faudrait  pas  manquer  d'ajouter  aux  ternies  en- 
tiers la  fraction  provenant  du  reste  de  la  division \  et,  d'après  les 
observations  faites  dans  un  cas  analogue  (56S),  cette  fraction  ne 
doit  pas  être  supprimée,  lors  même  qu'on  prolongerait  le  quotient 
indéfiniment ,  à  moins  qu'on  ne  prouve  que  dans  ce  cas  elle  doit 
devenir  zéro.  Or,  il  est  facile  de  démontrer  que  c'est  en  effet  ce 
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qui  arrivera ,  si  on  n'attribue  à  x  que  des  valeurs  plus  petites  que 
l'unité  et  au-dessous  d'une  certaine  limite.  Mais  je  supprime  ces 
détails ,  et  laisse  au  lecteur  le  soin  d'y  suppléer. 

Retour  des  séries  récurrentes  aux  fractions  génératrices. 

S88.  Une  série  récurrente  étant  donnée,  on  propose  de  re- 
trouver  la  fraction  génératrice. 

Dans  cet  énoncé,  on  suppose  la  série  récurrente  ordonnée  par 
rapport  à  une  indéterminée  x.  Soit 

S=A+Ba:+Ca:»+ etc., 

une  telle  série,  ayant  pour  échelle  de  relation  [px^^  gx»,  rx'].  Puis- 
que cette  échelle  contient  trois  termes,  la  fraction  génératrice  est 

de  la  fornje 

c^+t/x+c^x^ 

a+bx+cx^+dx^^ 
Si  cette  fraction  était  donnée ,  on  a  vu  que  Téchelle  de  relation  se- 
rait    x^. X*,  —-a:  .Or,  cette  fraction  peut  s'écrire  ainsi: 

a'U,& 
— I — x-\-  -  X* 
a      a        a 


1+  -  X'\ — x'+  -^ 

a        a         a 


m 

et  alors  on  voit  que  les  trois  termes  en  x  du  dénominateur  s'ob- 
tiendront sur-le-champ  en  prenant  ceux  de  l'échelle  de  relation 
avec  des  signes  contraires.  Ainsi,  on  peut  mettre  la  fraction  géné- 
ratrice sous  la  forme 

1 — rx—qx^^^px^  ' 
et  il  n'y  a  plus  qu'à  déterminer  «,  p,  y.  A  cet  effet ,  on  pose 

,    '-^-P^+J^-    3  =A+Ba:+Cx-+  etc. , 
1 — rx-^qx^—px^ 

et  comme ,  en  chassant  le  dénominateur,  l'équation  doit  devenir 
identique,  on  conclut,  en  ne  tenant  compte  que  des  trois  premiers 
termes , 


«-H(3j:+7a:»:=A+B 

— Ar 


-Br 
-hq\ 
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Par  oobséquent  on  aura ,  pour  la  flraciion  génératrice , 

A+(B--Ar)jt+(C— Br— Aç):f 

ciss T— r 5 • 

Par  exemple ,  soit  S=l — Sa:— j:*— 5x^+4 j::^— etc.,  série  récur- 
rente, dont  l'échelle  de  relation  est  [+a:^  +4a:%  — 2x].  Dans  la 
formule  ci-dessus  on  fera  A=l  ♦  B=— 2 ,  C=— 1 ,  /i=l ,  ff=4, 

r=-2  ;  et  on  trouvera  S=  —^^^^. 

889.  Une  série  étant  donnée^  on  veut  reconnaître  si  elle  est 
récurrente,  et,  dans  ce  cas,  retrouver  la  fraction  génératrice. 
Soit  la  série  donnée 

S=:A+Ba:+Ca7»+Dx3+etc. 

Cherchons  d'abord  si  elle  est  égale  à  une  fraction  de  la  foi'me 

.  ,    ,  et  posons  S=     .  ,    .  De  là  on  tire 

donc  le  quotient  de  1  par  la  série  S  doit  être  exact  et  de  In  forme 
p+qx.  Alors  la  fraction  génératrice  serait  exprimée  ainsi  : 

Si  la  division  ne  s'arrête  pas  au  deuxième  terme,  la  série  ne  sera 
pas  récurrente ,  où  elle  proviendra  d'une  fraction  plus  compliquée. 

l_a±bx+cxl  <fx^    ^ 

S~    cH^Vx        ^^^  ^  d-^Ux 

c'est-à-dire  qu'en  divisant  1  par  la  série  S  ^  si  où  arrêté  le  quotient 
aux  termes  de  la  forme  p+ go:,  la  série  Sio:*  qu'on  obtient  pour 
reste ,  et  qui  est  toujours  divisible  par  x*,  sera  telle  qu'après  en 

S  cC 

avoir  ôté  de  facteur  on  devra  avoir  -f^ = ^-rr*rr*- 

S      a+b'x 

De  là  on  tire 

S     d+Vx 

c'est-à-dire  que  la  nouvelle  division  doit  se  terminer  au  deuxième 


i 
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terme  ;  et  alors ,  pour  trouver  la  fraction  génératrice  ^  on  auna  les 
deux  équations 

d'où 

I  S,    /      s     Pi+QiX^ 
p+qx+^x* 

par  coQiéquent  la  fraction  génératrice  sera 

Supposons  que  le  quotient  dé  S  par  Si  ne  soît  pas  exactement 
pi'\-qiX:si\a  sérié  est  récurrente,  elle  sera  d'un  ordre  supérieur 

o!  A-b^x-^&x^ 
aa  second»  Examinons  si  on  peut  avoir  S=  — rr — 7- — ttt-\* 

a+bx+cx*+dx^ 

De  là  oti  tire 

1_     .        .       a"+b"x        , 

c'est-à-dire  qu'après  avoir  poussé  jusqu'aux  d^ux  premiers  termes 

le  quotient  de  1  par  la  série  S,  on  trouvera  pour  reste  une  série 

dont  tous  les  termes  contlëMroni  x*  :  et  que,  si  on  désigne  ce  reste 

^  .  .Si  a"+b"x 

par  S.X.,  on  devra  avoir  g  =_^^-^^--,. 

Cette  égalité  donne 

S_  .       a* 

donc,  en  désignant  par  S^x*  la  série  qu'on  obtient  pour  reste  après 

avoir  poussé  la  division  de  la  série  S  par  la  série  S,  jusqu'aux  ter- 

S  a*' 

mespi+qiXy  on  doit  avoir  —  — -77 


S.     a"+b"±' 
De  cette  dernière  égalité ,  on  tire 

^=rp^+qiX. 

Ici  les  opérations  s'arrêtent  :  pour  remonter  à  la  fraction  généra- 
trice ,  on  aura  les  équations 

^=p+qx+^x%    ^^=Pi+qiX+^x%    -^=Pi,+q^x^ 
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et ,  de  ces  équations ,  Ton  tire 

g_        .  1  S,_  1  S._      1 

Il  ne  reste  plus  que  quelques  substitutions  à  effectuer  pour  former 
la  fraction  égale  à  S. 

Sans  aller  plus  loin ,  le  lecteur  aperçoit  sans  doute  que  les  opé- 
rations successives,  pour  trouver  les  quolients/?+gjt:,/?,+grr,etc., 
et  pour  remonter  ensuite  à  la  fraction  génératrice,  ont  une  ana- 
logie frappante  avec  celles  qu'on  fait  pour  réduire  une  fraction 
ordinaire  en  fraction  continue  et  revenir  ensuite  à  la  fraction  ordi- 
naire. Cette  observation  tiendra  lieu  de  règle  générale.  Si  la  série 
est  récurrente,  on  en  sera  averti  lorsqu'on  arrivera  à  une  division 
qui  donnera  un  quotient  exact  de  la  forme /?+ga:. 
'  Exemple.  Supposons  qu'on  veuille  savoir  si  la  série  des  nombres 
1,  2,  3,  etc.  est  récurrente.  Ce  n'est  point  cette  série  numérique 
qu'il  faut  considérer,  mais  bien  celle-ci 

S=l+2a:+3x»+4x3+etc.  5 

et  alors  voici  comment  les  opérations  s'exécutent  : 

Division  de  1  par  S. 


1 
— 1— 2a:— 3a:*— 4^:^— etc. 


l+2a:+3a:*+4^'+etc. 


1— 2x 


— 2a:— 3a:' — Ax^ — 60:^— etc. 
+2a:+4a:»+6a:3+8a:4_j.etc. 

a:*+2a:3+3a:HetC.— SiO:' 

Dinsion  de  S  par  S,. 


l+2a:+3a:*+4a:Hetc. 
—1— 2a:— 3a:*— 40:5— etc. 


14.2a:+3a:*+4x*+etc. 


0 
Donc  là  séries  est  récurrente,  etrona^:=l— 2a:+-^a:%  c"^^- 

1  s 

De  là  on  tire  S— ^r — ,  -^  =1 ,  par  conséquent 

1  1 


1— 2x+x'      (1-a:)"' 
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Remarque.  En  cherchant  une  règle  pour  reconnaître  si  une 
série  est  récurrente ,  nous  avons  considéré  la  série  comme  prove- 
nant d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  de  degré  inférieur  au 
dénominateur.  Mais  si  cette  dernière  condition  n'avait  pas  lieu , 
il  est  facile  d'apercevoir  que  les  mêmes  explications ,  et  par  con- 
séquent aussi  la  même  règle,  subsisteraient  toujours. 

Sommation  d'an  nombre  qaelconqae  de  termes  consécutifs  d'une  série  récurrente* 
•  — •  Terme  général. 

590,  Trouver  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  con^ 
sécutifs  d'une  série  récurrente» 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  que  l'échelle  de  relation  ait  trois 
terntes,  que  je  désignerai  simplement  par  les  lettres/?^  q,  r,-  et  soit 

A+B+C+D....+K+L+M+N 

la  suite  des  termes  don  t  on  demande  la  somme.  Par  la  nature  même 
de  la  suite ,  on  a 

D=rAjD+B9+Cr, 

E=:Bp+Cg+Dr, 


N=K/?+L9+Mr,- 
et ,  en  ajoutant  ces  égalités ,  il  vient 

D+E.,..+N=(A+B....+K)/?+(B+C.-.+L)g 

+{C+D....+M)r. 

En  désignant  par  S  la  somme  cherchée ,  cette  équation  devient 

S-A-B-C=(S— L-M— N)/>+(S— A— M-N)9  . 

+(S-.A— B-N)r,- 

et  de  là  il  est  facile  de  tirer  la  valeur  de  S,  savoir  : 

-     A+B+C-r(A4-B+N)— g(A+M+N)-jp(L+M-f-N) 

1—r-q—p 

591.  Trouver  le  terme  général  d^une  série  récurrente. 

Cette  question  est  proposée  la  dernière ,  parce  qu'elle  est  celle 
dont  la  solution  est  la  plus  diflîcile.  Supposons  que  la  série  ait 
pour  fraction  génératrice 
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On  peut  écrire  cette  fraction  ainsi 

» 

et  alors,  en  développant  la  puissance  ~l,  efTectuant  le  produit  et 
prenant  dans  ce  produit  la  partie  qui  contient  or  à  une  puissance 
quelconque ,  il  est  clair  qu'on  aurait  le  terme  général  de  la  série 
récurrente.  Mais  la  question  se  résout  ordinairement  par  un  autre 
procédé  que  je  vais  exposer. 

On  divise  d'abord  tous  les  termes  de  la  fraction  F  par  k,  et  on 
récrit  sous  la  forme  ^ 

U  _    a^a:"*'-''+p^:c"-'+etc. 
V"~j:'"+ax'"""*+px"'-»+etc.' 

On  la  suppose  toujours  réduite  à  ^a  plus  simple  expreaiiion,  de  aorte 
que  U  n'a  plus  aucun  facteur  commun  avec  V. 

On  décompose  ensuite  le  dénominateur  en  facteurs  binômes 
tels  que  x+a,  soit  en  égalant  ce  dénominateur  à  zéro,  soit  par 
tout  autre  moyen  -,  et  alors  on  considère  la  fraction  comme  résul- 
tant de  Taddilion  de  plusieurs  autres  qui  auraient  pour  dénomi- 
nateurs ces  différents  facteurs.  On  détermine  toutes  ces  fractions 
partielles ,  puis  on  forme  le  terme  général  du  développement  de 
chacune;  et  en  faisant  la  somme  de  ces  termes  généraux,  on  aura 
le  terme  général  de  la  série  récurrente» 

Dans  cette  décomposition  en  fractions  partielles ,  il  faut  soigtieu- 
sèment  distinguer  dans  Y  les  facteurs  simples  de  ceux  qui  sont 
élevés  à  des  puissances.  Pour  chaque  facteur  simple  x+a,  on 
prendra  une  fraction  de  la  forme 

M 
x+a 

Pour  chaque  facteur  tel  que  (a^+è)",  on  en  pourrait  prendre  une 
de  la  forme  ^-^ — r— ^, '  *•  n^siis  il  est  plus  commode  de 

{x+or 

n'avoir  que  des  fractions  à  numérateurs  monômes  •,  et,  au  lieu  d'une 
fraction  comme  la  précédente ,  on  en  prend  n  comme  celles-ci  : 


ix+by  ^  (x+b)"-^'  '    {x+by-*""^  x+b* 

Il  est  sans  doute  inutile  d'avertir  que  M,  N , Ni,....  représentent 
des  quantités  indépendantes  de  x. 
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En  conséquence  9  si  on  admet  que  V=(a:+«)(a:+i)\..,  on 
posera 

et  la  question  sera  réduite  pour  le  moment  à  déterminer  les  no^ 
mérateurs  M ,  N ,  N, ,  etc.  Mais  cette  détermination  exigeant  des 
développements  assez  étendus,  je  la  renverrai  dans  un  article  sé- 
paré et  je  la  regarderai  ici  comme  effectué^, 

La  décomposition  précédente  une  fois  établie,  la  détermination 
du  terme  général  de  la  série  récurrente  n*oflfire  aucune  difficulté. 
Chaque  fraction  partielle  peut  se  mettre  sous  la  forme  PCp+^^S 
en  désignant  par  X  un  nombre  entier  positif  qui  peut  être  égal  à  1. 
Si  on  développe  cette  puissance ,  on  trouve,  facilement  :,iie  le  terme 
affecté  de  x*  est 

^H_X-i)(-X-2)...(-X-n+l)  p^^,^,^.^ 

C^est  une  somme  de  pareilles  expiassions ,  toutes  renfermant  jtr* 
et  résultant  des  différentes  fractions  partielles ,  qui  composent  le 
terme  général  cherché. 

Quand  le  dénominateur  de  U  fraction  génératrice  renferme  des 
facteurs  imaginaires ,  ces  facteurs  amèpent  des  quantités  imagi- 
naires dans  le  terme  général.  Cependant  si  on  suppose ,  çomoi?  OU 
le  fait  toujours,  que  les  coeflicients  du  numérateur  et  du  déi)Oip|'!' 
nateur  de  la  fraction  proposée  soient  tous  réels,  il  est  évident,  à 
priori,  qu'en  cherchant  le  développement  de  cette  fraction  au 
moyen  de  la  division ,  le  terme  général  ne  renfermerait  pps  d'ima- 
ginaires. Par  conséquent,  on  est  assuré  que  toutes  les  imaginaires 
provenant  des  facteqr^  du  dénominateur  devront  se  détruire. 

Décomposition  d'nne  fraction  rationnelle  en  fractions  plus  simples. 

592.  Reprenons  la  fraction  rationnelle 

U         a'x"*-H  P'^^'^'+etc. 


V      a:'"+aa:'»-»+pa:'»-»+etc.* 

que  je  regarderai  toujours  comme  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 
sion. Après  avoir  décomposé  V  en  facteurs  binômes ,  j'ai  distingué 
ceux  qui  n'y  entrent  qu'au  premier  degré  de  ceux  qui  y  sont 


1 
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élevés  à  des  puissances,  et  j'ai  dit  que,  pour  chaque  facteur  simple 

M 
x+a,  on  prenait  une  fraclion  de  la  forme  —3—,  tandis  que, 

pour  un  facteur  tel  que  {x+bf ,  on  en  prenait  n  de  la  forme 

IN  N  N 

«I '  _  ,..,-{ — ^,  En  conséquence,  si  Ton  a 


V=(j:+a)(a?+^)"— >  on  devra  poser 

V -x+a  +  (x+6r  ^  {x+bT-^  •'••+a:+6^^^'' 

et  c'est  la  détermination  des  numérateurs  M,  N,N,,  etc..  qui 
doit  nous  occuper. 

Le  moyen  qui  s'offre  tout  d'abord  est  de  réduire  le  second 
membre  ea  une  seule  fraction  de  môme  dénominateur  que  celle  du 
premier^  et  comme  les  deux  numérateurs  doivent  alors  être  iden- 
tiques, on  égalera  entre  eux  les  coefficients  des  termes  semblables. 
On  a  ainsi  m  équations  qui  serviront  à  trouver  les  m  inconnues 
M,  N ,  N, ,  etc.  Ces  équations  sont  toutes  du  premier  degré 5  car, 
dans  la  réduction  du  second  membre  au  même  dénominateur,  les 
inconnues  ne  se  multiplient  ni  entre  elles  ni  par  elles-mêmes. 

Par  exemple ,  soit  la  fraction 

I  ■■!!    ■        -  l_L  • 

X^ — X* — x+1 

après  avoir  reconnu  que  le  dénominateur  est  égal  à  (a:+ 1)  (x— 1)\ 
on  posera 

.  En  réduisant  tout  au  même  dénominateur,  il  vient  d'abord 


+  N    +N 

puis,  en  égalant  les  termes  semblables ,  on  a 

M+N,=:l,    — 2M+N=:— 1,    M+N-^N,=^6'. 

De  ces  équations  on  tire  M=r2,  ]Ni=3,  N,— — 1^  et  par  suite  la 
fraction  donnée  se  décompose  ainsi  : 

x^—x+^  2  3  1 


x^—x^'-x+i      x+l  *  {x—iy     x— l 
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595.  On  sait  que  des  équations  du  1"  degré  peuvent  êlre%- 
compatibles.  Ainsi ,  il  y  a  lieu  de  craindre  que  ce  cas  ne  se  pré» 
sente  quelquefois  pour  celles  qui  servent  à  déterminer  les  numé- 
,  rateurs  inconnus ,  et  que  par  suite  la  décomposition  en  fractions 
partielles  ne  soit  impossible.  Mais  je  vais  trouver  les  numérateurs 
de  ces  fractions  par  un  procédé  qui  lèvera  tous  les  doutes. 

Soit  x+a  un  facteur  simple  de  V,  et  supposons  que  la  fraction 
proposée  puisse  se  décomposer  ainsi 

U_    M        U, 

-    .  V'^x+a'^Q  ' 

M  étant  une  quantité  indépendante  de  a: ,  U,  une  quantité  entière 
par  rapport  à  a:,  et  Q  le  quotient  de  V  par  x+a.  En  réduisant  au 
même  dénominateur,  il  vient 

U=MQ+U.(x+fl),     d'où    U,=  î^^^. 

Pour  que  U,  soit  une  fonction  entière  de  a:,  il  faut  que  U— MQ 
soit  divisible  par  x+a,  ce  qui  exige  que  U — MQ  s*évanouisse  en 
y  faisant  j:= — a.  Si  donc  on  désigne  par  z/  et  9  ce  que  deviennent 
alors  U  et  Q^  on  aura 

i^~M9=0,    d'où    M=:  -, 

q 

Telle  doit  être  la  valeur  de  M  si  la  décomposition  est  possible.  Cette 
valeur  n'est  ni  nulle ,  ni  inGnie,  ni  indéterminée  :  car,  d'un  côté, 
la  fraction  proposée  étant  irréductible ,  U  ne  doit  pas  contenir  le 
facteur  x+a,  de  sorte  que  u  est  différent  de  zéro  ;  et ,  d'un  autre 
côté ,  X'-^a  n'entrant  qu'une  fois  dans  V  ne  doit  plus  se  trouver 
dans  Q ,  de  sorte  que  q  est  aussi  différent  de  zéro. 
La  valeur  de  M  n'a  été  trouvée  qu'en  supposant  la  décomposi- 

\'      tion  possible.  Ainsi,  à  parler  rigoureusement,  cette  supposition, 
doit  être  vériGée ,  ce  qui  est  à  présent  sans  difficulté.  En  effet ,  si 
on  prend  pour  M  la  valeur  trouvée,  on  est  sûr  que- la  quantité 

1      U — MQ  sera  nulle  en  y  faisant  x= — a^  donc  cette  quantité  est 
divisible  par  x+a.  Or,  en  nommant  Ux  le  quotient,  on  a 

,         U-MQ=U.(a:+a) ,  U=MQ+l].(.r+a) ,  ^  r.. -^  +  ^, 

et  Ton  obtient  ainsi  la  décomposition  qu'on  voulait  opérer. 

35  ^ 
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U 
La  fraction  ^y  doit  ôtre  irréductible  :  autrement ,  on  pourrait 

réduire  le  second  membre  de  la  dernière  égalité  à  une  fraction  de 
dénominateur  moins  élevé  que  V  \  donc  la  fraction  proposée  serait 
simpliOablc^  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Si  x+^est  un  autre  facteur  simple  du  polynôme  V,  il  devra  ôlre 
aussi  un  facteur  simple  du  quotient  Q  ;  on  pourra  donc  opérer  sur 

^  une  décomposition  semblable  à  celle  qui  a  été  faite  sur  n ,  et 

continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  tous  les  facteurs  sim- 
ples. Mais  on  peut  aussi ,  pour  chaque  fraction  partielle ,  revenir  à 
la  fraction  proposée  elle-même. 
Exemple.  Soit  la  fraction 

Si  on  pose  l'équation  a:^+3x*+^*-^^JC— 2^0  et  si  on  cherche  sea 
racines,  on  trouve  V=(j: — l)(J^+2)(a:+i)»^  par  conséquent  les 
deux  facteurs  simples  donneront  lieu ,  dans  la  décomposition  ,  à 
deux  fractions  partielles  de  la  forme 

M     ,     M, 

+ 


x—1    '    x+'2 
Pour  trouver  M ,  on  a  recours  k  la  formule  M=  - ,  dans  laquelle 

uetq  représentent  les  valeurs  de  U  et  Q  correspondantes  à  x^l. 

Ici  on  a  V=a^+7x*+13x^^,  Q=^(x+^)ix+ïy  -,  et  la  substitu- 
tion dea?=l  donne  u—îi^  q^Vi.  Donc  M- f|^2. 

Semblablement,  pour  calculer  M, ,  on  fera  x^-^2  dans  U  et  Q, 
mais  alors  il  faut  prendre  Q— (*r— l)(x-M)*.  Il  vient  ainsi  u=— 3, 

g=— 3,M.-1. 

En  conséquence  les  deux  fractions  partielles  sont 


a?— 1   '  jc+2 

894.  Occupons-nous  maintenant  des  facteurs  qui  sont  élevés  à 
des  puissances  dans  V.  Soit  \=(x+bYQ  :  si  on  considère  la  frac- 

U 
tion  : r-rx,  ce  qui  vient  d'être  dit  montre  qu'on  peut  la  décom- 

poser  ainsi 

U  N         U, 


